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内 容 提 要 


本 书 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 "国家 级 规划 教材 ,在 2001 年 出 版 的 《概率 论 与 数理 统计 》 
(第 三 版 ) 的 基础 上 增订 而 成 。 本 次 修订 新 增 的 内 容 有 :在 数理 统计 中 应 用 Excel，bootstrap 
方法 ,z 值 检验 法 , 箱 线 图 等 ;同时 吸收 了 国内 外 优秀 教材 的 优点 对 习题 的 类 型 和 数量 进行 了 
调整 和 充实 。 

本 书 主要 内 容 包括 概率 论 `、 数 理 统计 随机 过 程 三 部 分 ,每 章 附 有 习题 ;同时 涵盖 了 《全 国 
硕士 研究 生 入 学 统一 考试 数学 考试 大 纲 ?》 的 所 有 知识 点 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 、 理 科 ( 非 
数学 专业 ) 各 专业 的 教材 和 研究 生 人 学 考试 的 参考 书 , 也 可 供 工程 技术 人 员 、 科 技工 作者 参考 。 
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第 四 版 前 言 


本 书 自 1979 年 3 月 初版 至 今 ,已 发 行 近 三 十 年 。 历 经 多 年 教学 实践 的 检 
验 , 得 到 了 国内 广大 院 校 和 任课 教师 的 认可 ,发 行 量 为 国内 同类 教材 中 最 
多 的 。 

第 四 版 是 普通 高 等 教育 "十 一 五 ?国家 级 规划 教材 ,在 第 三 版 的 基础 上 修订 
编写 而 成 。 在 编写 之 前 ,高 等 教育 出 版 社 在 全 国有 关 离 校 作 过 相当 广泛 的 调查 ， 
本 版 的 编写 吸取 了 相关 的 意见 。 

教材 应 该 力求 与 时 俱 进 。 本 版 新 增 如 了 以 下 内 容 : 

(1) 介绍 了 bootstrap 方法 的 基本 思想 和 方法 ,介绍 了 用 bootstrap 方法 求 
参数 点 估计 和 区 间 估 计 的 具体 做 法 。bootstrap 方法 是 近代 统计 中 的 一 种 用 于 
数据 处 理 的 重要 的 实用 方法 。 

(2) 新 增 了 在 数理 统计 中 应 用 已 xcel 软件 一 章 。 介 绍 了 正 xcel 软件 及 其 在 
数理 统计 中 的 应 用 ,举例 介绍 了 应 用 VBA 语言 编写 “ 宏 ” 求 解 具 体 的 数理 统计 
问题 。 

(3) 新 增 了 假设 检验 问题 的 尹 值 检验 法 。 新 增 了 箱 线 图 , 箱 线 图 能 大 致 描 
述 随 机 变量 分 布 的 一 些 重要 性 质 , 还 能 检测 疑似 异常 点 。 

《4) 对 第 三 版 原 有 的 例题 和 习题 作 了 一 些 调整 ,增加 了 有 关 加 强 基 本 概念 、 
基本 运算 的 习题 ,在 例题 和 习题 的 选择 上 扩大 了 涉及 的 范围 ,例如 ,农业 、 保 险 
业 、 医 学 商业、 管理 学、 体育、 等 等 。 

选用 本 教材 的 院 校 类 别 较 为 广泛 ,专业 不 一 ,学 生 程 度 不 一 。 我 们 认为 , 教 
材 内 容 要 比 教学 大 网 多 一 些 , 要 比 教 师 在 课堂 讲授 的 多 一 些 , 这 样 能 照顾 到 各 类 
学 校 各 个 专业 的 需要 ,能 满足 不 同 程度 的 学 生 的 学 习 需 要 。 

我 们 在 目录 中 打上 了 一 些 * 号 ,在 学 时 限制 下 ,有 # 号 的 内 容 可 以 不 学 。 这 
些 内 容 是 相对 独立 的 , 删 去 不 学 不 影响 全 书 的 讲授 。 在 概率 论 与 数理 统计 部 分 
中 打 * 号 的 内 容 有 :基于 截 尾 样本 的 最 大 似 然 估 计 ; 置 信 区 疗 与 假设 检验 之 间 的 
关系 ;样本 容量 的 选取 ; 秩 和 检验 。 此 外 还 有 偏 度 . 峰 度 检 验 , 以 及 这 一 版 新 增 的 
部 分 或 全 部 内 容 。 随 机 过 程 部 分 视 教 学 计划 中 有 无 这 一 门 课 决定 取 合 。 

本 次 修订 也 包括 配套 辅导 书 , 它 们 将 与 教材 同时 出 版 。 

本 书 中 新 增 的 有 关 在 数理 统计 中 应 用 下 xcel 软件 的 内 容 由 浙江 大 学 于 泛 
教授 编写 。 

本 书 由 浙江 大 学 范 大 芮 教授 审阅 ,对 此 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 


e 第 四 版 前 言 


高 等 教育 出 版 社 蒋 青 、 李 蔓 、 兰 莹 莹 同志 为 本 版 教材 做 了 很 多 认真 .细致 的 
工作 ,对 此 ,我 们 表示 诚 介 的 感谢 。 
诚 妃 地 希望 读者 批评 、 指 正 。 


盛 了 又 谢 式 千 清 承 毅 
2008 年 4 月 


第 三 版 前 言 


这 一 版 我 们 对 于 本 书 第 二 版 中 的 一 些 朴 漏 和 不 妥 之 处 作 了 修改 ,增加 了 基 
于 截 尾 样本 的 最 大 仪 然 估 计 ” 和 "置信 区 间 与 假设 检验 之 间 的 关系 "两 小 节 ， 对 各 
章 的 例题 和 习题 作 了 少量 的 增 减 。 

为 了 帮助 读者 抓 住 要 点 ,提高 学 习 质 量 与 效率 ,在 各 章 末 增 写 了“ 小结 ”。 小 
结 中 所 包含 的 内 容 , 有 的 是 用 来 说 明 概 念 的 现实 背景 和 含义 ,对 某 些 概念 与 方法 
所 基于 的 概率 和 统计 思想 作 了 进一步 的 阐述 ;有 的 则 阐明 一 章 内 容 的 重点 和 基 
本 要 求 ;8 有 的 则 指出 学 习 时 应 注意 之 点 。 小 结 也 能 起 到 提纲 者 领 的 作用 。 

书 末 还 增加 了 两 个 参 读 材料 :( 一 ) 随 机 变量 样本 值 的 产生 ,( 二 ) 标 准 正 态 变 
量 分 布 函 数 (z) 的 数值 计算 。 这 些 内 容 在 解决 实际 问题 时 是 常会 用 到 的 。 

本 书 这 一 版 承 皮 根 象 教授 . 王 静 龙 教授 、. 谢 国 瑞 教授 . 范 大 茵 教授 审阅 ,他 们 
提出 了 许多 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 


盛 了 骤 谢 式 千 潘 承 必 
2000 年 8 月 


第 二 版 前 言 


本 书 是 在 1979 年 出 版 的 第 一 版 的 基础 上 修订 的 ,可 作为 高 等 学 校 工 科 、 理 
科 ( 非 数学 专业 ) 概 率 论 与 数理 统计 课程 的 教材 ， 也 可 供 工程 技术 人 员 参 考 。 

本 书 分 三 部 分 。 概 率 论 部 分 (第 一 章 至 第 五 章 ) 作 为 基础 知识 ,为 读者 提供 
了 必要 的 理论 基础 。 数 理 统计 部 分 (第 六 章 至 第 九 章 ) 主 要 讲述 了 参数 估计 和 假 
设 检验 ,并 介绍 了 方差 分 析 和 回归 分 析 。 随 机 过 程 部 分 (第 十 章 至 第 十 二 章 ) 在 
讲 清 基本 知识 的 基础 上 主要 讨论 了 平稳 随机 过 程 , 还 介绍 了 马尔 可 夫 过 程 。 数 
理 统 计 和 随机 过 程 这 两 部 分 内 容 是 相互 独立 的 ,可 根据 专业 的 需要 选用 。 

在 本 书 第 一 版 出 版 后 ,我 们 经 过 进一步 的 教学 实践 ,积累 了 不 少 的 经 验 ,并 
吸收 了 广大 读者 的 意见 ,修订 稿 是 在 这 一 基础 上 写 出 的 。 我 们 修改 了 第 一 版 中 
存在 的 不 当 之 处 ,并 致力 于 教材 质量 的 提高 。 我 们 在 选材 和 叙述 上 尽量 做 到 联 
系 工 科 专 业 的 实际 ,注重 应 用 ,力图 将 概念 写 得 清晰 易 懂 , 做 到 便于 教学 。 我 们 
在 例题 和 习题 的 选择 上 作 了 努力 ,这 些 题目 既 具 有 启发 性 ,又 有 广泛 的 应 用 性 ， 
从 题目 的 广泛 性 也 可 看 到 本 门 课 程 涉及 生活 和 技术 应 用 领域 的 广泛 性 。 读 者 将 
会 发 现 ,这 些 例题 和 习题 是 贷 有 趣味 的 。 为 适应 经 济 建设 的 需要 ,我 们 加 强 了 数 
理 统 计 的 内 容 , 例 如 编写 了 “和 矩 估 计 法 “样本 容量 的 选取 ”和 * 正 态 分 布 的 偏 度 、 
峰 度 检验 "等 ,并 有 意识 地 加 强 学 习 者 统计 计算 能 力 的 培养 。 

节 中 的 一 部 分 内 容 能 直接 应 用 于 解决 实际 课题 , 另 一 部 分 内 容 为 读者 今后 
进一步 学 习 有 关 课 程 或 在 实际 应 用 方面 提供 一 定 的 基础 。 

黄 纪 青 同志 曾 参 加 过 本 书 第 一 版 编写 大 纲 的 讨论 ,撰写 过 第 一 版 第 一 章 的 
初稿 。 

本 书 的 全 部 插图 是 由 张 礼 明 同 志 描 绘 的 。 

本 书 第 二 版 承 魏 宗 舒 教授 . 林 少 宫 教授 、 沈 恒 范 教授 、 范 大 昔 副 教授 、 糯 孝 述 
副教授 和 汪 振 岗 副 教授 审阅 ,他 们 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 的 
感谢 。 

书 中 不 足 之 处 , 诚 尽 地 希望 读者 批评 指正 。 


盛 又 谢 式 千 潘 承 圾 
1988 年 1 月 
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第 一 音 ” 概 率 论 的 基本 概念 


自然 界 和 社会 上 发 生 的 现象 是 多 种 多 样 的 .有 一 类 现象 ,在 一 定 条 件 下 必 
然 发 生 , 例 如 ,向 上 抛 一 石子 必然 下 落 ,同性 电荷 必 相 互 排 斥 , 等 等 . 这 类 现象 
称 为 确定 性 现象 . 在 自然 界 和 社会 上 存在 着 另 一 类 现象 ,例如 ,在 相同 条 件 下 
抛 同 一 枚 硬币 ,其 结果 可 能 是 正面 朝 上 ,也 可 能 是 反面 朝 上 ,并 且 在 每 次 抛掷 
之 前 无 法 肯定 抛掷 的 结果 是 什么 ;用 同一 门 炮 和 回 同 一 目标 射击 ,各 次 弹 着 点 不 
尽 相 同 ,在 一 次 射击 之 前 无 法 预测 弹 着 点 的 确切 位 置 . 这 类 现象 ,在 一 定 的 条 
件 下 ,可 能 出 现 这 样 的 结果 ,也 可 能 出 现 那样 的 结果 ,而 在 试验 或 观察 之 前 不 
能 预知 确切 的 结果 . 但 人 们 经 过 长 期 实践 并 深入 研究 之 后 ,发 现 这 类 现象 在 大 
量 重 复试 验 或 观察 下 , 它 的 结果 却 呈 现 出 某 种 规律 性 . 例如 ,多 次 重复 抛 一 枚 
人 硬币 得 到 正面 级 上 大 致 有 一 半 , 同 一 门 炮 射 击 同一 目标 的 弹 着 点 按照 一 定 规律 
分 布 ,等 等 . 这 种 在 大 量 重 复试 验 或 观察 中 所 呈现 出 的 固有 规律 性 ,就 是 我 们 以 
后 所 说 的 统计 规律 性 . 

这 种 在 个 别 试验 中 其 结果 呈现 出 不 确定 性 ,在 大 量 重 复试 验 中 其 结果 又 具 
有 统计 规律 性 的 现象 ,我 们 称 之 为 随机 现象 . 概率 论 与 数理 统计 是 研究 和 揭示 了 哺 
机 现象 统计 规律 性 的 一 门 数学 学 科 ， 


S1 随机 试验 


我 们 遇 到 过 各 种 试验 . 在 这 里 ,我 们 把 试验 作为 一 个 含义 广泛 的 术语 . 它 包 
括 各 种 各 样 的 科学 实验 ,甚至 对 某 一 事物 的 某 一 特征 的 观察 也 认为 是 一 种 试验 . 
下 面 举 一 些 试验 的 例子 . 

已: : 抛 一 枚 硬币 ,观察 正面 五、 反面 工 出 现 的 情况 . 

2 : 将 一 枚 硬币 抛 括 三 次 ,观察 正面 五 反面 工 出 现 的 情况 . 

FE: : 将 一 枚 硬币 抛掷 三 次 ,观察 出 现 正 面 的 次 数 . 

E,: 抛 一 条 骨 子 ,观察 出 现 的 点 数 . 

FEs : 记录 茶 城 市 120 急救 电话 台 一 昼夜 接 到 的 呼唤 次 数 . 

Fe : 在 一 批 灯 泡 中 任意 抽取 一 只 ,测试 它 的 寿命 . 

E;: 记录 某 地 一 层 夜 的 最 高 温度 和 最 低温 度 . 

上 面 举 出 了 七 个 试验 的 例子 ,它们 有 着 共同 的 特点 . 例如 ,试验 已 有 两 种 
可 能 结 采 ,出 现 互 或 者 出 现 工 ,但 在 抛掷 之 前 不 能 确定 出 现 互 还 是 出 现 工 ,这 
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个 试验 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 地 进行 . 又 如 试验 严 ,我 们 知道 灯泡 的 寿命 (以 
小 时 计 ) 全 0, 但 在 测试 之 前 不 能 确定 它 的 寿命 有 多 长 . 这 一 试验 也 可 以 在 相同 
的 条 件 下 重复 地 进行 .概括 起 来 ,这 些 试验 具有 以 下 的 特点 : 

1 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 地 进行 ; 

2 每 次 试验 的 可 能 结果 不 止 一 个 ,并 且 能 事先 明确 试验 的 所 有 可 能 
结果 ; 

3 进行 一 次 试验 之 前 不 能 确定 哪 一 个 结果 会 出 现 . 

在 概率 论 中 ,我 们 将 具有 上 述 三 个 特点 的 试验 称 为 随机 试验 . 

本 书 中 以 后 提 到 的 试验 都 是 指 随 机 试验 . 

我 们 是 通过 研究 随机 试验 来 研究 随机 现象 的 . 


2 样本 空间 ,随机 事件 


(一 ) 杆 本 空间 


对 于 随机 试验 ,尽管 在 每 次 试验 之 前 不 能 预知 试验 的 结果 ,但 试验 的 所 有 可 
能 结果 组 成 的 集合 是 已 知 的. 我 们 将 随机 试验 瑟 的 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 
为 王 的 样本 空间 , 记 为 S. 样本 空间 的 元 素 , 即 忆 的 每 个 结果 , 称 为 样本 点 

下 面 写 出 1 中 试验 已 (E 王 1,2,…,7) 的 样本 空间 S, : 

Si :{ 万 , 开 ); 

sz 五 万 万 ,万 万 了, 万 TI 万, 了 厅 万 ,万 TITT ,TITTTETTT) ， 

0 1 273 3 

St1273， 4 5 6 

Ss:(0,1,2,3，…); 

Se :tti|t 之 0) 

sr:t(zy)|T 拓 z 和 7y 委 刀 ), 这 里 z 表 示 最 低温 度 (C),y 表示 最 高 温度 
(L). 并 设 这 一 地 区 的 温度 不 会 小 于 To ,也 不 会 大 于 全. 


《一 ) 随机 事件 


在 实际 中 , 当 进 行 随机 试验 时 ,人 们 常常 关心 满足 某 种 条 件 的 那些 样本 点 所 
组 成 的 集合 . 例如 , 若 规 定 某 种 灯泡 的 寿命 (小 时 ) 小 于 500 为 次 品 , 则 在 玉 中 我 
们 关心 灯泡 的 寿命 是 否 有 上 500. 满足 这 一 条 件 的 样本 点 组 成 Se 的 一 个 子 集 ; 
4 一 tt 人 500} .我 们 称 A 为 试验 Es 的 一 个 随机 事件 . 显然 , 当 且 仅 当 子 集 A 中 
的 一 个 样本 点 出 现时 ,有 :之 500. 


由 


《 户 


< 


~ 
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一 般 , 我 们 称 试验 巨 的 样本 空间 S 的 子 集 为 已 的 随机 事件 ,简称 事件 @. 在 
每 次 试验 中 , 当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现时 , 称 这 一 事件 发 生 . 
特别 ,由 一 个 样本 点 组 成 的 单 点 集 , 称 为 基本 事件 . 例如 ,试验 已 有 两 个 基 
本 事件 { 互 ;和 {T)》 ;试验 已 有 6 个 基本 事件 {(1),{2},…,{6)}. 
样本 空间 S 包含 所 有 的 样本 点 , 它 是 S 自身 的 子 集 , 在 每 次 试验 中 它 癌 是 
发 生 的 ,S 称 为 必然 事件 . 空 集 刀 不 包含 任何 样本 点 , 它 也 作为 样本 空间 的 子 集 ， 
它 在 每 次 试验 中 都 不 发 生 ,人 称 为 不 可 能 事件 . 
下 面 举 几 个 事件 的 例子 . 
例 1 在 天 中 事件 4A,: 第 一 次 出 现 的 是 吾 ", 即 
4 一 (万 万 万 ,万 万 了 ,GT ,FTT). 
事件 4A: :三 次 出 现 同一 面 ”, 即 
4; 一 (万 万 万 ,TTT 
在 -Es 中 ,事件 4A: “寿命 小 于 1000 小 时 ”, 即 
4 一 ( 人 ii|0 委 上 一 1000). 
在 忆 中 ,事件 A, :最 高 温度 与 最 低温 度 相 差 10 摄氏 度 ”, 即 
4 二 (zy3)|1y 一 z 一 10,T 过 z 委 y 委 碾 ). L] 


《三 ) 事件 间 的 关系 与 事件 的 运算 


事件 是 一 个 集合 ,因而 事件 间 的 关系 与 事件 的 运算 自然 按照 集合 论 中 集合 
之 间 的 关系 和 集合 运算 来 处 理 . 下 面 给 出 这 些 关系 和 运算 在 概率 论 中 的 提 法 . 并 
根据 "事件 发 生 ?” 的 含义 ,给 出 它们 在 概率 论 中 的 含义 . 

设 试验 下 的 样本 空间 为 S, 而 4,B,At(&R 一 1,2,…) 是 S 的 子 集 . 

1 大 ACEB, 则 称 事件 如 包含 事件 4 ,这 指 的 是 事件 A 发 生 必 导致 事件 召 
发 生 . 

各 4ACB 且 BCA, 即 4= 中 , 则 称 事件 A 与 事件 已 相等 

2 事件 4AUB={(zlzEA 或 zEB} 称 为 事件 A 与 事件 也 的 和 事件 . 当 且 仅 
当 4, 刀 中 至 少 有 一 个 发 生 时 ,事件 AUB 发 生 ， 


类似 地 , 称 。 A, 为 ”个 事件 Ai ,4 ，A, 的 和 事件 ; 称 | A, 为 可 列 
个 事件 A, ,As ,… 的 和 事件 . 
3 事件 AnB={zlzeA 且 zEB} 称 为 事件 4 与 事件 B 的 积 事件 . 当 且 仅 


中 ”严格 地 说 ,事件 是 指 S 中 的 满足 某 些 条件 的 子 集 . 当 S 是 由 有 限 个 元 素 或 由 可 列 无 限 个 元 素 组 
成 时 ,每 个 子 集 都 可 作为 一 个 事件 . 大 S 是 由 不 可 列 无 限 个 元 素 组 成 时 , 某 些 子 集 必须 排除 在 外 . 幸而 
这 种 不 可 容许 的 子 集 在 实际 应 用 中 几乎 不 会 遇 到 ， 今后 ,每 当 我 们 讲 到 一 个 事件 时 都 是 假定 它 是 容许 考 
虑 的 那 种 子 集 . 读者 如 有 兴趣 可 参考 较 详细 的 教材 . 
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当 4,B 同时 发 生 时 ,事件 A 站 B 发 生 .Am 中 也 记 作 AB. 


类 似 地 , 称 | ] Ai 为 = 个 事件 A,,A:，…，A, 的 积 事件 ; 称 「 ] A, 为 可 列 
个 事件 A, ,4A:, ,… 的 积 事件 . 

4 事件 A 一 B={zlzEA 且 z 人 有 B} 称 为 事件 A 与 事件 B 的 差事 件 . 当 且 仅 
当 人 发生、 了 不 发 生 时 事件 一 B 发 生 ， 


5 在 4niB= 和 和, 则 称 事件 A 与 召 是 互 不 相 容 的 ,或 互 斥 的 . 这 指 的 是 事件 
4 与 事件 妃 不 能 同时 发 生 . 基本 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 . 

6 大 4AUB=S 且 4 站 B= 世 , 则 称 事件 A 与 事件 如 互 为 逆 事 件 . 又 称 事件 
4 与 事件 哩 互 为 对 立 事件 . 这 指 的 是 对 每 次 试验 而 言 , 事 件 A.B 中 必 有 一 个 发 
生 , 且 仅 有 一 个 发 生 . A 的 对 立 事件 记 为 4.4 王 S 一 A. 


用 图 1 一 1 一 图 1 一 6 可 直观 地 表示 以 上 事件 之 间 的 关系 与 运算 . 例如 ,在 图 
1 一 1 中 长 方形 表示 样本 空间 S, 圆 A 与 圆 刀 分 别 表 示 事件 A 与 事件 妃 , 事 件 忆 
包含 事件 A. 又 如 在 图 1 一 2 中 长 方形 表示 样本 空间 S, 圆 4 与 圆 中 分 别 表示 事 
件 A 与 事件 ,而 阴影 部 分 表示 和 事件 AU B. 












乡 


4mnB= 休 BU 万 =-S,Bn 巨 = 人 





图 1 一 4 图 1 一 5 图 1 一 6 


在 进行 事件 运算 时 ,经常 要 用 到 下 述 定 律 . 设 A,B,C 为 事件 , 则 有 
交换 律 :AUB=BUA4A; AmB=BnmA. 
结合 律 :AU(CBUC)=(4UB)UCi; 

4 站 CBnc)=(AmB)PmcC. 


3 频率 与 概率 E 


分 配 律 :4AU(CBnC)=(4AUB)mCAUC)， 
4mn(BsUC)=(AnB)UCAnC). 
德 摩根 律 :4AUB=A4nB;， AnmB=A4AUB. 
例 2 在 例 1 中 有 
AUA,={HEH,BHT,DTD,ETT,TTT)， 
Ai 站 4A4: 王 (五 万 万 )， 
4: 一 A 王 (了 工人) ， 
AUA4:={THT,TT,T 古 } 口 
例 3 如 图 1 一 7 所 示 的 电路 中 ,以 4 表示 “ 信 
号 灯亮 ”这 一 事件 ,以 B,C,D 分 别 表示 事件 :继电器 
接点 工 , 开 ,下 闭合 ,那么 容易 知道 BCCA,BDCA， 于 
BCUBD=A, 而 BA= 纪 , 即 事件 日 与 事件 A 互 不 
相 容 . 又 ,五 UG 巨 miE. (左边 表示 事件 * 工 ,T 至 少 “一 圳 


有 一 个 闭合 ”的 逆 事 件 , 也 就 是 TI, I 革 都 不 闭合 , 即 轩 1 一 7 
忠 .C 同时 发 生 . ) 口 ] 
S《3 频率 与 概率 


对 于 一 个 事件 ( 除 必 然 事 件 和 不 可 能 事件 外 ) 来 说 , 它 在 一 次 试验 中 可 能 发 
生 , 也 可 能 不 发 生 .我 们 常常 希望 知道 某 些 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 究竟 
有 多 大 . 例如 ,为 了 确定 水 坝 的 高 度 ,就 要 知道 河流 在 造 水 坝 地 段 每 年 最 大 洪水 
达到 某 一 高 度 这 一 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 .我 们 希望 找到 一 个 合适 的 数 来 表征 
事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 大 小 . 为 此 ,首先 引入 频率 , 它 描述 了 事件 发 生 
的 频繁 程度 ,进而 引出 表征 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 大 小 的 数 一 一 概率 . 


《一 ) 频率 


定义 ”在 相同 的 条 件 下 ,进行 了 zz 次 试验 ,在 这 半 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 
次 数 xn 称 为 事件 A 发 生 的 频数 . 比值 www/ 称 为 事件 4 发生 的 频率 ,并 记 成 
矿 (A). 

由 定义 , 易 见 频率 具有 下 述 基本 性 质 : 

1 0 委 太 (4) 委 1; 

2 上 CS) 一 1; 

3 知 4A,,4:,…,Ak 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 

记 (AUAU…UAD) 一 六 (4 十 所 (4 ) 十 … 十 广 (A). 
由 于 事件 A 发 生 的 频率 是 它 发 生 的 次 数 与 试验 次 数 之 比 ,其 大 小 表示 A 发 
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生 的 频繁 程度 . 频率 大 ,事件 4 发 生 就 频繁 ,这 意味 着 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 
的 可 能 性 就 大 .反之 亦 然 . 因而 ,直观 的 想法 是 用 频率 来 表示 事件 A 在 一 次 试 


验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 但 是 否 可 行 , 先 看 下 面 的 例子 . 


例 1 考虑 " 抛 硬 币 " 这 个 试验 ,我 们 将 一 枚 硬币 抛掷 5 次 .50 次 .500 次 ,各 
做 10 遍 . 得 到 数据 如 表 1 一 1 所 示 ( 其 中 nr 表示 互 发 生 的 频数 ,万 ( 王 ) 表 示 五 


发 生 的 频率 ). 
表 1 一 1 


加 二 一 





1 一 500 


0. 4 22 


电 251 0. 902 
站 3 0. 6 249 0. 498 
3 1 256 0. 512 
4 5 253 0. 506 
5 1] 25] 0. 502 
6 2 246 0. 492 
7 4 244 0. 488 
8 2 258 0. 516 
9 3 262 0. 524 
10 3 247 0,. 494 
这 种 试验 历史 上 有 人 做 过 ,得 到 如 表 1 一 2 所 示 的 数据 . 
表 1 一 2 


从 上 述 数 据 可 以 看 出 : 抛 硬 币 次 数 半 较 小 时 ,频率 六 (五 ) 在 0 与 工 之 间 随 机 


波动 ,其 幅度 较 大 ,但 随 着 ” 增 大 ,频率 广 ( 互 ) 呈 现 出 稳定 性 . 即 当 盖 逐 渐 增 大 


时 户 ( 互 ) 总 是 在 0. 5 附近 摆动 ,而 逐渐 稳定 于 0. 5. 


区 


例 2 考察 英语 中 特定 字母 出 现 的 频率 . 当 观察 字母 的 个 数 > (试验 的 次 


3 频率 与 概率 本 


数 ) 较 小 时 ,频率 有 较 大 幅度 的 随机 波动 . 但 当 允 增 大 时 ,频率 呈现 出 稳定 性 . 表 
1 一 3 就 是 一 份 英文 字母 频率 的 统计 表 中 : 


表 1 一 3 
天 加 医 工 基 国 < 世 生 故 工 并 加 开工 

下 0. 126 8 P 0.018 6 

0. 097 8 了 B 0.015 6 

0.078 8 V 0.010 2 
O 0. 077 6 K 0. 006 0 
| 0. 070 ?7 X 0.001 6 
N 0. 070 6 ] 0.001 0 
S 0. 063 4 Q 0.000 9 
R 0. 059 4 Z 0.000 6 
有 0. 057 3 





口 
大 量 试验 证 实 , 当 重复 试验 的 次 数 盖 逐渐 增 大 时 ,频率 六 (4) 呈 现 出 稳定 
性 ,逐渐 稳定 于 某 个 常数 . 这 种 “频率 稳定 性 * 即 通常 所 说 的 统计 规律 性 . 我 们 
让 试验 重复 大 量 次 数 , 计 算 频 率 几 (4), 以 它 来 表征 事件 A 发 生 可 能 性 的 大 小 
是 合适 的 . 
但 是 ,在 实际 中 ,我 们 不 可 能 对 每 一 个 事件 都 做 大 量 的 试验 ,然后 求 得 事件 
的 频率 ,用 以 表征 事件 发 生 可 能 性 的 大 小 . 同时 ,为 了 理论 研究 的 需要 ,我 们 从 频 
率 的 稳定 性 和 频率 的 性 质 得 到 启发 ,给 出 如 下 表征 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 概率 
的 定义 . 


《一 ) 概率 


定义 设 瑟 是 随机 试验 ,S 是 它 的 样本 空间 . 对 于 五 的 每 一 事件 A 赋予 一 
个 实数 , 记 为 P(4) , 称 为 事件 4 的 概率 ,如 果 集 合 函 数 P( 。 ) 满 足下 列 条 件 ， 

1 非 负 性 : 对 于 每 一 个 事件 4, 有 P(4A) 三 0; 

2 规范 性 : 对 于 必然 事件 S, 有 P(S) 一 1; 

3 可 列 可 加 性 : 设 A,,4:,… 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 即 对 于 A,A ,= 多 ， 
人 





mD 这 是 由 Dewey,G, 统 计 了 约 438 023 个 字母 得 到 的 . 引 自 Relative Frequency of English Spellings 
(Teachers College Press.Columbia University,.New York,1970). 
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P(AUA,U…) 王 P(A,) 十 P(A, ) 十 … (3. 1) 
在 第 五 章 中 将 证 明 ， 当 mr" 一 c 时 频率 户 (A) 在 一 定 意义 下 接近 于 概率 
P(A). 基于 这 一 事实 ,我 们 就 有 理由 将 概率 P(A) 用 来 表征 事件 A 在 一 次 试验 
中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 
由 概率 的 定义 ,可 以 推 得 概率 的 一 些 重 要 性 质 . 
性 质 1 PCCD) 一 0. 


证 令 A. 一 好 (一 12，) 则 避 A= 节 , 且 AA) 一 太 放 一 12， 
…. 由 概率 的 可 列 可 加 性 (3. 1) 得 


P( 休 ) = 一己 ( U A,) 一 >P(A， ) 一 > P(O0) 


由 概率 的 非 负 性 知 ,P( 必 ) > 0， 故 由 上 式 知 P( 必 ) = 0. 口 
性 质证 《有限 可 加 性 ) 若 A,,A:,…,A, 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 
P(AUAU…UA,)=P(A) 十 P(A,) 十 … 十 P(A, )， 二 
(3. 2) 式 称 为 概率 的 有 限 可 加 性 . 

证 令 AI 一 Ar 一 … 一 好 , 即 有 AAA; 一 好 ,iii 一 1,2,…. 由 (3.1) 

式 得 


PCAU 4 U … U A,) 
= P(U4)= >)P(44) 
大 一 ] 大 一 


一 人 >)P(Ak) 十 0 一 了 (4) 十 P(4) 十 … 十 PP(A). 
大 一 1 


《3. 2) 式 得 证 . 口 
性 质证 设 A,B 是 两 个 事件 , 若 ACB, 则 有 

P(B 一 A) 一 P(B) 一 P(A); (8 3) 

P(B) 二 PCA)，. (3. 4) 


证 由 4CB 知 吾 王 4UU(CB 一 A) (参见 图 1 一 1), 且 A(CB 一 A) 王 分， 再 由 概 
率 的 有 限 可 加 性 (3. 2) ,得 
P(DB)= 王 P(4) 十 P(B 一 4)， 
《3. 3) 得 证 ;又 由 概率 的 非 负 性 1 ,P(B 一 4) 二 0 知 
P(B) 二 P(4). 口 
性 质 iv 对 于 任 一 事件 4， 
P(4) 和 1. 
证 因 4CS, 由 性 质 这 得 
P(4A) 委 P(S) 一 1. 口 
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性 质 v( 逆 事件 的 概率 ) 对 于 任 一 事件 A, 有 
P(A)=1 一 P(A)， 
证 因 4AUA=S, 且 A4A= 好 ,由 (3.2) 式 ,得 
1 王 P(S) 王 P(4AUA)=P(A) 十 P(A). 
性 质 v 得 证 . 口 
性 质 vi( 加 法 公式 ) 对 于 任意 两 事件 A,B 有 
P(AUB)=P(A) 十 P(B) 一 P(4B)， (3. 5) 
证 因 4AUB=A4U(CB 一 4AB) (参见 图 1 一 2), 且 4A(B 一 4AB) 一 杂 ,ABCPB， 
故 由 (3. 2) 式 及 (3. 3) 式 得 
P(AUB)= P(A) 二 PCB 一 AB) 
= P(4A) 十 P(B) 一 PCAB)， 口 
(3. 5) 式 还 能 推广 到 多 个 事件 的 情况 . 例如 , 设 4 ,4, ,4;, 为 任意 三 个 事 
件 , 则 有 
P(4,UA:,UA4:,)==P(A,) 十 P(A,) 十 P(A,) 一 PC(A;A;) 
一 P(4AA;,) 一 P(A:4;) 十 P(A,A,A,)， (3.6) 
一 般 , 对 于 任意 半 个 事件 4A, ,4A: ,…,A4,, 可 以 用 归纳 法 证 得 


P(4A UA: U…UA4,)=>P(A) 一 >，P(AAi) 
ti 一 1 


1 二 II) 三 m 


十 之 P(AAAND) 十 … 十 (一 D) 一 PCA ApA,) 
1 天 这 J) 一 ks 


《3. 7 ) 


$ 4 等 可 能 概 型 (古典 概 型 ) 


Y 1 中 所 说 的 试验 已 ,已 ,它们 具有 两 个 共同 的 特点 ， 

1 试验 的 样本 空间 只 包含 有 限 个 元 素 ; 

2 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 

具有 以 上 两 个 特点 的 试验 是 大 量 存在 的 . 这 种 试验 称 为 等 可 能 概 型 . 它 在 概 
率 论 发 展 初期 曾 是 主要 的 研究 对 象 ,所 以 也 称 为 古典 概 型 . 等 可 能 概 型 的 一 些 概 
念 具 有 直观 ,容易 理解 的 特点 ,有 着 广泛 的 应 用 . 

下 面 我 们 来 讨论 等 可 能 概 型 中 事件 概率 的 计算 公式 . 

设 试验 的 样本 空间 为 S= {el ,ez,…，,e,}. 由 于 在 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 
的 可 能 性 相同 , 即 有 

PCtei) 站 一 Ptes)) 一 … 一 PCfe,)). 

又 由 于 基本 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 . 于 是 
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1 和 PS) 三 PPOteUte 吕 U……U({e}) 
一 忆 Ctel)) 十 已 ({ez)) 
十 十 Pte,)) 一 MP(Ctei))， 


下 zi 一 1 ,2 717。 
好 


在 事件 A 包含 & 个 基本 事件 , 即 A = (el})Ultes)U…Uf(es) 这 里 羡 ， 

zi 是 1,2,…，,2 中 某 & 个 不 同 的 数 . 则 有 
P(A) 一 二 Po )) 一 六 一 合 芝 条 末 和 的 总 才 . (4. 1) 

(4. 1) 式 就 是 等 可 能 概 型 中 事件 A 的 概率 的 计算 公式 玫 . 

例 1 将 一 枚 硬币 抛 搓 三次， (1) 设 事件 A, 为 “ 恰 有 一 次 出 现 正 面 >, 求 
P(4A);(2) 设 事件 A: 为 “至 少 有 一 次 出 现 正 面 >, 求 P(A,). 

解 〈1) 我 们 考虑 8$ 1 中 已: 的 样本 空间 : 

S: 一 { 万 万 感 ,ET ,HTE ,THE BTT ,THT ,ITTH ,TTT). 

而 4,= (DTT,THET,TTE )， 

S: 中 包含 有 限 个 元 素 , 且 由 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 故 


由 《4. 1) 式 ,得 
.得 
P(A, ) 一 噩 . 
(2) 由 于 4;={TTT} ,于 是 


EEC 二 1 二 站 ii 二 二 一 工 口 
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当 样 本 空间 的 元 素 较 多 时 ,我 们 一 般 不 再 将 $ 中 的 元 素 一 一 列 出 ,而 只 需 
分 别 求 出 S$ 中 与 4 中 包含 的 元 素 的 个 数 ( 即 基本 事件 的 个 数 ) ,再 由 (4. 1) 式 即 
可 求 出 A 的 概率 . 

例 2 一 个 口袋 装 有 6 只 球 , 其 中 4 只 白 球 .2 只 红 球 . 从 袋 中 取 球 两 次 ,每 
次 随机 地 取 一 只 . 考虑 两 种 取 球 方式 ;(a) 第 一 次 取 一 只 球 , 观 察 其 颜色 后 放 回 
袋 中 , 搅 义 后 再 取 一 球 . 这 种 取 球 方式 叫做 放 回 抽样 . (b) 第 一 次 取 一 球 不 放 回 
袋 中 ,第 二 次 从 剩余 的 球 中 再 取 一 球 . 这 种 取 球 方式 叫做 不 放 回 抽样 . 试 分 别 就 
上 面 两 种 情况 求 (1) 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 的 概率 ;(2) 取 到 的 两 只 球 颜色 相 
同 的 概率 ;(3) 取 到 的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 的 概率 . 

解 〈a) 放 回 抽样 的 情况 . 


中 易 知 由 (4. 1) 所 确定 的 概率 满足 非 负 性 ,规范 性 和 有 限 可 加 性 . 但 此 时 由 于 S 中 只 含有 限 个 子 
集 ( 只 有 C 十 C4 十 … 十 C 一 2 个 子 集 ). 因而 车 在 S 中 取 可 列 无 限 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 4 ,A。 ,…,A,， 
…* 则 其 中 必 包 含 无 限 多 个 不 可 能 事件 , 即 知 可 列 可 加 性 与 有 限 可 加 性 是 等 价 的 . 
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一 一 


以 ABC 分 别 表示 事件 *“ 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 ?>“ 取 到 的 两 只 球 都 是 红 
球 ”“ 取 到 的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 ”. 易 知 * 取 到 两 只 颜色 相同 的 球 ” 这 一 
事件 即 为 AUB, 而 C= 刀 

在 袋 中 依次 取 两 只 球 ,每 一 种 取 法 为 一 个 基本 事件 ,显然 此 时 样本 空间 中 仪 
包含 有 限 个 元 素 . 上 且 由 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 ,因而 可 利用 
(4. 1) 式 来 计算 事件 的 概率 . 

第 一 次 从 袋 中 取 球 有 6 只 球 可 供 抽 取 , 第 二 次 也 有 6 只 球 可 供 抽取 . 由 组 合 
法 的 乘法 原理 ,共有 6X6 种 取 法 . 即 样本 空间 中 元 素 总 数 为 6X6. 对 于 事件 A 
而 言 , 由 于 第 一 次 有 4 只 白 球 可 供 抽取 ,第 二 次 也 有 4 只 白 球 可 供 抽 取 , 由 乘法 
原理 共有 4X4 种 取 法 , 即 A 中 包含 4X4 个 元 素 . 同 理 ,B 中 包含 2X2 个 元 素 . 
于 是 


由 于 A4B 王 他 ,得 
P(AUB)= 王 P(A) 十 P(B)=- 


P(C) 王 P(B) 王 1 一 P(B) 一 


(b) 不 放 回 抽样 的 情况 . 

由 读者 自己 完成 . 口 

例 3 将 只 球 随机 地 放 人 N (N 三 站) 个 盒子 中 去 , 试 求 每 个 盒子 至 多 有 一 
只 球 的 概率 〈 设 盒子 的 容量 不 限 ). 

解 ”将 ?只 球 放 和 人 六 个 盒子 中 去 ,每 一 种 放 法 是 一 基本 事件 . 易 知 ,这 是 古典 
概率 问题 . 因 每 一 只 球 都 可 以 放 人 NMN 个 盒子 中 的 任 一 个 盒子 , 故 共 有 NX 
Nx…XAN= 六 种 不 同 的 放 法 ,而 每 个 盒子 中 至 多 放 一 只 球 共 有 NGCN 一 1)…[N 一 
(2? 一 1) 种 不 同 放 法 . 因而 所 求 的 概率 为 

DDN 4 
Nm N” 

有 许多 问题 和 本 例 具 有 相同 的 数学 模型 . 例如 ,假设 每 人 的 生日 在 一 年 365 
天 中 的 任 一 天 是 等 可 能 的 , 即 都 等 于 1/365， 人 (<365) 个 人 ,他 
们 的 生日 各 不 相同 的 概率 为 


300。364。…。(365 一 2 十 1) 
3695” 


因而 ,” 个 人 中 至 少 有 两 人 生日 相同 的 概率 为 


间 
9 
有 
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65。 ee e 一 二 
5。364 2 2 十 1) 

经 计算 可 得 下 述 结 果 : 

7 20 23 30 40 50 64 100 

旋 0.411 0.507 0.706 0.891 0.970 0.997 0.999 9997 
从 上 表 可 看 出 ,在 仅 有 64 人 的 班级 里 ,至少 有 两 人 生日 相同 ?这 一 事件 的 概率 
与 1 相差 无 几 , 因 此 ,如 作 调 查 的 话 ,几乎 总 是 会 出 现 的 .读者 不 妨 试 一 试 . “” 口 

例 4 设 有 六 件 产品 ,其 中 有 呈 p 件 次 品 , 今 从 中 任 取 对 件 , 问 其 中 恰 有 
& (Rs<D) 件 次 品 的 概率 是 多 少 ? 

解 在 六 件 产 品 中 抽取 ?” 件 ( 这 里 是 指 不 放 回 抽样 ) ,所 有 可 能 的 取 法 共有 


Ni 
(，) 种 ,每 一 种 取 法 为 一 基本 事件 , 且 由 于 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 
性 相 同 . 又 因 在 D 件 次 品 中 取 上 件 , 所 有 可 能 的 取 法 有 {” } 种 .在 N 一 D 件 正品 
和 N 一 也 
中 取 一 《 件 所 有 可 能 的 取 法 有 |{ ，_，) 种 ,由 乘法 原理 知 在 N 件 产品 中 取 ， 


件 ,其 中 恰 有 上“ 件 次 品 的 取 法 共有 { ，} {(“、_“，} 种 ,于 是 所 求 概率 为 


-CC cs 


(4. 2) 式 即 所 谓 超 几何 分 布 的 概率 公式 . 口 

例 $S 袋 中 有 ae 只 白 球 ,5 只 红 球 , 上 个 人 依次 在 和 袋 中 取 一 只 球 ,(1) 作 放 回 
抽样 ;(2) 作 不 放 回 抽样 , 求 第 ;1 (ii 王 1,2,…,) 人 取 到 白 球 ( 记 为 事件 开 ) 的 概率 
(Ka 十 5 

解 〈1) 放 回 抽样 的 情况 ,显然 有 


丰 人 
PDB 二 一 全 


(2) 不 放 回 抽样 的 情况 . 各 人 取 一 只 球 , 每 种 取 法 是 一 个 基本 事件 .共有 
(a 十 D)(a 十 0 一 1)…(a 十 0 一 & 十 1) 王 As 个 基本 事件 , 旦 由 于 对 称 性 知 每 个 基本 事 


rr 





@。 对 于 任意 实数 。 以 及 非 负 整数 ,定义 () 一 2 人 ( ) = 例如 AN 导 


产 ， 0 


2 特别 , 当 a 为 正 整 数 , 旦 rr 所 aa 时 ， () 即 为 组 合 数 , 即 


不 
Or-s 
了 
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件 发 生 的 可 能 性 相同 . 当 事 件 号 发生 时 ,第 ; 人 取 的 应 是 白 球 , 它 可 以 是 a 只 白 
球 中 的 任 一 只 ,有 < 种 取 法 . 其 余 被 取 的 & 一 1 只 球 可 以 是 其 余 ae 十 2 一 1 只 球 中 
的 任意 &A 一 1 只 ,共有 (ca 十 0 一 1)(a 十 一 2)…[a 十 0 一 1 一 (一 1) 十 1 一 A 导 1 ,种 
取 法 ,于 是 事件 召 中 包含 c。A4Asf-: 个 基本 事件 , 故 由 (4. 1) 式 得 到 


P(B) 三 asAei /4 一 二 

值得 注意 的 是 P(B) 与 ;无 关 , 即 & 上 个 人 取 球 ,尽管 取 球 的 先后 次 序 不 同 , 各 
人 取 到 白 球 的 概率 是 一 样 的 ,大 家 机 会 相同 (例如 在 购买 福利 彩票 时 ,各 人 得 奖 
的 机 会 是 一 样 的 ). 另外 还 值得 注意 的 是 放 回 抽样 的 情况 与 不 放 回 抽样 的 情况 
下 P(B) 是 一 样 的 . 襄 

例 6 在 1 一 2000 的 整数 中 随机 地 取 一 个 数 , 问 取 到 的 整数 既 不 能 被 6 整 
除 ,又 不 能 被 8 整除 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 4 为 事件 * 取 到 的 数 能 被 6 整除 ”,B 为 事件 * 取 到 的 数 能 被 8 整 
除 ”, 则 所 求 概 率 为 

P(AB)=P(AUB)=1 一 P(AUB) 
一 1 一 [LP(4A) 十 P(B) 一 P(AB). 


由 于 333<< 一 <<334， 


和 _ .333 
故 得 二 


由 于 一 250， 


， 250 
故 得 CR 


又 由 于 一 个 数 同 时 能 被 6 与 8 整除 ,就 相当 于 能 被 24 整除 ,因此 ,由 


2000 


83 


得 上 4AB) 一 7000， 
于 是 所 求 概 率 为 


和 人 83 3 
2 2000 商 晤 | 二 图 


例 7 将 15 名 新 生 随 机 地 平均 分 配 到 三 个 班级 中 去 ,这 15 名 新 生 中 有 3 
名 是 优秀 生 . 问 〈1) 每 个 班级 各 分 配 到 一 名 优秀 生 的 概率 是 多 少 ? (2) 3 名 优秀 
生 分 配 在 同一 班级 的 概率 是 多 少 ? 

解 15 名 新 生平 均 分 配 到 三 个 班级 中 的 分 法 总 数 为 
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一 一- 


(5)( 5 )(5)= 可 站 5 
每 一 种 分 配 法 为 一 基本 事件 , 且 由 对 称 性 易 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 
(1) 将 3 名 优秀 生 分 配 到 三 个 班级 使 每 个 班级 都 有 一 名 优秀 生 的 分 法 共 31! 
种 . yt 种 分 法 ,其 余 12 名 新 生平 均 分 配 到 三 个 班级 中 的 分 法 共有 


31 121 
1 种 .因此 ,每 一 班级 各 分 配 到 一 名 优秀 生 的 分 法 共有 厂 1 呈 12 和 种. 于 是 


所 求 概率 为 








2 15!1 25 
站 4 45 TS 9 


(2) 将 3 名 优秀 生 分 配 在 同一 班级 的 分 法 共有 3 种 . 对 于 这 每 一 种 分 法 ,其 


余 12 名 新 生 的 分 法 (一 个 班级 2 名 , 另 两 个 班级 各 5 名 ) 有 于 世上 种. 因此 3 
名 优秀 生 分 配 在 同一 班级 的 分 法 共有 下 2 种 ,于 是 ,所 求 概率 为 
2 151! 6 
TI 
例 8 某 接待 站 在 某 一 周 曾 接待 过 12 次 来 访 ,已 知 所 有 这 12 次 接待 都 是 
在 周二 和 周 四 进行 的 , 问 是 否 可 以 推断 接待 时 间 是 有 规定 的 ? 
解 “ 假 设 接待 站 的 接待 时 间 没有 规定 ,而 各 来 访 者 在 一 周 的 任 一 天 中 去 接 


竺 站 是 等 可 能 的 ,那么 ,12 次 接待 来 访 者 都 在 周二 、 周 四 的 概率 为 


2 一 0. 000 000 3. 


人 们 在 长 期 的 实践 中 总 结 得 到 “概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 实际 上 几乎 
是 不 发 生 的 “( 称 之 为 实际 推断 原理 ). 现在 概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 竟然 发 
生 了 ,因此 有 理由 怀疑 假设 的 正确 性 ,从 而 推断 接待 站 不 是 每 天 都 接待 来 访 者 ， 
即 认为 其 接待 时 间 是 有 规定 的 . D 
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一) 条件 概 率 


条 件 概率 是 概率 论 中 的 一 个 重要 而 实用 的 概念 . 所 考虑 的 是 事件 A 已 发 生 
的 条 件 下 事件 吾 发 生 的 概率 . 先 举 一 个 例子 . 

例 1 将 一 枚 硬币 抛掷 两 次 ,观察 其 出 现 正 反面 的 情况 . 设 事件 4 为 “至 少 
有 一 次 为 万 ", 事 件 忆 为 “两 次 掷 出 同一 面 ” 现在 来 求 已 知事 件 4 已 经 发 生 的 条 
件 下 事件 中 发 生 的 概率 . 
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这 里 ,样本 空间 为 S 一 (五 囊 , 本 T,T,TT)A 一 { 万 再 , HT，T 琳 ), 召 型 
{ 五 五 , 工 7 易 知 此 属 古典 概 型 问题 . 已 知事 件 A 已 发 生 , 有 了 这 一 信息 ,知道 
T 工 不 可 能 发 生 , 即 知 试验 所 有 可 能 结果 所 成 的 集合 就 是 4A. A 中 共有 3 个 元 
素 , 其 中 只 有 克 FEB. 于 是 ,在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 如 发 生 的 概率 ( 记 为 
P(B1A)) 为 


P(BI1A) 一 地. 口 
在 这 里 ,我们 看 到 P(B)=2/4 夭 P(BI4A). 这 是 很 容易 理解 的 ,因为 在 求 


PCBIA) 时 我 们 是 限制 在 事件 A 已 经 发 生 的 条 件 下 考虑 事件 吕 发 生 的 概率 的 . 
男 外 , 易 知 





已 (4A) 王 了 , 王 (AB) 了 , 王 (|A) 3 一 3]4， 
故 有 
三 (AD) 
P(B|A) 王 PE(AJ (5.。 1 ) 


对 于 一 般 古 典 概 型 问题 , 若 仍 以 P(CBIA) 记 事件 4 已 经 发 生 的 条 件 下 事件 
刀 发 生 的 概率 , 则 关系 式 (5. 1) 仍 然 成 立 .事实 上 , 设 试验 的 基本 事件 总 数 为 mA 
所 包含 的 基本 事件 数 为 立 (mm 盖 0),AB 所 包含 的 基本 事件 数 为 上 , 即 有 


0 


在 一 般 场 合 ,我们 将 上 述 关 系 式 作 为 条 件 概率 的 定义 . 
定义 设 4, 忆 是 两 个 事件 , 且 P(A) 盖 0, 称 


PCAB) 
己 (A) 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 如 发 生 的 条 件 概率 . 
不 难 验 证 ,条 件 概率 已 。|A) 符 合 概率 定义 中 的 三 个 条 件 ， 


P(BIA)= 《5.2) 





即 
1 非 负 性 : 对 于 每 一 事件 ,有 P(B1A) 三 0; 
2 规范 性 : 对 于 必然 事件 S, 有 P(S|A)=1; 
3” 可 列 可 加 性 : 设 DB: ,… 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 


P( U B, | A)=- > Pd | A)， 
既然 条 件 概 率 符 合 上 述 三 个 条 件 , 故 $ 3 中 对 概率 所 证 明 的 一 些 重要 结果 
都 适用 于 条 件 概率 . 例如 ,对 于 任意 事件 B, ,B, 有 
P(B,UB:1A)=P(B,1A) 十 P(B;1A) 一 P(B, B,1A). 
例 2 一 盒子 装 有 4 只 产品 ,其 中 有 3 只 一 等 品 ,1 只 二 等 品 . 从 中 取 产 品 两 


。 16 ， 第 一 章 ” 概率 论 的 基本 概念 


次 ,每 次 任 取 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 设 事件 A 为 “第 一 次 取 到 的 是 一 等 品 ” ,事件 
刀 为 “第 二 次 取 到 的 是 一 等 品 ” 试 求 条 件 概 率 P(B14). 
解 易 知 此 属 古典 概 型 问题 . 将 产品 编号 ,1,2,3 号 为 一 等 品 ;4 号 为 二 等 

品 . 以 人 ,7 表示 第 一 次 .第 二 次 分 别 取 到 第 ;号 .第 7 号 产品 . 试验 开 ( 取 产品 两 
次 ,记录 其 号 码 ) 的 样本 空间 为 

三 

症 三 | 代 ]2 全 3 这 表 放 让 二 和 和 全 生生 世 汪 全 生计 这 

六 下 二 OCT SEO 
按 (5. 2) 式 ,得 条 件 概率 


_ 上 (4AB) 6/12_ 2 
F(BIA) 一 2 


也 可 以 直接 按 条 件 概 率 的 含义 来 求 P(B14). 我们 知道 , 当 事 件 A 发 生 以 
后 ,试验 五 所 有 可 能 结果 的 集合 就 是 4A,A 中 有 9 个 元 素 , 其 中 只 有 (1,2)， 
(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2) 属 于 忆 , 故 可 得 


P(BIA) 一 一 全 口 


9 
《二 ) 乘法 定理 
由 条 件 概 率 的 定义 (5. 2) ,立即 可 得 下 述 定理 ， 
乘法 定理 设 P(4)>0, 则 有 
P(AB) 王 P(BIA)P(4A). (5. 3) 
(5. 3) 式 称 为 乘法 公式 . 
(5. 3) 式 容 易 推 广 到 多 个 事件 的 积 事 件 的 情况 . 例如 , 设 A,B,C 为 事件 , 且 
P(4AB) 盖 0, 则 有 
P(ABC)=PCCIAB)P(CBIA)P(CA). (5. 4) 
在 这 里 ,注意 到 由 假设 P(4AB) 二 0 可 推 得 P(A) 三 P(CAB) 二 0. 
一 般 , 设 A ,A;，…A，, 为 元 个 事件 ,xz 二 2, 且 P(A,A;…A，,)>0, 则 有 
P(AA:…A,) 王 PCA,1AA…A， iD)P(A_ AAA ，)…P(A4A;|14A)P(CA)， 
(5. 5) 
例 3 设 袋 中 装 有 -只 红 球 ,只 白 球 .每 次 自 袋 中 任 取 一 只 球 , 观 察 其 颜色 
然后 放 回 ,并 再 放 和 人 a 只 与 所 取出 的 那 只 球 同 色 的 球 . 若 在 袋 中 连续 取 球 四 次 ， 
试 求 第 一 、 二 次 取 到 红 球 且 第 三 `. 四 次 取 到 白 球 的 概率 . 
解 以 4(i=1,2,3,4) 表示 事件 “第 ;次 取 到 红 球 ”, 则 4, .4, 分 别 表示 事 
件 第 三 .四 次 取 到 白 球 . 所 求 概率 为 
P(A,A:A4;4,)=P(A,1AA,A;)P(A;1AA,)P(A;1A)PCA ) 
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本 口 
7 十 1i 才 3 _ 7 十 上 十 2 十 1 上 十 a _ 十 也 


例 4 设 某 光学 仪器 厂 制 造 的 透镜 ,第 一 次 落下 时 打破 的 概率 为 1/2, 若 第 
一 次 落下 未 打破 ,第 二 次 落下 打破 的 概率 为 7/10, 若 前 两 次 落下 未 打破 ,第 三 次 
沙 下 打破 的 概率 为 9/10. 试 求 透 镜 落 下 三 次 而 未 打破 的 概率 . 
解 以 4A(= 一 1,2,3) 表 示 事 件 “ 透 镜 第 ;次 落下 打破 ”, 以 忆 表 示 事 件 “ 透 镜 
落下 三 次 而 未 打破 ” 因为 B 一 A,A;,A, , 故 有 
P(B)= P(4A,A:A:,) = P(4, | AA,)P(A, | A)P(CA ) 


-0 -0- 坟 (4- 动 -高 


男 解 , 按 题 意 
已 一 AAA， UA,A， UAA4A,A,， 
而 A, ,4A, 4, ,A,A,A4, 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 故 有 
P(B) 王 P(A) 十 P(A,A;) 十 P(A 有 A,)， 


] 本 7 7 9 
已 知 二 4) 一 及 ,44 一 各 ,PC4:1AA4A:) 一 车 , 即 有 


不 二 二 
P(44:) 一 P(A:14)P(CAD)= 二 (1 油 20， 
P(A,4;A,) 王 P(A,1A,A,)P(CA;A )P(CA ) 


=- 癌 (1 一 攻 )(1- 卫 )=22， 


10 2 /一 200 
二 
改 得 4 一 ) 一 斑 十 56 十 2006 一 下 0， 
二 
人) 一 1 一 200 二 70 D 


三 ) 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 


下 面 建立 两 个 用 来 计算 概率 的 重要 公式 . 先 介绍 样本 空间 的 划分 的 定义 . 

定义 设 S 为 试验 巨 的 样本 空间 ,Bi ,B, ,…,B, 为 巨 的 一 组 事件 . 若 

(i) 有 Bi 一 厅 ,i 关 1)i7) 王 1,2，7; 

(ii) BUB:,U…UB, 一 5S， 
则 称 B ,B: ,…, 忆 ,为 样本 空间 S 的 一 个 划分 . 

符 忆 ，B: ,…， 有 B， 是 样本 空间 的 一 个 划分 ,那么 ,对 每 次 试验 ,事件 已 | ， 
B: 有, 中 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 发 生 . 

例如 , 设 试验 三 为 “ 掷 一 颗 骨 子 观察 其 点 数 ” 它 的 样本 空间 为 S= (1,2,3， 
4,5,6). 正 的 一 组 事件 B 一 {1,2,3),B: 一 (4,5),B: 一 16} 是 S 的 一 个 划分 . 而 事 
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件 组 C,={1,2,3)},C: 王 {3,4},C: 王 (5,6} 不 是 S 的 划分 . 
定理 ” 设 试验 乓 的 样本 空间 为 S,A 为 丘 的 事件 ,Bi ,B: ,…,B, 为 S 的 一 
个 划分 , 且 P(B,)>0 (= 一 1,2, ,zz), 则 
P(4) 王 P(A1B,)P(B,) 十 P(A|B:)P(B,) 十 … 十 
P(A4A|B,)P(B,). (5.6) 
(5.6) 式 称 为 全 概率 公式 . 
在 很 多 实际 问题 中 P(A) 不 易 直 接 求 得 ,但 却 容易 找到 S 的 一 个 划分 忆 ， 
B: ，……B,, 旦 PCB) 和 PCAIB) 或 为 已 知 ,或 容易 求 得 ,那么 就 可 以 根据 (5. 6) 
式 求 出 P(A). 
证 ”因为 
A 一 AS=A(BUB,U…UB,) 一 AB,UAB,…UAB，， 
由 假设 P(B,)>0 (一 1,2,…,m), 且 (AB,)(ABi) 一 条 ,ij 站 ij 一 1,2,…,7m 得 
到 
P(4)= 王 P(AB,) 十 P(AB,) 十 … 十 P(AB,，) 
王 P(A1B,)P(B,) 十 P(A|1B;,)P(CB，,) 十 … 
十 P(A| 了 B,)P(B,). 口 
另 一 个 重要 公式 是 下 述 的 贝 叶 斯 公式 . 
定理 ” 设 试验 王 的 样本 空间 为 S.A 为 玖 事件 ,Bi,B,,…,B, 为 S 的 一 
个 划分 , 且 P(A)>0,P(B,)>0 (ii 一 1,2,…，,m2), 则 
P(A1BD)PCB) 
>,P(A1Bi)P(CBi) 


mm 


(5. 7) 式 称 为 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 @ 
证 ”由 条 件 概率 的 定义 及 全 概率 公式 即 得 


P(B, | A) = 上 CA - _ 上 (AL1BD)ECB) 一 12 口 


之 , P(4A | Bi)P(B)) 


特别 在 (5. 6) 式 ,(5.7) 式 中 取 z= 一 2, 并 将 B 记 为 也 ,此 时 B, 就 是 巨 , 那 么 ， 
全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 分 别 成 为 
P(A) = P(A | B)P(B) 十 P(4A | 互 )P( 瑟 )， (5. 8) 
P(AB) P(A | B)P(CB) 
PA)  P(A4A1B)P(B) 十 P(A1 事 P(By 


书 ( 吕 ， | .各 i 一 ] ,2 77， 让 


P(B8 | A) 三 


这 两 个 公式 是 常用 的 ， 


中 在 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 中 ,要 求 Bi ,B*,…,B, 是 S 的 一 个 划分 ,将 这 一 条 件 改 为 “B;Bi= 
人 必 , 关 ji 一 1,2,…,, 且 PtBiUB:U…UB, 一 1 两 个 公式 仍然 成 立 、 


5 条 件 概 率 人 


例 5 某 电子 设备 制造 广 所 用 的 元 件 是 由 三 家 元 件 制 造 三 提供 的 . 根据 以 
往 的 记录 有 以 下 的 数据 : 


提供 元 件 的 份额 
0. 19 





设 这 三 家 工厂 的 产品 在 仓库 中 是 均匀 混合 的 , 且 无 区 别 的 标志 . (1) 在 仓库 中 随 
机 地 取 一 只 元 件 , 求 它 是 次 品 的 概率 ;(2) 在 仓库 中 随机 地 取 一 只 元 件 , 若 已 知 
取 到 的 是 次 品 , 为 分 析 些 次 品 出 自 何 厂 ,需求 出 此 次 品 由 三 家 工厂 生产 的 概率 分 
别 是 多 少 . 试 求 这 些 概率 . 
解 设 人 4 表示 "* 取 到 的 是 一 只 次 品 ”,B;(i=1,2,3) 表 示 “ 所 取 到 的 产品 是 
由 第 工 家 工厂 提供 的 >. 易 知 ,Bi ,B: ,B;, 是 样本 空间 S 的 一 个 划分 , 旦 有 
P(B,) 一 0.15,P(B, ) 一 0.80,P(B;) 一 0.05， 
P(A4A|D ) 王 0.02,P(4A|1B,) 王 0.01,P(A1B,) 王 0. 03. 
(1) 由 全 概率 公式 
P(4)=P(AJB,)P(B,) 十 P(4A|B,)P(B,) 十 P(A|1B,)P(CB,) 
一 0. 0125. 


(2) 由 贝 叶 斯 公式 
P(B 加) 一 只 全 遇 和 PCB 一 0 全 1 


P(B:|A) 一 0.64， P(B,IA) 一 0. 12. 
以 上 结 朱 表明 ,这 只 次 品 来 自 第 2 家 工厂 的 可 能 性 最 大 . 口 
例 6 据 美国 的 一 份 资 料 报导 ,在 美国 总 的 来 说 患 肺癌 的 概率 约 为 0.1%， 
在 人 群 中 有 20 为 是 吸烟 者 ,他们 患 肺癌 的 概率 约 为 0.4%% , 求 不 吸 者 患 肺癌 的 概 
率 是 多 少 ? 
解 以 C 记 事件 * 患 肺癌 ", 以 A 记 事件“ 吸烟 ”, 按 题 意 P(CC) 一 0. 001， 
P(4A)=0.20,P(CI4) 王 0. 004. 需 要求 条 件 概 率 P(C| 亏 ). 由 全 概率 公式 有 
PCC)= 王 PICCIA)P(A) 十 PCCIA)P(A)，. 
将 数据 代 和 人 ,得 
0. 001 王 0.004X0. 20 十 PCCIA)P(4) 
一 0. 004X0. 20 十 P(C|A)X0. 80， 
P(CjA)=0.00025. 口 ] 
例 7 对 以 往 数据 分 析 结 果 表 明 , 当 机 器 调整 得 良好 时 ,产品 的 合格 率 为 
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98% ,而 当 机 器 发 生 某 种 故障 时 ,其 合格 率 为 55%. 每 天 早上 机 器 开动 时 ,机 器 
调整 良好 的 概率 为 95%%. 试 求 已 知 某 日 早上 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,机 器 调整 
良好 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 A 为 事件 "产品 合格 ”8 为 事件 “机 句 调 整 恨 好 ”已 知 P(AIB) 三 
0.98,P(A1B)=0.55,P(B)=0.95,P(B) 一 0.05, 所 需求 的 概率 为 P(B|A). 由 
贝 叶 斯 公式 

P(AIB)P(B) 
P(A1B)P(CB) 十 P(A|B)P(CB) 


四 0. 98X0. 95 
0.98 又 0. 95 十 0. 55 又 0. 05 


这 就 是 说 , 当 生 产 出 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,此 时 机 器 调整 良好 的 概率 为 0. 97. 
这 里 ,概率 0. 95 是 由 以 往 的 数据 分 析 得 到 的 ,叫做 先 验 概率 . 而 在 得 到 信息 ( 即 
生产 出 的 第 一 件 产 品 是 合格 品 ) 之 后 再 重新 加 以 修正 的 概率 ( 即 0.97) 叫 做 后 验 
概率 .有 了 后 验 概率 我 们 就 能 对 机 器 的 情况 有 进一步 的 了 解 . 口 ] 

例 8 根据 以 往 的 临床 记录 , 某 种 诊断 癌症 的 试验 具有 如 下 的 效果 : 若 以 
4A 表示 事件 “试验 反应 为 阳性 ,以 CC 表示 事件 “被 诊断 者 患 有 癌症 ”, 则 有 
P(AIC)=0.95,P(A1C)=0.95. 现在 对 自然 人 群 进行 普查 , 设 被 试验 的 人 患 有 
癌症 的 概率 为 0.005 , 即 P(C)=-0.005 , 试 求 PCC1A). 

解 已 知 P(A|1C)=0.95,P(A1C)=1 一 P(A1C)=0.05,P(CC) 一 0. 005， 
P(C) 王 0. 995, 由 贝 叶 斯 公式 


PCA) 一 


FRR 呈 | 太 ) 一 


0.97， 


EAI 
P(A|C)P(CC) 十 P(A|1C)P(CC) 
本 题 的 结果 表明 ,虽然 PCA1C)=0.95,P(AIC)=0.95, 这 两 个 概率 都 比较 高 . 
但 若 将 此 试验 用 于 普查 , 则 有 PCCI|A)=0.087, 亦 即 其 正确 性 只 有 8.7 听 (平均 
1000 个 具有 阳性 反应 的 人 中 大 约 只 有 87 人 确 患 有 瘤 症 ). 如 果 不 注 意 到 这 一 
点 ,将 会 得 出 错误 的 诊断 ,这 也 说 明 , 若 将 P(AIC) 和 PCCIA) 混 淆 了 会 造成 不 
良 的 后 果 . [L 


S6 独 立 性 


设 A,B 是 试验 巨 的 两 事件 , 若 P(A) 盖 0, 可 以 定义 P(B1A). 一般,A 的 发 
生 对 吾 发 生 的 概率 是 有 影响 的 ,这 时 P(BIA) 夭 P(B), 只 有 在 这 种 影响 不 存在 
时 才 会 有 P(BIA)=P(B) ,这 时 有 
P(AB)=P(BIA)P(A)= 王 P(A)P(CB). 
例 1 设 试验 为 " 抛 甲 . 乙 两 枚 硬币 ,观察 正 反 面 出现 的 情况 ” 设 事件 A 
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为 " 甲 币 出 现 五 ,事件 召 为 " 乙 币 出 现 五 ”. 天 的 样本 空间 为 
S 一 { 瑟 媚 ,TT,TE,TT)}. 


由 (〈4. 1) 式 得 
-和 二 
7 二 ， 忆 (B) 0 
1 上 
P(B1A) 一 本 ， RAR 
在 这 里 我 们 看 到 P(B|4A)=P(B), 而 P(4AB) 王 P(4A)P(B). 事实 上 ,由 题 意 , 显 
然 甲 币 是 否 出 现 正面 与 乙 币 是 否 出 现 正 面 是 互 不 影响 的 . 口 
定义 设 4, 了 是 两 事件 ,如 果 满 足 等 式 
P(AB) 王 P(A)P(CB)， (6. 1 ) 


则 称 事件 A, 忆 相互 独立 ,简称 A,B 独立 . 
容易 知道 , 若 P(A)>0,P(CB)>0, 则 A,B 相互 独立 与 A,B 互 不 相 容 不 能 
同时 成 立 . 
定理 一 设 4, 刀 是 两 事件 , 且 P(A)>0. 若 4A,B 相互 独立 , 则 P(B14)== 
P(B). 反 之 亦 然 . 
定理 的 正确 性 是 显然 的 . 
定理 二 ” 奉 事 件 4 与 召 相互 独立 , 则 下 列 各 对 事件 也 相互 独立 ; 
4 与 呈 ,4 与 刀 ,4 与 互 . 
证 因为 A=A(CBUBE)=ABUA 巨 ,得 
P(A)= PC(AB U A 互 ) = P(AB) 十 P(A) 
一 P(A)P(B) 十 P(AE)， 
P(45)= P(A)[Ti 一 P(B)] = P(A)P( 互 ). 
因此 4 与 互相 互 独立 . 由 此 可 立即 推出 去 与 巨 相 互 独立 . 再 由 巨 = 卫 ,又 推出 
4 与 避 相互 独立 . 口 
下 面 我 们 将 独立 性 的 概念 推广 到 三 个 事件 的 情况 . 
定义 设 4,B,C 是 三 个 事件 ,如 果 满 足 等 式 
P(4B) 一 P(A)P(B)， 
P(CBC) 王 P(B)P(C)， 
PE) 三 FPCe)， 
P(ABC) 王 P(4A)P(B)P(C)， 
则 称 事件 4,B,C 相互 独立 . 
一 般 , 设 4A; ,A: ,4A, 是 2 (2z 亿 2) 个 事件 ,如 果 对 于 其 中 任意 2 个 ,任意 3 
个 ,…… 任 意 个 事件 的 积 事件 的 概率 ,都 等 于 各 事件 概率 之 积 , 则 称 事件 A, ， 
4:,…,A, 相互 独立 . 


〈6. 2) 
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由 定义 ,可 以 得 到 以 下 两 个 推论 . 

1] 知事 件 A, ,4A, ,…,A4A,(z2) 相 互 独 立 , 则 其 中 任意 &A (2 委 A 生 7 思 ) 个 事件 也 
是 相互 独立 的 . 

2 若 ? 个 事件 A, ,A: ,…,4,(z 亿 2) 相互 独立 , 则 将 4 ,A: 和 …,A4A, 中 任意 多 
个 事件 换 成 它们 各 目的 对 立 事件 ,所 得 的 个 事件 仍 相 互 独立 . 

1] 由 独立 性 定义 可 直接 推出 .2 从 直观 上 看 是 显然 的 . 对 于 ”= 一 2 时 ,在 定 
理 二 已 作 了 证 明 ,一 般 的 情况 由 数学 归纳 法 容易 证 得 ,此 处 略 . 

两 事件 相互 独立 的 含义 是 它们 中 一 个 已 发 生 , 不 影响 另 一 个 发 生 的 概率 . 
在 实际 应 用 中 ,对 于 事件 的 独立 性 常常 是 根据 事件 的 实际 意义 去 判断 . 一 般 , 若 
由 实际 情况 分 析 ,A,B 两 事件 之 间 没 有 关联 或 关联 很 微弱 , 那 就 认为 它们 是 相 
互 独立 的 . 例如 4A,B 分 别 表 示 甲 . 乙 两 人 患 感冒 . 如 果 甲 、 乙 两 人 的 活动 范围 
相距 甚 远 ,就 认为 A.B 相互 独立 . 若 甲乙 两 人 是 同 住 在 一 个 房间 里 的 , 那 就 不 
能 认为 4 有 相互 独立 了 . 

例 2 一 个 元 件 ( 或 系统 ) 能 正常 工作 的 概率 


[| 
称 为 元 件 ( 或 系统 ) 的 可 靠 性 . 如 图 1 一 8, 设 有 4 -六 一 一 
个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4 按 先 串联 再 并 联 的 


方式 连接 ( 称 为 串 并 联系 统 ), 设 第 守 个 元 件 的 可 
靠 性 为 zi(i 一 1,2,3,4), 试 求 系统 的 可 靠 性 . 
解 ”以 A,(i=1,2,3,4) 表 示 事件 “第 ;个 元 图 1 一 8 


件 正 常 工 作 ”, 以 A 表示 事件 “系统 正常 工作 ” 
系统 由 两 条 线路 工 和 开 组 成 (如 图 1 一 8). 当 且 仅 当 至 少 有 一 条 线路 中 的 两 
个 元 件 均 正 常 工作 时 这 一 系统 正常 工作 , 故 有 
4 一 AAA4,UAA. 
由 事件 的 独立 性 ,得 系统 的 可 靠 性 
P(A)=P(IAIA) 十 P(AIA4A) 一 P(AAA:A,) 
一 P(AJ)P(4:) 十 PCADJPCAD) 一 P(OA)P(A:)P(A,)P(A,) 
一 力 轧 十 加 加 一 力 轧 力 ? 力 :. [ 
例 3 要 验收 一 批 《100 件 ) 乐器 . 验收 方案 如 下 : 自 该 批 乐器 中 随机 地 取 3 
件 测 试 〈 设 3 件 乐 器 的 测试 的 结果 是 相互 独立 的 ) ,如 果 3 件 中 至 少 有 一 件 在 测 
试 中 被 认为 音色 不 纯 , 则 这 批 乐 器 就 被 拒绝 接收 . 设 一 件 音色 不 纯 的 乐器 经 测试 
查 出 其 为 音色 不 纯 的 概率 为 0. 95 ;而 一 件 音 色 纯 的 乐器 经 测试 被 误 认 为 不 纯 的 
概率 为 0. 01. 如 果 已 知 这 100 件 乐器 中 恰 有 4 件 是 音色 不 纯 的 . 试问 这 批 乐器 
被 接收 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 以 五 (一 0,1,2,3) 表 示 事 件 “ 随 机 地 取出 3 件 乐 器 ,其 中 恰 有 件 音 
色 不 纯 ”, 瑟 。,, ,万 : ,万 ; 是 S 的 一 个 划分 ,以 A 表示 事件 “这 批 乐器 被 接收 ” 
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已 知 一 件 音色 纯 的 乐 锅 ,经 测试 被 认为 音色 纯 的 概率 为 0.99 ,而 一 件 音色 不 纯 
的 乐器 ,经 测试 被 误 认 为 音色 纯 的 概率 为 0.05, 并 且 3 件 乐 器 的 测试 的 结果 是 


相互 独立 的 ,于 是 有 
P(A| 瑟 ,) 王 0. 99: ,PP(A4A| 万 |, ) 一 0. 99- X0, 05 ， 


P(A| 万 , ) 一 (0. 99 六 0. 05: ,P(A| 万 ,) 王 0. 05 ， 


全 
oo 人 aoc 人 


了 
故  P(A) 一 >P(A1Hi)P(CH) = 0.8574 十 0.0055 十 0 十 0 





一 0. 8629. 吕 

例 4 甲乙 两 人 进行 乒乓 球 比 赛 , 每 局 甲 胜 的 概率 为 b, 加 三 1/2. 问 对 甲 而 
言 ,采用 三 局 二 胜 制 有 利 , 还 是 采用 五 局 三 胜 制 有 利 . 设 各 局 胜 负 相互 独立 . 

解 ”采用 三 局 二 胜 制 , 甲 最 终 获胜 ,其 胜局 的 情况 是 :“ 甲 甲 ?或 “ 乙 甲 甲 ?或 
“甲乙 甲 ” 而 这 三 种 结局 互 不 相 容 ,于 是 由 独立 性 得 甲 最 终 获胜 的 概率 为 

四 一 太 十 2 加 (1 一 力 ). 

采用 五 局 三 胜 制 , 甲 最 终 获 胜 ,至 少 需 比赛 3 局 (可 能 赛 3 局 ,也 可 能 赛 4 局 
或 5 局 ), 且 最 后 一 局 必须 是 甲 胜 , 而 前 面 甲 需 胜 二 局 . 例如 , 共 赛 4 局, 则 甲 的 
胜局 情况 是 “甲乙 甲 甲 "“ 乙 甲 甲 甲 ", 甲 甲乙 甲 ", 且 这 三 种 结局 互 不 相 容 . 由 
独立 性 得 在 五 局 三 胜 制 下 甲 最 终 获 胜 的 概率 为 


和 了 | 3 3 _ _ 二 3 和 2 
力 :一 力 十 的 |/ (1 一 力 ) 二 (>) 下 二 
而 思 : 一 加 一 大 (6 加 一 15852 十 125 一 3) 
一 3 太 7( 记 一 1)(285 一 1)， 
] ] . 
一 区 | 力 : 全力; ; 当 户 一 三 时 访 一 户 一 元 . 故 当 思 > 亏 时 ,对 甲 来 说 采用 五 局 


三 胜 制 为 有 利 . 当 刀 一 也 时 两 种 赛制 甲乙 最 终 获胜 的 概率 是 相同 的 ,都 是 5096， 


记 
小 结 


随机 试验 的 全 部 可 能 结果 组 成 的 集合 S 称 为 样本 空间 . 样本 空间 $S 的 子 集 称 为 事件 ， 
当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现时 , 称 这 一 事件 发 生 . 事件 是 一 个 集合 ,因而 事件 间 
的 关系 与 事件 的 运算 自然 按照 集合 论 中 集合 之 间 的 关系 和 集合 的 运算 来 处 理 . 集合 间 的 关 


。 24 ， 第 一 章 ”概率 论 的 基本 概念 

系 和 集合 的 运算 ,读者 是 熟悉 的 ,重要 的 是 地 知道 它们 在 概率 论 中 的 含义 。 

在 一 次 试验 中 ,一 个 事件 ( 除 必然 事件 与 不 可 能 事件 外 ) 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 , 其 发 生 
的 可 能 性 的 大 小 是 客观 存在 的 . 事件 发 生 的 频率 以 及 它 的 稳定 性 ,表明 能 用 一 个 数 来 表征 事 
件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 我 们 从 频率 的 稳定 性 及 频率 的 性 质 得 到 启发 和 抽象 ， 
给 出 了 概率 的 定义 . 我 们 定义 了 一 个 集合 (事件 ) 的 函数 忆 (.，), 它 满足 三 条 基本 性 质 :1" 非 
负 性 ,2 规范 性 ,3 可 列 可 加 性 . 这 一 函数 的 函数 值 P(4A) 就 定义 为 事件 4 的 概率 . 

概率 的 定义 只 给 出 概率 必须 满足 的 三 条 基本 性 质 , 并 未 对 事件 4 的 概率 P(A) 给 定 一 个 
具体 的 数 . 只 在 古典 概 型 的 情况 ,对 于 每 个 事件 A 给 出 了 概率 P(A)=A/mn ((4.1) 式 ). 一 
般 ,我 们 可 以 进行 大 量 的 重复 试验 ,得 到 事件 A 的 频率 ,而 以 频率 作为 P(A) 的 近似 值 . 或 者 
根据 概率 的 性 质 分 析 ,得 到 P(A) 的 取 值 . 

在 古典 概 型 中 ,我 们 证 明了 条 件 概率 的 公式 


PCAB ) 
P(A) 


在 一 般 的 情况 ,(5. 2) 式 则 作为 条 件 概率 的 定义 . 固定 4A, 条 件 概率 P(。|A) 具 有 概率 定义 中 
的 三 条 基本 性 质 , 因 而 条 件 概 率 是 一 种 概率 . 

有 两 种 计算 条 件 概率 忆 (B1A) 的 方法 :(1) 按 条 件 概 率 的 含义 ,直接 求 出 PCB1A), 注意 
到 ,在 求 PCBIA) 时 已 知事 件 A 已 发 生 , 样 本 空间 S 中 所 有 不 属于 A 的 样本 点 都 被 排除 , 原 
有 的 样本 空间 S 缩减 成 为 S =A4. 在 缩减 了 的 样本 空间 S = 一 4A 中 计算 事件 纪 的 概率 就 得 到 
P(BIA). (2) 在 S 中 计算 P(AB) 及 P(4) ,再 按 (5. 2) 式 求 得 PCBIA)， 

将 (5. 2) 式 写成 


P( 了 | A) = PC(A) > 0， 《5. 2) 





P(4AB) = P(B1A)P(4A)， PCA)>0. (5. 3) 

这 就 是 乘法 公式 . 我 们 常 按 上 述 第 一 种 方法 求 出 条 件 概率 ,从 而 按 (5. 3) 可 求 得 P(AB)， 

事件 的 独立 性 是 概率 论 中 的 一 个 非常 重要 的 概念 . 概率 论 与 数理 统计 中 的 很 多 很 多 内 
容 都 是 在 独立 的 前 提 下 讨论 的 , 应 该 注意 到 ,在 实际 应 用 中 ,对 于 事件 的 独立 性 ,我 们 往往 不 
是 根据 定义 来 验证 而 是 根据 实际 意义 来 加 以 判断 的 . 根据 实际 背景 判断 事件 的 独立 性 ,往往 
并 不 困难 . 
重重 要 术语 及 主题 

下 面 列 出 了 本 章 的 重要 术语 及 主题 ,请 读者 写 出 它们 的 定义 或 内 容 , 然 后 与 教材 中 的 陈 
述 校 核 ,看 看 你 是 否 写 对 了 . 这 样 做 旨 在 使 读者 在 复习 时 收 到 较 好 的 效果 . 

随机 试验 ”样本 空间 随机 事件 ”基本 事件 频率 ”概率 古典 概 型 A 的 对 立 事件 
A 及 其 概率 ”两 个 互 不 相 容 事件 的 和 事件 的 概率 ”概率 的 加 法 定理 ”条件 概率 ”概率 的 乘 
法 公式 ”全 概率 公式 ” 贝 叶 斯 公式 ”事件 的 独立 性 “实际 推断 原理 


习题 





1. 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 S， 

(1) 记录 一 个 班 一 次 数学 考试 的 平均 分 数 ( 设 以 百分制 记分 )， 

(2) 生产 产品 直到 有 10 件 正品 为 止 , 记 录 生 产 产 品 的 总 件数 ， 

(3) 对 某 工 厂 出 厂 的 产品 进行 检查 ,合格 的 记 上 “正品 ”, 不 合格 的 记 上 “次 品 ”, 如 连续 查 


习 题 上 全 
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一 一 一 一 一- 


出 了 2 件 次 品 就 停止 检查 ,或 检查 了 4 件 产品 就 停止 检查 ,记录 检查 的 结果 . 

(4) 在 单位 圆 内 任意 取 一 点 ,记录 它 的 坐标 . 

2. 设 A,B,C 为 三 个 事件 ,用 A,B,C 的 运算 关系 表示 下 列 各 事件 ; 

(1) A 发 生 ,B 与 C 不 发 生 . 

(2) A 与 召 都 发 生 , 而 C 不 发 生 . 

(3) 4,B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 . 

(4) 4A,B,C 都 发 生 . 

(5) 4,B,C 都 不 发 生 . 

(6) 4A,B,C 中 不 多 于 一 个 发 生 . 

(7) A,B,C 中 不 多 于 两 个 发 生 . 

(8) A,8B,C 中 至 少 有 两 个 发 生 . 

3. (1) 设 A,B,C 是 三 个 事件 , 且 P(4)=P(B)=P(C)=1/4,P(ADB) 一 PCBC) 王 0， 
P(4C)=1/8, 求 4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 . 

(2) 已 知 P(4)=1/2,P(B)=1/3,P(C)=1/5,P(4B) 王 1/10,P(AC)=1/15,P(BC)== 
1/20,P(4BC)=1/30, 求 4UB,45,AUBUC,45C,45BC,AE5EUC 的 概率 . 

(3) 已 知 P(4)=1/2,(D 若 A,B 互 不 相 容 , 求 P(AB),(ib) 若 P(AB) 一 1/8, 求 P(A 巨 ). 

4. 设 A,B 是 两 个 事件 . 

(1) 已 知 AB=AB, 验 证 A= 了. 

《2) 验证 事件 A 和 事件 妃 恰 有 一 个 发 生 的 概率 为 局 (A) 十 P(B) 一 2P(4B)，. 

s. 10 片 药片 中 有 5 片 是 安慰 剂 . 

《1) 从 中 任意 抽取 5 片 , 求 其 中 至 少 有 2 片 是 安慰 剂 的 概率 ， 

(2) 从 中 每 次 取 一 片 , 作 不 放 回 抽样 , 求 前 3 次 都 取 到 安 昧 剂 的 概率 ， 

6. 在 房间 里 有 10 个 人 ,分 别 佩戴 从 1 号 到 10 号 的 纪念 章 , 任 选 3 人 记录 其 纪念 章 的 
号 码 . 

(1) 求 最 小 号 码 为 5 的 概率 . 

(2) 求 最 大 号 码 为 5 的 概率 ， 

7. 某 油污 公司 发 出 17 桶 油污 ,其 中 白 漆 10 桶 、 黑 凌 4 桶 、 红 漆 3 桶 ,在 搬运 中 所 有 标签 
脱落 , 交 货 人 随意 将 这 些 油 潜 发 给 顾客 . 问 一 个 订货 为 4 桶 白 漆 、3 桶 黑 潜 和 2 桶 红 漆 的 顾 
客 , 能 按 所 订 颜 色 如 数 得 到 订货 的 概率 是 多 少 ? 

8. 在 1500 件 产品 中 有 400 件 次 品 、1100 件 正 品 . 任 取 200 件 . 

(1) 求 恰 有 90 件 次 品 的 概率 . 

(2) 求 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 . 

9. 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 问 这 4 只 鞋子 中 至 少 有 两 只 配 成 一 双 的 概率 是 多 少 ? 

10. 在 11 张 卡片 上 分 别 写 上 probability 这 11 个 字母 ,从 中 任意 连 抽 7 张 , 求 其 排列 结果 
为 ability 的 概率 . 

11. 将 3 只 球 随机 地 放 人 4 个 杯子 中 去 , 求 杯 子 中 球 的 最 大 个 数 分 别 为 1,2,3 的 概率 . 

12、50 只 锦 钉 随机 地 取 来 用 在 10 个 部 件 上 ,其 中 有 3 只 锦 钉 强度 太 弱 . 每 个 部 件 用 3 只 
锦 钉 . 若 将 3 只 强度 太 弱 的 锦 钉 都 装 在 一 个 部 件 上 , 则 这 个 部 件 强度 就 太 弱 . 问 发 生 一 个 部 件 
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强度 太 弱 的 概率 是 多 少 ? 
13. 一 俱乐部 有 5 名 一 年 级 学 生 ,2 名 二 年 级 学 生 ,3 名 三 年 级 学 生 ,2 名 四 年 级 学 生 . 
(1) 在 其 中 任 选 4 名 学 生 , 求 一 二, 三、 四 年 级 的 学 生 各 一 名 的 概率 . 
(2) 在 其 中 任 选 5 名 学 生 , 求 一 二 .三 .四 年 级 的 学 生 均 包含 在 内 的 概率 ， 


14. (1) 已 知 P(4)=0.3,P(B) 王 0.4,P(A 玉 )= 0.5, 求 条 件 概率 P(B|AUB). 

(2) 已 知 P(A)=1/4,P(BIA)=1/3,P(4A|B)=1/2, 求 P(AUB). 

15. 掷 两 颗 般 子 , 已 知 两 颗 山 子 点 数 之 和 为 ?7, 求 其 中 有 一 颗 为 1 点 的 概率 (用 两 种 
方法 ). 

16. 据 以 往 资 料 表明 , 某 一 3 口 之 家 , 患 某 种 传染 病 的 概率 有 以 下 规律 : 

P{ 和 孩子 得 病 }=0.6,P{ 母 亲 得 病 | 孩子 得 病 } 一 0. 5， 
P 忆 (父亲 得 病 | 母亲 及 孩子 得 病 } 一 0. 4， 
求 母 亲 及 孩子 得 病 但 父亲 未 得 病 的 概率 . 

17. 已 知 在 10 件 产品 中 有 2 件 次 品 , 在 其 中 取 两 次 ,每 次 任 取 一 件 , 作 不 放 回 抽样 . 求 下 
列 事件 的 概率 : 

(1) 两 件 都 是 正品 . 

(2) 两 件 都 是 次 品 . 

(3) 一 件 是 正品 ,一 件 是 次 品 . 

(4) 第 二 次 取出 的 是 次 品 . 

18. 某 人 忘记 了 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ,因而 他 随意 地 拨号 . 求 他 拨号 不 超过 三 次 而 接 
通 所 需 电话 的 概率 . 若 已 知 最 后 一 个 数字 是 奇数 ,那么 此 概率 是 多 少 ? 

19. (1) 设 甲 袋 中 装 有 ?只 白 球 .mm 只 红 球 ; 乙 袋 中 装 有 N 只 白 球 、.M 只 红 球 . 今 从 甲 袋 
中 任意 取 一 只 球 放 人 乙 袋 中 ,再 从 乙 袋 中 任意 取 一 只 球 . 问 取 到 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 第 一 只 盒子 装 有 5 只 红 球 ,4 只 白 球 ; 第 二 只 盒子 装 有 4 只 红 球 ,5 只 白 球 . 先 从 第 一 
盒 中 任 取 2 只 球 放 人 第 二 盒 中 去 ,然后 从 第 二 盒 中 任 取 一 只 球 . 求 取 到 白 球 的 概率 . 

20. 某 种 产品 的 商标 为 "MAXAM”, 其 中 有 2 个 字母 脱落 ,有 人 捡 起 随意 放 回 , 求 放 回 后 
仍 为 “MAXAM2” 的 概率 . 

21. 已 知 男子 有 5%% 是 色 盲 患者 ,女子 有 0.25% 是 色盲 患者 . 今 从 男女 人 数 相等 的 人 群 中 
随机 地 挑选 一 人 ,恰好 是 色盲 者 , 问 此 人 是 男性 的 概率 是 多 少 ? 

22. 一 学 生 接连 参加 同一 课程 的 两 次 考试 .第 一 次 及 格 的 概率 为 加 , 若 第 一 次 及 格 则 第 二 
次 及 格 的 概率 也 为 加; 若 第 一 次 不 及 格 则 第 二 次 及 格 的 概率 为 p/ 2. 

(1) 若 至 少 有 一 次 及 格 则 他 能 取得 某 种 资格 , 求 他 取得 该 资格 的 概率 . 

(2) 若 已 知 他 第 二 次 已 经 及 格 , 求 他 第 一 次 及 格 的 概率 . 

23. 将 两 信息 分 别 编码 为 A 和 避 传 送出 去 ,接收 站 收 到 时 ,A 被 误 收 作 避 的 概率 为 
0.02, 而 如 被 误 收 作 A 的 概率 为 0.01. 信息 A 与 信息 召 传送 的 频繁 程度 为 2 : 1. 若 接收 站 收 
到 的 信息 是 A, 问 原 发 信息 是 A 的 概率 是 多 少 ? 

24. 有 两 箱 同 种 类 的 零件 ,第 一 箱 装 50 只 ,其 中 10 只 一 等 品 ; 第 二 箱 装 30 只 ,其 中 18 只 
一 等 品 . 今 从 两 箱 中 任 挑 出 一 箱 ,然后 从 该 箱 中 取 零 件 两 次 ,每 次 任 取 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 求 

(1) 第 一 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 概率 . 


习 题 。27 。 


(2) 在 第 一 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 二 次 取 到 的 也 是 一 等 品 的 概率 . 
25$. 某 人 下 午 5:00 下 班 ,他 所 积累 的 资料 表明 : 


到 家 时 间 5:35 一 5:39 5:40~5:44 5:45 一 5:49 5:50 一 5:54 迟 于 5:54 
乘 地 铁 的 概率 0. 10 0. 25 0. 45 0. 15 0. 05 
乘 汽车 的 概率 0. 30 0. 35 0. 20 0. 10 0. 05 


某 日 他 抛 一 枚 硬币 决定 乘 地 铁 还 是 乘 汽车 ,结果 他 是 5:47 到 家 的 . 试 求 他 是 乘 地 铁 回 家 的 

26. 病 树 的 主人 外 出 ,委托 邻居 浇 水 , 设 已 知 如 果 不 浇 水 , 树 死 去 的 概率 为 0. 8. 若 涪 水 则 
树 死 去 的 概率 为 0.15. 有 0.9 的 把 握 确 定 邻 居 会 记得 浇 水 . 

(1) 求 主 人 回来 树 还 活着 的 概率 . 

(2) 若 主 人 回来 树 已 死去 , 求 邻居 忘记 涪 水 的 概率 . 

27. 设 本 题 涉 及 的 事件 均 有 意义 . 设 4,B 都 是 事件 . 

(1) 已 知 P(A) 盖 0, 证 明 P(ABIA) 三 P(4ABIAUB)， 

(2) 苦 P(4AiB)=1, 证 明 P( 巨 IAA) 一 1， 

(3) 若 设 C 也 是 事件 , 且 有 P(A1C) 三 P(BIC) ,P(AIC) 三 PCBIG) ,证 明 P(A) 三 P(B). 

28. 有 两 种 花 籽 ,发 芽 率 分 别 为 0.8,0.9, 从 中 各 取 一 颗 , 设 各 花 籽 是 否 发 芽 相 互 独立 . 求 

(1) 这 两 颗 花 籽 都 能 发 芽 的 概率 . 

(2) 至 少 有 一 颗 能 发 芽 的 概率 . 

(3) 怡 有 一 颗 能 发 芽 的 概率 . 

29. 根据 报道 美国 人 血型 的 分 布 近似 地 为 :A 型 为 37 多 ,O 型 为 44 禾 ,B 型 为 13 儿 ,AB 型 
为 6 多. 夫妻 拥有 的 血型 是 相互 独立 的 . 

(1) 也 型 的 人 只 有 输入 B.O 两 种 血型 才 安 全 . 若 妻 为 B 型 , 夫 为 何 种 血型 未 知 , 求 夫 是 妻 
的 安全 输血 者 的 概率 . 

(2) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 妻 为 B 型 夫 为 A 型 的 概率 . 

(3) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 其 中 一 人 为 A 型 , 另 一 人 为 了 型 的 概率 . 

(4) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 其 中 至 少 有 一 人 是 O 型 的 概率 . 

30. (1) 给 出 事件 4A、B 的 例子 ,使 得 

(i) P(AIB)<P(A)， (iD P(A1B) 三 P(A)， (iii) P(A|1B)>P(A)， 

(2) 设 事件 4,B,C 相互 独立 ,证 明 (iD C 与 AB 相互 独立 . (iD C 与 AUB 相互 独立 . 

(3) 设 事件 A 的 概率 已 CA) 一 0, 证 明 对 于 任意 另 一 事件 吾 , 有 4, 忆 相互 独立 . 

(4) 证 明 事 件 A, 忆 相互 独立 的 充 要 条 件 是 P(4A1B) 王 P(4A| 互 ). 

31. 设 事件 4, 忆 的 概率 均 大 于 零 ,说 明 以 下 的 叙述 (1) 必然 对 . (2) 必然 错 . (3) 可 能 对 . 
并 说 明理 由 . 

(1) 奋 4 与 刀 互 不 相 容 , 则 它们 相互 独立 ， 

(2) 若 A 与 召 相互 独立 , 则 它们 互 不 相 容 . 

(3) P(A)=P(B)=0.6, 旦 4,B 互 不 相 容 . 

(4) P(A) 王 P(B)=0.6, 且 4A,.B 相 互 独立 . 
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32. 有 一 种 检验 艾滋 病毒 的 检验 法 ,其 结果 有 概率 0. 005 报导 为 假 阳 性 ( 即 不 带 艾 滋 病 毒 
者 ,经 此 检验 法 有 0. 005 的 概率 被 认为 带 艾滋 病毒 ). 今 有 140 名 不 带 艾滋 病毒 的 正常 人 全 部 
接受 此 种 检验 ,被 报道 至 少 有 一 人 带 艾 滋 病 毒 的 概率 为 多 少 ? 

33. 盒 中 有 编号 为 1,2,3,4 的 4 只 球 , 随 机 地 自 盒 中 取 一 只 球 , 事 件 A 为 “取得 的 是 1 号 
或 2 号 球 ", 事 件 召 为 "取得 的 是 1 号 或 3 号 球 ”, 事 件 C 为 “取得 的 是 1 号 或 4 号 球 ” 验 证 ， 

P(4AB)= 王 P(A)P(B),P(AC)=P(A)P(C) ,P(BC)=P(CB)P(CC)， 
但 P(4ABC) 夭 P(A)P(CB)P(CC)， 
即 事件 A,B,C 两 两 独立 ,但 A,B,C 不 是 相互 独立 的 . 

34. 试 分 别 求 以 下 两 个 系统 的 可 靠 性 : 

(1) 设 有 4 个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4. 它们 的 可 靠 性 分 别 为 户 , 刀 ,加 ,加 ,将 它们 按 题 
34 图 (1) 的 方式 连接 ( 称 为 并 串联 系统 ). 


$ 
() G) 


题 34 图 


《2) 设 有 5 个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4,5. 它们 的 可 靠 性 均 为 ,将 它们 按 题 34 图 (2) 的 
方式 连接 ( 称 为 桥 式 系统 )， 

3S. 如 果 一 危险 情况 C 发 生 时 ,一 电路 闭合 并 发 出 警报 ,我 们 可 以 借用 两 个 或 多 个 开关 
并 联 以 改善 可 靠 性 .在 C 发 生 时 这 些 开 关 每 一 个 都 应 闭合 , 且 若 至 少 一 个 开关 闭合 了 ,警报 
就 发 出 . 如 果 两 个 这 样 的 开关 并 联 连接 ,它们 每 个 具有 0. 96 的 可 靠 性 ( 即 在 情况 C 发 生 时 闭 
合 的 概率 ), 问 这 时 系统 的 可 靠 性 ( 即 电路 闭合 的 概率 ) 是 多 少 ? 如 果 需 要 有 一 个 可 靠 性 至 少 
为 0. 9999 的 系统 , 则 至 少 需要 用 多 少 只 开关 并 联 ? 设 各 开关 闭合 与 否 是 相互 独立 的 . 

36. 三 人 独立 地 去 破译 一 份 密码 ,已 知 各 人 能 译 出 的 概率 分 别 为 1/5,1/3,1/4. 间 三 人 
中 至 少 有 一 人 能 将 此 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 

37. 设 第 一 只 盒子 中 装 有 3 只 蓝 球 ,2 只 绿 球 ,2 只 白 球 ;第 二 只 盒子 中 装 有 2 只 蓝 球 ,3 
只 绿 球 ,4 只 白 球 . 独立 地 分 别 在 两 只 僵 子 中 各 取 一 只 球 . 

(1) 求 至 少 有 一 只 蓝 球 的 概率 . 

(2) 求 有 一 只 蓝 球 一 只 白 球 的 概率 ， 

《3) 已 知 至 少 有 一 只 蓝 球 , 求 有 一 只 蓝 球 一 只 白 球 的 概率 . 

38. 袋 中 装 有 差 枚 正品 硬币 、.” 枚 次 品 硬币 (次 品 硬币 的 两 面 均 印 有 国徽 ) ,在 袋 中 任 取 一 
枚 ,将 它 投 邱 ~ 次 ,已 知 每 次 都 得 到 国徽 . 问 这 枚 硬币 是 正品 的 概率 为 多 少 ? 

39. 设 根据 以 往 记 录 的 数据 分 析 , 某 船 只 运输 的 某 种 物品 损坏 的 情况 共有 三 种 :损坏 2%% 
(这 一 事件 记 为 A,) ,损坏 10%% (事件 4* ) ,损坏 90% 〈 事 件 4A; ) , 旦 知 P(4A, )=0.8,P(A4, )== 
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0. 15,P(A: )=0. 05. 现在 从 已 被 运输 的 物品 中 随机 地 取 3 件 , 发 现 这 3 件 都 是 好 的 (这 一 事 
件 记 为 B). 试 求 P(A, | B),P(A, | B),P(4;: |B) (这 里 设 物 品 件数 很 多 ,取出 一 件 后 不 影响 
取 后 一 件 是 否 为 好 品 的 概率 ). 

40. 将 ABC 三 个 字母 之 一 输入 信道 ,输出 为 原 字 母 的 概率 为 v, 而 输出 为 其 他 一 字母 
的 概率 都 是 (1 一 ac)/2. 今 将 字母 种 AAAA,BBBB,CCCC 之 一 输入 信道 , 输入 AAAA,BBBB， 
CCCC 的 概率 分 别 为 如 ,加 ,za (加 十 加 十 加 三 1), 已 知 输出 为 ABCA, 问 输入 的 是 AAAA 的 
概率 是 多 少 ?〈 设 信道 传输 各 个 字母 的 工作 是 相互 独立 的 . ) 
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S1 随机 变量 


在 第 一 章 我 们 看 到 一 些 随 机 试验 ,它们 的 结果 可 以 用 数 来 表示 . 此 时 样本 空 
闻 S 的 元 素 是 一 个 数 , 如 S$: ,S;:; 但 有些 则 不 然 , 如 Si ,S:. 当 样本 空间 S 的 元 素 
不 是 一 个 数 时 ,人 们 对 于 S 就 难以 描述 和 研究 . 现在 来 讨论 如 何 引入 一 个 法 则 ， 
将 随机 试验 的 每 一 个 结果 ,即将 S 的 每 个 元 素 e 与 实数 z 对 应 起 来 . 从 而 引入 了 
随机 变量 的 概念 . 我 们 从 例题 开始 讨论 . 
例 1 在 第 一 章 》4 例 1 中 ,将 一 枚 硬币 抛 搓 三 次 ,观察 出 现 正 面 和 反面 的 
情况 ,样本 空间 是 
S={ 互 万 万 ,万 DT,DBTEH,THEEH,ETT,THET,TTE,TTT)， 
以 X 记 三 次 投掷 得 到 正面 互 的 总 数 ,那么 ,对 于 样本 空间 S$={e}d 中 的 每 一 个 
样本 点 e,X 都 有 一 个 数 与 之 对 应 .X 是 定义 在 样本 空间 S 上 的 一 个 实 值 单 值 函 
数 . 它 的 定义 域 是 样本 空间 S$, 值 域 是 实数 集合 {0,1,2,3}. 使 用 函数 记号 可 将 X 
写成 
3， e 一 万 万 万 ， 
2， e 一 万 万 了, 万 了 万 ,了 万 万 ， 
X 一 X(e) 一 [L 
1， e= 王 FTT,TEHET,TT 万 ， 
0， e 一 了 了 工 . 
例 2 在 一 袋 中 装 有 编号 分 别 为 1,2,3 的 3 只 
球 ,在 袋 中 任 取 一 只 球 , 放 回 , 再 任 取 一 只 球 , 记 录 它 们 
的 号 码 , 试 验 的 样本 空间 为 S={e)}=((G7J)1i 7 一 1， 
2,3)i 分 别 为 第 1, 第 2 次 取 到 的 球 的 号 码 . 以 X 记 
两 球 号 码 之 和 . 我 们 看 到 ,对 于 试验 的 每 一 个 结果 e= 
G7J)ES',X 都 有 一 个 指定 的 值 ; 十 7 与 之 对 应 . (如 图 
2 一 1).X 是 定义 在 样本 空间 S 上 的 单 值 实 值 函 数 . 它 
的 定义 域 是 样本 空间 S. 值 域 是 实数 集合 {2,3,4,5， 图 2 一 ! 





中 我们 用 *e 代表 样本 空间 的 元 素 , 而 将 样本 空间 记 成 {e}， 


$ 1 | 证 


6}.X 可 写成 
X 一 X(Ce) 一 X(CCGJ)) 一 1 十 1 ，i，7 一 1,2,3. [L 

一 般 有 以 下 的 定义 . 

定义 ” 设 随 机 试验 的 样本 空间 为 S={e}. X=X(e) 是 定义 在 样本 空间 S 上 
的 实 值 单 值 函 数 . 称 X=X(e) 为 随机 变量 〇 

图 2 一 2 画 出 了 样本 点 e 与 实数 X 王 Xe) 对 应 的 示意 图 . 

有 许多 随机 试验 ,它们 的 结果 本 身 是 一 
个 数 , 即 样本 点 e 本 身 是 一 个 数 . 我 们 令 XX 
= 王 X(e) 一 e, 那 么 X 就 是 一 个 随机 变量 . 例 
如 ,用 Y 记 某 车 间 一 天 的 缺勤 人 数 ,以 矿 记 
某 地 区 第 一 季度 的 降雨 量 , 以 Z 记 某 工厂 一 
天 的 耗 电 量 , 以 六 记 某 医院 某 一 天 的 挂号 人 
数 . 那么 了 Y, 克 ,2Z,N 都 是 随机 变量 . 

本 书 中 ,我 们 一 般 以 大 写 的 字母 如 X,Y,Z, 克 ,… 表 示 随 机 变量 ,而 以 小 写 
字母 z,y,z,w,… 表 示 实 数 . 

随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 , 而 试验 的 各 个 结果 出 现 有 一 定 的 概率 ， 
因而 随机 变量 的 取 值 有 一 定 的 概率 . 例如 ,在 例 1 中 X 取 值 为 2, 记 成 {X=2)， 
对 应 于 样本 点 的 集合 4={HHET,HETEB,TEE) ,这 是 一 个 事件 , 当 且 仅 当 事件 
4 发 生 时 有 {X=2}. 我们 称 概率 P(A) 王 也 (五 本 T ,BT 感 ,T 万 互 } 为 {X 一 2) 的 
概率 , 即 P{X 王 2} 王 P(4) 一 3/8. 以 后 ,还 将 事件 A={ 互 HT,HTEH,TET) 说 
成 是 事件 {X 一 2}. 类 似 地 有 


P{(X 去 1} = PUBTT,THET,TTBE,TTT) = 六 
一 般 , 若 工 是 一 个 实数 集合 ,将 X 在 世上 取 值 写成 {XEL)}). 它 表 示 事 件 召 
一 {e|XCe)EL}, 即 是 由 S 中 使 得 X(Ce)eELL 的 所 有 样本 点 e 所 组 成 的 事件 ， 
此 时 有 





PtXETIL 一 PB) 王 PPle|XCe)E 工 }. 
随机 变量 的 取 值 随 试 验 的 结果 而 定 , 在 试验 之 前 不 能 预知 它 取 什 么 值 , 且 它 
的 取 值 有 一 定 的 概率 . 这 些 性 质 显 示 了 随机 变量 与 普通 函 数 有 着 本 质 的 差异 . 
随机 变量 的 引入 ,使 我 们 能 用 随机 变量 来 描述 各 种 随机 现象 ,并 能 利用 数学 
分 析 的 方法 对 随机 试验 的 结果 进行 深入 广泛 的 研究 和 讨论 . 


中” 严格 地 说 “对 于 任意 实数 z, 集 合 iel Xe) 壹 z}( 即 :使 得 Xe) 近 z 的 所 有 样本 点 e 所 组 成 的 集 
合 ) 有 确定 的 概率 "这 一 要 求 应 包括 在 随机 变量 的 定义 之 中 ,一 般 来 说 ,不 满足 这 一 条 件 的 情况 ,在 实际 应 
用 中 是 很 少 遇 到 的 . 因此 ,我 们 在 定义 中 未 提 及 这 一 要 求 . 
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Y2 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


有 些 随机 变量 , 它 全 部 可 能 取 到 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 ,这 种 随机 变 
量 称 为 离散 型 随机 变量 . 例如 1 例 1 中 的 随机 变量 X, 它 只 可 能 取 0,1,2,3 
四 个 值 , 它 是 一 个 离散 型 随机 变量 又 如 某 城市 的 120 急救 电话 台 一 及 夜 收 到 
的 呼唤 次 数 也 是 离散 型 随机 变量 . 若 以 下 记 某 元 件 的 寿命 , 它 所 可 能 取 的 值 充 
满 一 个 区 间 ,是 无 法 按 一 定 次 序 一 一 列举 出 来 的 ,因而 它 是 一 个 非 离散 型 的 随机 
变量 . 本 节 只 讨论 离散 型 随机 变量 . 

容易 知道 ,要 掌握 一 个 离散 型 随机 变量 X 的 统计 规律 ,必须 上 且 只 需 知 道 X 
的 所 有 可 能 取 值 以 及 取 每 一 个 可 能 值 的 概率 . 

设 离散 型 随机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 zeCR 一 1,2,…),X 取 各 个 可 能 值 
的 概率 , 即 事件 {X 王 ze) 的 概率 ,为 

P{tX 一 Zi 一 思 ， 开 一 1,2,…. 《2. ]) 

由 概率 的 定义 , 思 满足 如 下 两 个 条 件 : 

] ”好 0，&R 一 1，2 3; 2 


2 SR 上 
2 是 由 于 { 和 一 z) U{X=2)U… 是 必然 事件 , 且 {(X 王 立 ) 门 { 刁 =) 
一 好 ,天 洲 收 1= PEU { 居 一 因 )] = P(X = mm), 即 袜 加 一 1 


我 们 称 〈2. 1) 式 为 离散 理 随 机 变量 X 的 分 布 律 分 布 律 也 可 以 用 表格 的 形 
式 来 表示 


(2. 4) 





(2. 4) 直观 地 表示 了 随机 变量 X 取 各 个 值 的 概率 的 规律 .X 取 各 个 值 各 占 
一 些 概率 ,这 些 概率 合 起 来 是 1. 可 以 想像 成 :概率 1 以 一 定 的 规律 分 布 在 各 个 
可 能 值 上 . 这 就 是 (2. 4) 称 为 分 布 律 的 缘故 . 

例 1 设 一 汽车 在 开 往 目的 地 的 道路 上 需 经 过 四 组 信号 灯 , 每 组 信号 灯 以 
1/2 的 概率 允许 或 禁止 汽车 通过 . 以 表示 汽车 首次 停 下 时 , 它 已 通过 的 信号 灯 
的 组 数 《〈 设 各 组 信号 灯 的 工作 是 相互 独立 的 ), 求 X 的 分 布 律 . 

解 以 祖 表 示 每 组 信号 灯 禁 止 汽车 通过 的 概率 , 易 知 X 的 分 布 律 为 
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入 0 1 2 3 上 


二 
六 
或 写成 


力 (一 及 ) 方 一 太 太一 力 ) 矶 人工 二 方 3 


忆 (X 一 A) 一 (1 一 力 ) 六 ,一 0, 1 2,3,P(X 一 4) 一 (1 一 力 ) 
以 如 =172 代 人 得 
X 0 1 2 3 4 
户 ， 0.5 0. 25 0. 125 0. 0625 0. 0625 


D 
下 面 介绍 三 种 重要 的 离散 型 随机 变量 . 


CO 二 局 记 而 
设 随 机 变量 X 只 可 能 取 0 与 1 两 个 值 , 它 的 分 布 律 是 
了 {(X 一 R} 一 四 (1 一 力 ) 一 ,一 0,1 (0 一 交 一 1)， 


则 称 X 服从 以 思 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 或 两 点 分 布 . 
(0 一 1) 分 布 的 分 布 律 也 可 写成 





对 于 一 个 随机 试验 ,如 果 它 的 样本 空间 只 包含 两 个 元 素 , 即 S 一 {el,e } ,我 
们 总 能 在 S 上 定义 一 个 服从 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 
0， 妆 e=el， 
1， 当 e 一 es 
来 描述 这 个 随机 试验 的 结果 . 例如 ,对 新 生机 儿 的 性 别 进行 登记 ,检查 产品 的 质 
量 是 否 合格 , 某 车 间 的 电力 消耗 是 否 超 过 负荷 以 及 前 面 多 次 讨论 过 的 “ 抛 硬币 ” 
试验 等 都 可 以 用 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 来 描述 . (0 一 1) 分 布 是 经 常 遇 到 的 一 
种 分 布 . 

(二 ) 但 努 利 试验 .二 项 分 布 

设 试验 开 只 有 两 个 可 能 结果 :A 及 4 , 则 称 五 为 伯 努 利 (Bernoulli) 试 验 . 
用 P(A) 一 训 (0 一 如 一 1) ,此 时 P(A)=1 一 . 将 瑟 独立 重复 地 进行 z 次, 则 称 这 


一 串 重 复 的 独立 试验 为 ” 重 伯 努 利 试验 . 
这 里 重复 "是 指 在 每 次 试验 中 P(4) 王 训 保 持 不 变 ; 独 立 ” 是 指 各 次 试验 


X=XCo=| 
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的 结果 互 不 影响 , 即 若 以 C; 记 第 ; 次 试验 的 结果 ,C; 为 A 或 Ai 一 1,2,，…，7m 
“独立 ?是 指 
PCCIC…(C) 一 卫 (CI)P(CC2:)… 王 (C，)， 【3 
好 重 们 努 利 试验 是 一 种 很 重要 的 数学 模型 , 它 有 广泛 的 应 用 ,是 研究 最 多 的 
模型 之 一 . 
例如 , 是 抛 一 枚 硬币 观察 得 到 正面 或 反面 .A 表示 得 正面 ,这 是 一 个 伯 
努 利 试验 . 如 将 硬币 抛 ” 次 ,就 是 重 伯 努 利 试验 . 又 如 抛 一 颗 骨 子 , 若 A 表 
示 得 到 “1 点 ”,A 表示 得 到 “ 非 1 点 ” 将 骨 子 抛 次 ,就 是 重 伯 努 利 试验 . 
再 如 在 袋 中 装 有 a 只 白 球 ,8 只 黑 球 . 试验 王 是 在 袋 中 任 取 一 只 球 , 观 察 其 颜 
色 . 以 A 表 示 " 取 到 白 球 ”,P(A)=a/(a 二 六 . 若 连 续 取 球 对 次 作 放 回 抽样 ,这 
就 是 ” 重 伯 努 利 试验 . 然而 , 若 作 不 放 回 抽样 , 虽 则 每 次 试验 都 有 P(A) = 
a/(a 十 b)( 见 第 一 章 》4 例 5), 但 各 次 试验 不 再 相互 独立 中 ,因而 不 再 是 ” 重 
伯 努 利 试验 了 . 
以 X 表示 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,X 是 一 个 随机 变量 ,我 们 
来 求 它 的 分 布 律 .X 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…',?x. 由 于 各 次 试验 是 相互 独立 
的 ,因此 事件 A 在 指定 的 &〈0 委 At 委 ”) 次 试验 中 发 生 , 在 其 他 2 一 上 次 试验 中 人 A 
不 发 生 ee 次 试验 中 A 发 生 , 而 后 ”一 & 次 试验 中 A 不 发 生 ) 的 概率 为 
旋 。 *。 力 。(1 一 )。(1 一 加 )。…。(] 一 旋 ) 一 办 (] 一 力 ) 一 。 


7 一 皮 个 


ER ,它们 是 两 两 互 不 相 容 的 , 故 在 次 试验 中 A 发 生 有 次 
天 
的 概率 为 | "jz _ 力 一 , 记 Y = 1 一 户 即 有 


73 
P{(X 一 有 } = 人 ja 一 人 = 01,2 人 (2. 6 ) 


显然 
书 { 茂 一 大 | 一 0 


>P(X = 二 三 > 人 ax 一 一 (证 9q)7 一 


太一 明 





Q@ 对 于 不 放 回 抽样 ,以 Aj, As 分别 记 第 一 次 \ 第 二 次 取 到 白 球 , 则 有 P(As | Ai ) 一 一 4 二 ,而 


PCh2)=-4_， ,PCA:|Ai) 天 PC(A:), 故 第 一 次 .第 二 次 试验 不 相互 独立 . 即 知 (2.5) 不 成 立 . 
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一 -- 


即 忆 {X 一 ) 满 足 条 件 (2. 2),(2. 3)， 注意 到 人 "jarg' 刚 好 是 二 项 式 (证 9) 的 


展开 式 中 出 现 畏 的 那 一 项 ,我 们 称 随机 变量 X 服从 参数 为 na, 户 的 二 项 分 布 , 并 
记 为 X 一 0Cz 力 ). 

特别 , 当 = 王 1 时 二 项 分 布 (2.6) 化 为 

P{ 和 一 有 } 一 big1-， 大 一 0，1， 

这 就 是 (0 一 1) 分 布 . 

例 2 按 规 定 , 某 种 型 号 电子 元 件 的 使 用 寿命 超过 1 500 小 时 的 为 一 级 品 . 
已 知 某 一 大 批 产品 的 一 级 品 率 为 0.2 ,现在 从 中 随机 地 抽查 20 只 . 问 20 只 元 件 
中 恰 有 上 只 (一 0,1,… ,20) 为 一 级 品 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”这 是 不 放 回 抽样 .但 由 于 这 批 元 件 的 总 数 很 大 , 且 抽 查 的 元 件 的 数量 相 
对 于 元 件 的 总 数 来 说 又 很 小 ,因而 可 以 当 作 放 回 抽 祥 来 处 理 , 这 样 做 会 有 一 些 误 
差 ,但 误差 不 大 . 我 们 将 检查 一 只 元 件 看 它 是 否 为 一 级 品 看 成 是 一 次 试验 ,检查 
20 只 元 件 相 当 于 做 20 重 伯 努 利 试验 .以 X 记 20 只 元 件 中 一 级 品 的 只 数 ,那么 ， 
X 是 一 个 随机 变量 , 且 有 X 一 6(20,0.2). 由 (〈2.6) 式 即 得 所 求 概率 为 

20 
P{X 一 如 一 | jco.20.8)2 & 一 0,1,…，,20. 


将 计算 结果 列表 如 下 : 









下 (和 一 0} 一 0.012 PtX 一 4} 一 0.218 了 (和 一 8 一 0. 022 








书信 一 1) 一 0. 058 中 (太一 5 一 0. 175 已 (和 一 9 一 0. 007 





己 {( 怀 一 22) 一 0. 137 已 { 太 一 6} 一 0. 109 也 ( 太 一 10) 一 0. 002 





(玉生 3 一 0. 205 忆 { 和 一 7 一 0.055 





当 &A 之 11 时 ， 忆 {X=A)} 一 0.00] 





为 了 对 本 题 的 结果 有 一 个 直观 了 解 ,我 们 作出 上 表 的 图 形 ,如 图 2 一 3 所 示 . 
从 图 2 一 3 中 看 到 , 当 & 增 加 时 , 概 1PUr 

率 P{X= 全 先是 随 之 增加 ,直至 达到 最 

大 值 ( 本 例 中 当 &=4 时 取 到 最 大 值 ) , 随 

后 单调 减少 . 我 们 指出 ,一 般 ,对 于 固定 

的 寻 及 了 轧 , 二 项 分 布 (mvzp) 都 具有 这 一 

性 质 . 口 
例 3 某 人 进行 射击 , 设 每 次 射击 ” 123456789 
的 命中 率 为 0. 02, 独 立 射击 400 次 , 试 图 2 一 3 
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求 至 少 击 中 两 次 的 概率 . 
解 ”将 一 次 射击 看 成 是 一 次 试验 . 设 击 中 的 次 数 为 X, 则 X 一 5(400,0. 02). 
X 的 分 布 律 为 


P{tX 一 R) 一 (，)o. 02) (0.98) 和 ,一 0, 1 400. 
于 是 所 求 概 率 为 
PLX 之 2 一 1 一 P(X 王 0) 一 P(X 一 1) 


国 
一 1 一 (0.98)” 一 400(0.02)(0.98) 2 一 0.9972. 


这 个 概率 很 接近 于 1. 我 们 从 两 方面 来 讨论 这 一 结果 的 实际 意义 . 其 一 , 虽 
然 每 次 射击 的 命中 率 很 小 (为 0.02) ,但 如 果 射 击 400 次 , 则 击 中 目标 至 少 两 次 
是 几乎 可 以 肯定 的 . 这 一 事实 说 明 , 一 个 事件 尽管 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 很 
小 ,但 只 要 试验 次 数 很 多 ,而且 试验 是 独立 地 进行 的 ,那么 这 一 事件 的 发 生 几 乎 
是 肯定 的 . 这 也 告诉 人 们 绝 不 能 轻视 小 概率 事件 . 其 二 ,如 果 射 手 在 400 次 射击 
中 , 击 中 目标 的 次 数 竟 不 到 两 次 ,由 于 概率 P{X<2}<0. 003 很 小 ,根据 实际 推 
断 原理 ,我 们 将 怀疑 每 次 射击 的 命中 率 为 0.02" 这 一 假设 , 即 认为 该 射手 射击 
的 命中 率 达 不 到 0. 02. 

例 4 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 是 相互 独立 的 ,发 生 故 障 的 概率 都 
是 0.01, 且 一 台 设 备 的 故障 能 由 一 个 人 处 理 . 考虑 两 种 配备 维修 工人 的 方法 ,其 
一 是 由 4 人 维护 ,每 人 负责 20 台 ; 其 二 是 由 3 人 共同 维护 80 台 . 试 比 较 这 两 种 
方法 在 设备 发 生 故 障 时 不 能 及 时 维修 的 概率 的 大 小 . 

解 ” 按 第 一 种 方法 .以 X 记 ”第 1 人 维护 的 20 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台 
数 ， 以 4 一 1,2,3,4) 表示 事件 “第 人 维护 的 20 台中 发 生 故障 不 能 及 时 维 
修 “, 则 知 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 

P(4,UA4:UA4:UA,) 志 P(4A,) 王 P{X 二 2)}. 
而 X 一 5 (20,0. 01) , 故 有 
P{XZ2} 一 1 一 >,P{X 三 昌 
一 1 一 人) 01)4(0. 99)2* 一 0.0169. 


即 有 P(A, U 4: U 4,U 4,) 0.0169. 
按 第 二 种 方法 . 以 工 记 80 台中 同一 时 刻 发 生 故障 的 台数 . 此 时 ,Y ~ 5(80， 
0.01), 故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 
PtY>4) = 1 一 》、 (人 )o 01)4(0. 99)ao 一 0. 0087. 


丰 一 修 


我 们 发 现 , 在 后 一 种 情况 尽管 任务 重 了 (每 人 平均 维护 约 27 台 ) ,但 工作 效 


2 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 。 37 ， 


一 一 一 一” 一 一 一- 一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 一- 一 一 一 一- 一- 一- 一 一- 一 一 一 


率 不 仅 没有 降低 ,反而 提高 了 . 口 
(三 ) 沼 松 分 布 
设 随 机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…',' 而 取 各 个 值 的 概率 为 
下 (天 志明 二 和 人 


其 中 1 二 0 是 常数 . 则 称 X 服从 参数 为 1 的 激 松 分 布 , 记 为 X 一 r(CA). 
易 知 ,已 {X 二 R， 之 0 上 加 0,1,2,…, 旦 有 


人 co 
人 一 已“ 4 二 


一 站 R1! 

外 P4X 一 &}》 满足 条 件 (2.2),(2. 3). 

参数 ) 的 意义 将 在 第 四 章 说 明 , 有 关 服 从 泊 松 分 布 的 随机 变量 的 数学 模型 
将 在 第 十 二 章 中 讨论 . 

有 具有 油 松 分 布 的 随机 变量 在 实际 应 用 中 是 很 多 的 . 例如 ,一 本 书 一 页 中 的 印 
册 错 误 数 、 某 地 区 在 一 天 内 邮递 遗失 的 信件 数 . 某 一 医院 在 一 天 内 的 急诊 病人 
数 . 某 一 地 区 一 个 时 间 间 隔 内 发 生 交通 事故 的 次 数 .在 一 个 时 间 间 隔 内 某 种 放射 
性 物质 发 出 的 、 经 过 计数 器 的 c 粒子 数 等 都 服从 泊 松 分 布 . 泊 松 分 布 也 是 概率 论 
中 的 一 种 重要 分 布 . 

下 看 介绍 一 个 用 泊 松 分 布 来 逼近 二 项 分 布 的 定理 . 

泊 松 定理 ” 设 人 >0 是 一 个 常数 ,” 是 任意 正 整数 , 设 zzp,=), 则 对 于 任 一 固 
定 的 非 负 整 数 A, 有 





人 一 A 
im (js 一 户 2 一 人 
一 六 
证 由 思 一 全 ,有 
av， 一 1 )… (1 一 大 os 
(jx 加 上 1 》 遇 


天 二- 
= 闪 [1 。 (1 一 元 ) 01 一 和)](I 一 公 )"G1 一 入 ) 一 


对 于 任意 固定 的 &, 当 x>co 时 


1 。(1 一 土 )…(1 一生 1)--1 (1 一 4 六 aa 
好 大 好 开 
是 一 员 
玫 有 lim( jpsG 一 包 )= 和 和 上 


定理 的 条 件 zzp,= 王 4 (人 常数) 意味 着 当 ) 很 大 时 如, 必定 很 小 ,因此 ,上 述 定理 
表明 当 ? 很 大 ,请 很 小 (zzb=A) 时 有 以 下 近似 式 
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本 一 A 
交 忆 2 (其 中 一 zt) (2.7) 


也 就 是 说 以 ”z 为 参数 的 二 项 分 布 的 概率 值 可 以 由 参数 为 人 三 zzb 的 泊 松 分 布 
的 概率 值 近似 . 上 式 也 能 用 来 作 二 项 分 布 概率 的 近似 计算 . 

例 $S 计算 机 硬件 公司 制造 某 种 特殊 型 号 的 微型 芯片 ,次 品 率 达 0.1% ,各 
芯片 成 为 次 品 相互 独立 . 求 在 1000 只 产品 中 至 少 有 2 只 次 品 的 概率 .以 X 记 产 
品 中 的 次 品 数 ,X 一 5(1000,0.001). 

解 ”所 求 概 率 为 

P{X 志 2)} 一 1 一 P(X 一 0)} 一 P(X 王 1) 


1000 
一 1 一 (0.999)om 一 [ ) .999) (0.001) 


>:] 一 0. 3676954 一 0. 3680635=*0. 2642411. 
利用 (2. 7) 式 来 计算 得 ,= 王 1000X0. 001 王 1， 
P{X2)} 王 1 一 P{(X 一 0} 一 P(X= 1) 
一 1 一 e-1 一 er-1<z0. 2642411， 口 


上 “一 从 
4 多 





显然 利用 (2.7) 式 的 计算 来 得 方便 . 一 般 , 当 "全 20,p 过 0.05 时 用 


nj) 作为 “2 G1 一 加 一 的 近似 值 效果 颇 佳 


3 随机 变量 的 分 布 项 数 


对 于 非 离散 型 随机 变量 X, 由 于 其 可 能 取 的 值 不 能 一 一 列举 出 来 ,因而 就 不 
能 像 离散 型 随机 变量 那样 可 以 用 分 布 律 来 描述 它 . 另外 ,我们 通常 所 遇 到 的 非 离 
散 型 随机 变量 取 任 一 指定 的 实数 值 的 概率 都 等 于 0( 这 一 点 在 下 一 节 将 会 讲 
到 ). 再 者 ,在 实际 中 ,对 于 这 样 的 随机 变量 ,例如 误差 s, 元 件 的 寿命 了 等 ,我 们 
并 不 会 对 误差 s 一 0. 05 mm 寿命 T 王 1 251. 3 h 的 概率 感 兴 趣 ,而 是 考虑 误差 落 
在 某 个 区 间 内 的 概率 ,寿命 工大 于 某 个 数 的 概率 . 因而 我 们 转 而 去 研究 随机 变 
量 所 取 的 值 落 在 一 个 区 间 (z ,zj 的 概率 :Ptz<X 过 zs 上 但 由 于 

了 zs 人 sz) 一 了 (三 Ze 人才 的 

所 以 我 们 只 需 知 道 P{X 近 zz 和 P{IX 和 zi) 就 可 以 了 .下 面 引 入 随机 变量 的 分 布 
函数 的 概念 由. 


中 ”虽然 对 于 离散 型 随机 变 景 ,我 们 可 以 用 分 布 律 全 面 地 描述 它 , 但 为 了 从 数学 上 能 统一 地 对 随机 
变 基 进行 研究 ,在 这 里 ,我 们 对 离散 型 随机 变量 和 非 离散 型 随机 变量 统一 地 定义 了 分 布 函 数 . 


3 随机 变量 的 分 布 函数 ” 3， 


一 一 一 -一 


定义 设 和 X 是 一 个 随机 变量 ,z 是 任意 实数 ,图 数 
F(z) 一 己 {X 和 Zz， 一 co<<z<oo 
称 为 X 的 分 布 函 数 . 
对 于 任意 实数 Ziyzz(Zi<z)， 有 
PP({(zli<X 委 zz) 一 了 (X 委 Zoo 一 局 和 X 雪 2 |) 
三 ECzz) 一 ECz)， (3.0) 
因此 , 若 已 知 X 的 分 布 函 数 ,我 们 就 知道 X 落 在 任 一 区 间 (ziyzsj 上 的 概率 ,从 
这 个 意义 上 说 ,分 布 函 数 完整 地 描述 了 随机 变量 的 统计 规律 性 . 
分 布 困 数 是 一 个 普通 的 函数 , 正 是 通过 它 ,我 们 将 能 用 数学 分 析 的 方法 来 研 
究 随 机 变量 . 
如 果 将 X 看 成 是 数 轴 上 的 随机 点 的 坐标 ,那么 ,分 布 函数 F(z) 在 工 处 的 函 
数值 承 表 示 X 落 在 区 间 ( 一 2 ,zj 上 的 概率 . 
分 布 嚼 数 F(z) 具 有 以 下 的 基本 性 质 : 
1 F(Cz) 是 一 个 不 减 吨 数 ， 
事实 上 ,由 (3, 1) 式 对 于 任意 实数 zi ,zz(zi<z), 有 
F(zz) 一 开 (zi) 一 忆 (zi 天 X 雪 zx ) 之 0. 
2 0 委 FCz) 委 1, 且 
(一 co) 一 im 天 ( 工 ) 一 0， 
Fe iaRCGD) 号 开 
上 面 两 个 式 子 ,我 们 只 从 几何 上 加 以 说 明 . 在 图 2 一 4 
中 ,将 区 间 端 点 工 没 数 轴 无 限 向 左 移动 ( 即 zx- 一 一 co), 则 0 
“随机 点 X 落 在 点 z 左边 ”这 一 事件 趋 于 不 可 能 事件 ,从 二 
而 其 概率 趋 于 0, 即 有 下 (一 c2) 王 0; 又 苦 将 点 无 限 右 移 
( 即 zc ), 则 “随机 点 X 落 在 点 工 左 边 ? 这 一 事件 趋 于 必然 事件 ,从 而 其 概率 
趋 于 1, 即 有 天 (co) 王 1， 
3”FGCz 二 0) 一 FCz), 即 FCz) 是 右 连续 的 . (证 略 ) 
例 1 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 


二 2 3 
1 1 1 
人 4 2 证 


求 X 的 分 函数 ,并 求 P{X< 玉 | ,P| 达 <X< 计 ],P(2<X<3) 


解 X 仅 在 z= 一 1,2,3 三 点 处 其 概率 尖 0, 而 下 (z) 的 值 是 X<z 的 累积 概 
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率 值 , 由 概率 的 有 限 可 加 性 , 知 它 即 为 小 于 或 等 于 z 的 那些 ze 处 的 概率 户 之 


和 ,有 
O 天 一 ， 
了 (Z) 一 
忆 {( 基 一 一 1]} 十 了 (天王 2，2 壕 工 二 3， 
] ， 
上 过 < 一 ]， 
二 ,一 1 迄 z<<2， 
即 工 (Zz) 一 
纪 ， 2 过 T<3， 
| 
由 


FFCz) 的 图 形 如 图 2 一 5 所 示 , 它 是 一 条 阶梯 形 的 曲线 ,在 z= 一 1,2,3 处 有 


跳跃 点 ,跳跃 值 分 别 为 工 , 序 ,于 . 又 





己 (2 二 X 雪 3) 一 下 (3) 一 和 上 (加 7 人 
1 一 开 十 放 = [ 


一 般 , 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
下 (全 一 Z 一 加 ， 一 同和 
由 概率 的 可 列 可 加 性 得 X 的 分 布 晒 数 为 
F(z) 一 P(X<z) = > 了 (X 三 全 


委 - 
三 - 工 


即 F(z) 一 >》 力 ,， (3. 2) 


3 随机 变 基 的 分 布 函数 。 41 。 





一 rr 一 一 一 --- 一 一 一 一 


这 里 和 式 是 对 于 所 有 满足 zx 委 工 的 & 求 和 的 . 分 布 图 数 F(z) 在 工 环 (CR 一 1， 
2,…) 处 有 跳跃 ,其 跳跃 值 为 和 谈 王 已 ( 和 一 关上 

例 2 一 个 靶子 是 半径 为 2 m 的 圆 盘 , 设 击 中 靶 上 任 一 同心 圆 盘 上 的 点 的 
概率 与 该 圆 盘 的 面积 成 正比 ,并 设 射击 都 能 中 靶 ,以 X 表示 弹 着 点 与 圆心 的 距 
离 . 试 求 随机 变量 X 的 分 布 函 数 . 

解 ” 若 z 一 0, 则 {1X 雪 z) 是 不 可 能 事件 ,于 是 

F(z) 一 < 一 0. 

奋 0 委 z 委 2, 由 题 意 ,P(0 和 X 雪 z)} 一 As ,是 某 一 常数 ,为 了 确定 & 的 值 ， 

取 z 王 2, 有 忆 (0 委 X 委 2) 一 2 但 已 知 P(10 委 X 委 2)} 王 1, 故 得 & 王 1/4, 即 








P{0 和 X 和 zx} 一 于 


于 是 


心 | 


F(z) 一 忆 (X<z) 一 PIX 一 0) 十 PPI0 委 X 雪 zx) 一 
若 zx 全 2, 由 题 意 {Xsz)} 是 必然 事件 ,于 是 
Fr) 一 PPUX 坟 zz 一 1. 
综合 上 述 , 即 得 X 的 分 布 函 数 为 


0 ， 太 < 0， 
上 (并 ) 一 0 过 zz<2， 
] ， 工 之 2. 


它 的 图 形 是 一 条 连续 曲线 如 图 2 一 6 所 示 ， 
另外 ,容易 看 到 本 例 中 的 分 布 函 数 F(z) ,对 
于 任意 工 可 以 写成 形式 


CE | ood'， 
其 中 





oo- 人 0 一 :一 2， 
0， 其 他 ， 

这 就 是 说 ,F(Cz) 恰 是 非 负 表 数 Fi) 在 区 间 ( 一 ce,z] 上 的 积分 ,在 这 种 情况 我 们 
称 X 为 连续 型 随机 变量 . 下 一 节 我 们 将 给 出 连续 型 随机 变量 的 一 般 定 义 . 口 ] 
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$4 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 


一 般 , 如 上 节 例 2 中 的 随机 变量 那样 ,如 果 对 于 随机 变量 X 的 分 布 函数 
F(z) ,存在 非 负 天 数 F(z) ,使 对 于 任意 实数 zx 有 


Re | FFCz)dz， (4. 1) 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 中 函数 FCz) 称 为 X 的 概率 密度 函数 ， 简称 概率 
密度 中 . 

由 (4. 1) 式 , 据 数学 分 析 的 知识 知 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 连续 函数 . 

在 实际 应 用 中 遇 到 的 基本 上 是 离散 型 或 连续 型 随机 变量 . 本 书 只 讨论 这 两 
种 随机 变量 . 

由 和 定义 知道 ,概率 密度 f(z) 具 有 以 下 性 质 : 

\] jz) 之 0 


3 六 AR 


节 对 于 任意 实数 光 ] 并 2《 工 | < 
Ptz < 瑟 和 及 2z) 一 下 (rz) 一 下 (xz， 一 | 玫 Faadzi 
Er 古人 于 这 er- 
4 若 jz) 在 点 工 处 连续 , 则 有 下 (z) 一 FCz). 


由 性 质 2* 知 道 介 于 曲线 = A(z) 与 Oz 轴 之 间 的 面积 等 于 1 (图 2 一 7). 由 
3 知道 X 落 在 区 间 (zri,z?j 的 概率 P{zi 一 X 委 z} 等 于 区 间 (Czr ,rs ] 上 曲线 昌 < 
Foz) 之 下 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 2 一 8). 由 性 质 4 在 frCz) 的 连续 点 过 处 有 


下 


人 
- 了 
_ Em 人 (4 2) 
AT 一 = 人 





YY 大 





山 由 定义 知道 ,改变 概率 密度 F(z)? 在 个 别 点 的 函数 值 不 影响 分 布 函数 F(z) 的 取 值 . 因此 ,并 不 在 
乎 改变 概率 密度 在 个 别 点 上 的 值 . 


$4 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 。 43 。 


从 这 里 我 们 看 到 概率 密度 的 定义 与 物理 学 中 的 线 密度 的 定义 相 类 似 , 这 就 是 为 
什么 称 Az) 为 概率 密度 的 缘故 . 
由 (4. 2) 式 知道 , 若 不 计 高 阶 无 穷 小 ,有 
六 十 AR)AT7。 (4. 3) 
这 表示 X 落 在 小 区 间 (z,z 十 Azj 上 的 概率 近似 地 等 于 Fz)Az， 
例 1 设 随 机 变量 X 具有 概率 密度 


天 人 0 过. 工 汪 
和 


< 
Fz) 一 42 一 三 ，3 扫 工 生 4， 


2 
0， 其 他 . 


(1) 确定 常数 &;(2) 求 X 的 分 布 函数 下 Cz);(3) 求 P{I<X 坟 也) 
解 〈1) 由 | fz)dzr = 1, 得 

3 并 六 

| kzaz 二 | (2 一 于)dz 一 1， 

癌 3 


解 得 & 一 二 ,于 是 X 的 概率 密度 为 


， 上 本 5 
人 3 委 工 二 4， 
0， 其 他 , 
(2) X 盘 分 布 困 数 
忆 这 
人 aa 0 壕 z< 一 3， 
Te 坟 jdz， dy 
1 
相生 YY< (由 
二 0 过 工 < 是 
12 
即 EC(z) 一 ， 
二 芝 - 
好 加 郊 之 人 


1 
(3) 人 0 口 
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需要 指出 的 是 ,对 于 连续 型 随机 变量 X 来 说 , 它 取 任 一 指定 实数 值 a 的 概 
率 均 为 0, 即 P(X 一 a} 一 0. 事 实 上 , 设 和 的 分 布 困 数 为 下 (z),Az>0, 则 由 {X= 一 
acCtfa 一 Az<X 和 ww) 得 

0 壕 P(X 王 Cj 过 Pia 一 AZz< < 一 Fa) 一 下 (ac 一 AZz)， 
在 上 述 不 等 式 中 令 Az~~0, 并 注意 到 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 函 数 F(z) 是 
连续 的 . 即 得 
PtX 一 a 一 0. 《44. 二) 

据 此 ,在 计算 连续 型 随机 变量 落 在 某 一 区 间 的 概率 时 ,可 以 不 必 区 分 该 区 间 

是 开 区 间或 闭 区 间或 半 闭 区 间 . 例如 有 
Ptae<X 和 外 一 P(a 委 X 委 0 一 Pt 一 X 一 0). 

在 这 里 ,事件 {X 王 a} 并非 不 可 能 事件 ,但 有 P{(X=a} 三 0. 这 就 是 说 , 若 A 
是 不 可 能 事件 , 则 有 P(A) 王 0; 反 之 , 若 P(A)=0, 并 不 一 定 意味 着 A 是 不 可 能 
事件 . 

以 后 当 我 们 所 到 一 个 随机 变量 X 的 “概率 分 布 ? 时 , 指 的 是 它 的 分 布 函数 ; 
或 者 , 当 X 是 连续 型 随机 变量 时 , 指 的 是 它 的 概率 密度 , 当 X 是 离散 型 随机 变量 
时 , 指 的 是 它 的 分 布 律 

下 面 介 绍 三 种 重要 的 连续 型 随机 变量 . 


《一 ) 均匀 分 布 


若 连 续 型 随机 变量 X 具有 概率 密度 
1 站 
ep=|5 ee 5 
0， 其 他 ， 


则 称 X 在 区 间 (o,o) 上 服从 均匀 分 布 . 记 为 X~UCa,p). 

易 知 F(z) 全 0, 且 | 7Cz)dz 一 1 . 

在 区 间 (e ,2) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 X, 具 有 下 述 意 义 的 等 可 能 性 , 即 
它 落 在 区 间 〈c,5) 中 任意 等 长 度 的 子 区 间 内 的 可 能 性 是 相同 的 . 或 者 说 它 落 在 
(a,p) 的 子 区 间 内 的 概率 只 依赖 于 子 区 间 的 长 度 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 . 事实 
上 ,对 于 任 一 长 度 :的 子 区 间 (cyc 十 ,ca 委 c<c 十 / 迄 5, 有 


PP 
1 








CT 
f 


Ptc<X 委 cc 十 !) 一 | 站 (ZJjdz 一 | 
由 (4. 1) 式 得 X 的 分 布 函数 为 





0， 并 一 Q， 
F(z) 一 1 a<z<0， (4. 6) 


人 克之 六 
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AGOz) 及 下 (Cr) 的 图 形 分 别 如 图 2 一 9, 图 2 一 10 所 示 . 


(rr) 
1 





CO 7 太 并 
2 一 9 2 一 10 


例 2 设 电阻 值 尺 是 一 个 随机 变量 ,均匀 分 布 在 900 Q 一 1100 0Q. 求 尺 的 概 
率 密度 及 尺 落 在 950 Q 一 1 050 0 的 概率 . 
解 ” 按 题 意 , 民 的 概率 密度 为 


] 
Fr) _ | 主 100 二 900， 900<r<1100 ， 


0， 其 他 . 
故 有 P(950 一 R 二 1050} = | dr 一 0.5。 口 
〈《”) 指数 分 布 
在 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
诉 称 世 | ee (4.7) 
0， 其 他 ， 


其 中 6 一 0 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 . 
易 知 /z) 过 0, 且 | Flzdz = 1 图 


2 一 11 中 夯 出 了 0=1/3,0=1,0 一 2 时 xz) 的 
图 形 . 
由 (4.7) 式 容易 得 到 随机 变量 X 的 分 布 函 





数 为 
1 一 e 7， 工 全 0， 
(7) 一 
0， 其 他 ， 全 
服从 指数 分 布 的 随机 变量 X 具有 以 下 有 图 2 一 11 
趣 的 性 质 : 


对 于 任意 st>0, 有 
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PtXDy>5 十 1 上 | 站 一 王 ( 人 二 有 昌 ， (4. 9) 
事实 上 

(十 有 站 (> 3) 

有 | 人 
加 P(X 5 十 轨 人 

P{(X 二 ] 一 下 (5) 

加 e 一 (和 半 0 10 1 
四 e-2/9 一 
一 卫 {(X 过 1 引 . 


性 质 (4. 9) 称 为 无 记忆 性 ， 如果 X 是 某 一 元 件 的 寿命 ,那么 (4.9) 式 表明 : 
已 知 元 件 已 使 用 了 小 时 , 它 总 共 能 使 用 至 少 * 十 上 小 时 的 条 件 概 率 , 与 从 开始 使 
用 时 算 起 它 至 少 能 使 用 上 小 时 的 概率 相等 . 这 就 是 说 ,元 件 对 它 已 使 用 过 * 小 
时 没有 记忆 . 具有 这 一 性 质 是 指数 分 布 有 广泛 应 用 的 重要 原因 . 

指数 分 布 在 可 靠 性 理论 与 排队 论 中 有 广泛 的 应 用 . 


三 ) 正 态 分 布 
在 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


] 
( 工 ) 一 


其 中 pa(ao>>0) 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 w,c 的 正 态 分 布 或 高 斯 (Gauss) 分 
布 , 记 为 三 一 NGCpoo )， 


显然 F(Cz) 0, 下 面 来 证 明 | ”7(z)dz 一 1. 令 (z 一 Ap)Vc 一 张 得 到 


cc 和 - 
e 2c 5 (4， 10) 





s9 (7 一 pe) 
_ e 达 dz 一 ] 
-eVOTO \Z 


记 = es de, 则 有 正 = | | sedrdu, 利 用 极 坐标 将 它 化 成 栋 交 
积分 ,得 到 








ED 2 
一 2 
| 人 


2 『 co 
天 王 | | re /2drdb 一 2 区 





| edi = V 玩 ， (4. 11) 
] c 虽 Cr ] ea 
于 是 -| e 2 dz 三 一 -一 e “di 一 1. 
MW 2TG -c= ZJ 一 


参数 pw，c 的 意义 将 在 第 四 章 中 说 明 . F(z) 的 图 形 如 图 2 一 12 所 示 , 它 具有 
以 下 的 性 质 . 
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1 曲线 关于 zx 一 六 对称 . 这 表明 对 于 任意 人 >>0 有 (图 2 一 12) 
PT 一 A<XSp) 一 Pr<X<p 十 由 
2。 当 x 一 “时 取 到 李 大 全 
] 

Z 离 上 越 远 ,j(z) 的 值 越 小 . 这 表明 对 于 同样 长 度 的 区 间 , 当 区 间 离 wk 越 远 ,X 
落 在 这 个 区 间 上 的 概率 越 小 . 

在 x=w 士 c 处 曲线 有 拐点 . 曲线 以 Oz 轴 为 渐 近 线 . 

尺 外 ,如 果园 定 zc 改变 产 的 值 , 则 图 形 没 着 Orz 轴 平 移 , 而 不 改变 其 形状 (如 
图 2 一 12) ,可见 正 态 分 布 的 概率 密度 曲线 y= jzr) 的 位 置 完全 由 参数 wp 所 确 
定 ./w 称 为 位 置 参数 . 


如 果 固 定 zw 改变 c, 由 于 最 大 值 Re ,可 知 当 v 越 小 时 图 形变 得 越 


开 红 


尖 (如 图 2 一 13) ,因而 X 落 在 wx 附近 的 概率 越 大 . 








了 Cr) 


Jr) 





2 一 2 2 一 13 


由 (4. 10) 式 得 X 的 分 布 函数 为 (如 图 2 一 14) 


F(z) = 一 : | e 下 d， (4. 12) 


2T0 





特别 , 当 mw 一 0,c=1 时 称 随机 变量 X 服从 标准 正 态 分 布 . 其 概率 密度 和 分 
布 机 数 分 别 用 w(Cz),G(z) 表 示 , 即 有 








国人 
(过 ) 一 和 (本 
人 AZ 
中 (z) 一 1 | er /2d1. 四 ) 
易 知 中 (一 工 ) 一 1 一 (xz) 《4。 151) 
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一 北 O 上 





图 2 一 14 图 2 一 15 


人 们 已 编制 了 @(z) 的 函数 表 . 可 供 查 用 〈 抑 附 表 2)， 
一 般 , 若 X 一 No ) ,我 们 只 要 通过 一 个 线性 变换 就 能 将 它 化 成 标准 正 态 
分 布 . 


引 理 耕 X 一 No ), 则 Z= 一 二 4 一 NG 
证 Z 一 全 -的 分 布 函 数 为 


P(Z< 7 =-P{ 全 和 cz|=PUX<p+oz) 


1 HTer 《Ca 
四 已 2o dt， 
/ 2 区 一 ce 





令 一 《一 w, 得 
RS 
PtZ 去 工 ) 王 -二 | e“ “du 一 帮 (z)， 
由 此 知 Z= 人 二 4 一 NO0,1) 国 
于 是 ,各 X 一 NGC,o), 则 它 的 分 布 范 数 FE(Cz) 可 写成 
Fi 三 了 P(X>) =-P{ 一 “< 瑟 4=9( 二 4 (4. 16) 


对 于 任意 区 间 (z ,zj]， 有 
Ptzi<Xs 过 zz 一己 





G GT 何 
8 二) 一 6( 三 ). (4. 17) 


例如 , 设 X 一 N(1,4), 查 表 得 
P{(O<X<1.6)=@( 一 一 ) 一 6( 号 ) 
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一 惠 (0. 3) 一 惠 ( 一 0. 5) 
一 0. 617 9 一 Li 一 更 (0.5) 
一 0. 617 9 一 1 十 0. 691 5 一 0. 309 4. 


HA-30 -20 。 0 4 十 20 人 十 30 
。 人 
| 


99.7496 


2 一 16 


设 X 一 NGpo ) ,由 ECz) 的 函数 表 还 能 得 到 (图 2 一 16)， 
P{A 一 5 二 X 一 Ap 十 co 一 G@(1) 一 王 (一 1) 
一 26(1) 一 1 一 68.26%， 
PtAw 一 256 一 X 一 Ap 十 2c) 一 6(2) 一 G( 一 2) 一 95.44%%， 
Ptw 一 3g6 一 和 X 一 /十 3c) 一 G(3) 一 G( 一 3) 一 99.74%， 

我 们 看 到 ,尽管 正 态 变量 的 取 值 范围 是 (一 ce,ce), 但 它 的 值 落 在 (mw 一 3c， 
A 十 3c) 内 几乎 是 肯定 的 事 . 这 就 是 人 们 所 说 的 “3c?" 法 则 . 

例 3 将 一 温度 调节 器 放置 在 贮存 着 某 种 液体 的 容器 内 . 调节 器 整定 在 
4d 已, 液体 的 温度 X (以 蕊 计 ) 是 一 个 随机 变量 ,上 且 X 一 N(Cd,0.5:).(1) 若 d= 
90 志 , 求 X 小 于 89 尼 的 概率 .(2) 若 要 求 保持 液体 的 温度 至 少 为 80 弘 的 概率 
不 低 于 0.99, 问 Q& 至 少 为 多 少 ? 

解 〈1) 所 求 概率 为 


P{X < 一 89}= | 
一 =- 3( 人 (二 2 ) 一 和 (一 2) 


一 一 中 (2) 王 1 一 0.9772 一 OOD22R， 
2) 按 题 意 需 求 & 满足 
0. 99< PtAX 之 80) 








| 
0. 9 | 
太一 如 去 有 一 4 ef 二) 


< 0.5 0.5 


4 二 8 





dZ 一 80 
即 5( 僻 s)0. 99 一 匠 (2. 327 ) ， 
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亦 即 全 2. 327. 
故 需 d 二 81. 1635. 器 
为 了 便于 今后 在 数理 统计 中 的 应 用 ,对 于 标 
准 正 态 随机 变量 ,我 们 引入 上 wa 分 位 点 的 定义 . 
设 X 一 NO0,1), 蔡 = 满足 条 件 C 
P{X>zo) 一 a， 0<a<1， (4. 18) 
则 称 点 为 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 (如 图 





2 一 17). 下 面 列 出 了 几 个 常用 的 = 的 值 . 图 2 一 17 
c 0. 001 0. 005 0.01 0. 025 0. 05 0. 10 
过 3. 090 2. 576 2. 326 1. 960 1. 645 1. 282 


为 外 ,由 Y(Cz) 图 形 的 对 称 性 知道 zx -。 王 一 z. 

在 目 然 现象 和 社会 现象 中 ,大 量 随机 变量 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 . 例 
如 ,一 个 地 区 的 男性 成 年 人 的 身高 ,测量 某 零件 长 度 的 误差 ,海洋 波浪 的 高 度 , 半 
导体 器 件 中 的 热 噪 声 电流 或 电压 等 ,都 服从 正 态 分 布 . 在 概率 论 与 数理 统计 的 理 
论 研究 和 实际 应 用 中 正 态 随 机 变量 起 着 特别 重要 的 作用 . 在 第 五 章 我 们 将 进 一 
步 说 明正 态 随 机 变量 的 重要 人 性. 


SS 随机 变量 的 函数 的 分 布 


在 实际 中 ,我 们 常 对 某 些 随机 变量 的 函数 更 感 兴趣 . 例如 ,在 一 些 试验 中 ,所 
关心 的 随机 变量 往往 不 能 由 直接 测量 得 到 ,而 它 却 是 某 个 能 直接 测量 的 随机 变 
量 的 函数 . 比如 我 们 能 测量 圆 轴 截 面 的 直径 d ,而 关心 的 却 是 截面 面积 A= 
二 rd. 这 里 ,随机 变量 A 是 随机 变量 4 的 函数 . 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 如 何 由 
已 知 的 随机 变量 X 的 概率 分 布 去 求 得 它 的 函数 Y=g(X) (g(。 ) 是 已 知 的 连续 
函数 ) 的 概率 分 布 . 这 里 Y 是 这 样 的 随机 变量 , 当 X 取 值 x 时 ,Y 取 值 &(z)， 

例 1 设 随机 变量 X 具有 以 下 的 分 布 律 , 试 求 Y= (X 一 1)? 的 分 布 律 

入 一 0 ] 2 
押 0.2 0.3 0.1 0.4 
解 立 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,4. 由 
Pt 一 0 一 PLX 一 1] 关 一 0) 王 PLX 一 1} 一 0. 1， 
下 人 一 1 一 了 一 0 十 己 ( 和 一 2) 一 0. 7， 
PtY 一 4) 一 PLX 一 一 1 一 0. 2， 


5 随机 变量 的 函数 的 分 布 ”51 ， 


即 得 Y 的 分 布 律 为 


例 2 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 


之 
ep 
0， 其 他 . 
求 随 机 变量 Y 王 2X 十 8 的 概率 密度 . 
解 分 别 记 和 ,Y 的 分 布 函数 为 FEx(z),Fr(y). 下 面 先 来 求 ECy). 
Fv(y) 一 了 YY 和 一 PU2X 十 8 扫 y) 
一 一 8 
= P(X< 2 = 天 (5 ) 
将 Fy(y) 关 于 > 求 导 数 ,得 YY 一 2X+8 的 概率 密度 为 
《7y) 一 P( 呈 (2- 


0<Z 工 一 4 





8 2 


-一 一 
ee 


2 
上 记 ， 站 


0， 其 他 
-| 到 1 
0， 其 他 ， 让 
例 3 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 fx(z), 一 cc<z<co, 求 Y=X2 的 概率 


密度 . 
解 分 别 记 X,Y 的 分 布 吨 数 为 FEx(Cz),Fy(y). 先 来 求 Y 的 分 布 函数 
Frvyr(y). 由 于 了 =X 二 0, 故 当 y 和 0 时 Fy(Cy)=0. 当 y>0 时 有 
Fry(y) 一 PtWY 委 ?》}=P(X: 入》) 
一 P{ 一 Vy 委 X 壕 Vy) 


=- Fx(Vy ) 一 Fx( 一 Vy). 
将 Fy(y) 关 于 》 求 导 数 , 即 得 Y 的 概率 密度 为 
0 y> 转 
PCy) 一 42Vy [5.7 
0， 末世 
例如 , 设 X~N(Co,1) ,其 概率 密度 为 
1 
V2x 


立 
一 了 上 /2 
马 芋 < 本 





DZ) 一 
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一 一 一 一 -一 -一 一 


由 (5. 1) 得 Y 王 X- 的 概率 密度 为 





] 一 172 一 372 
no-| 至， CE 
二 ys 和 0. 
此 时 称 Y 服从 自由 度 为 1 的 三 分 布 . 
上 述 两 个 例子 解法 的 关键 一 步 是 在 “Y 和 过 交 中 , 即 在 “g(X) 生 yy 中 解 出 X， 
从 而 得 到 一 个 与 "8g(X) 过 > 等 价 的 X 的 不 等 式 ,并 以 后 者 代替 “g(X) 运 >”. 例 


如 ,在 例 2 中 以 *X<Y "代替 “2X 十 8<<y” 在 例 3 中 , 当 y>0 时 以 “一 V3<X 


<vVy "代替 "六 .一 般 来 说 ,可 以 用 这 样 的 方法 吕 求 连续 型 随机 变量 的 函数 
的 分 布 困 数 或 概率 密度 . 下 面 我 们 仅 对 Y=g(CX) ,其 中 g(。) 是 严格 单调 函数 
的 情况 , 写 出 一 般 的 结果 . 

定理 ” 设 随 机 变量 X 具有 概率 密度 fx(z), 一 ce<zrz<coo, 又 设 本 数 g(z) 
处 处 可 导 且 恒 有 &g (z)>0 (或 恒 有 8 (Cz)<0), 则 Y=g(X) 是 连续 型 随机 变量 ， 
其 概率 密度 为 
LRCy)]I yy) ，oc<y<B， 
0， 其 他 ， 

其 中 a 一 mintg( 一 co),g(co)}) ,8 一 max{g( 一 co),g(co)),jhy) 是 gr(Cz) 的 反 
晒 数 . 

我 们 只 证 g 〈(z) 盖 0 的 情况 . 此 时 g(z) 在 (一 co,co) 严 格 单调 增加 , 它 的 反 
盟 数 Ay) 存 在 , 且 在 (ae,8) 严 格 单调 增加 ,可 导 . 分 别 记 X,Y 的 分 布 函 数 为 
Fx(Cz)yFy(y). 现在 先 来 求 Y 的 分 布 函 数 FEy(Cy). 

因为 Y=g(X) 在 (a,8) 取 值 , 故 当 > 委 a 时 Fy(y) 一 P(Y 委 y)} 一 0; 当 y 志 8 
时 ,Fy(y) 王 P{Y 雪 >) 王 1. 

当 a<y<8 时 ， 

Fry(y) 一 PtY 委 ?二 PSg(CX) 委 人 欠 
一 PP{(X 委 jy)) 一 Fxy[ChCy)]. 
将 Fy(Y) 关 于 y 求 导数 , 即 得 YY 的 概率 密度 


Pr(y) 一 (5. 2) 


fx[LhGy)]A yy)，a<y<B， 
y( 人 ) 一 - 5。 4 
Ce 全 其 他 . 和 稚 
对 于 g (z) 一 0 的 情况 可 以 同样 地 证 明 , 此 时 有 
和 LAGy)j[L 一 关 (y)， a<y<D， 
AD) 一 其 他 (5. 4) 


中 ”连续 型 随机 变量 X 的 丽 数 了 =5(X) 不 一 定 是 连续 型 的 随机 变量 . 
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一 一 一- 一 -一 一 一 -- 人 一 一 一 -= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


合并 (5. 3) 与 (5. 4) 两 式 ,(5. 2) 得 证 . 口 
若 F(z) 在 有 限 区 间 [e, 妇 以 外 等 于 零 , 则 只 需 假 设 在 Lec, 引 上 恒 有 8g (z)>0 
(或 恒 有 g (xz) 一 0) ,此 时 
a 一 mintge(a),gE(O)1 ,8 一 maxftg(a)， SCO) 1 
例 4 设 随机 变量 X 一 N (us ). 试 证 明 X 的 线性 图 数 Y 一 aXT 十 (ae 天 0) 
也 服从 正 态 分 布 . 
证 X 的 概率 密度 为 


请 (并 ) 一 ee 2 一 co< 一 < 一 co. 
TI 


现在 >=g(Cz) 一 az 十 D, 由 这 一 式 子 解 得 
z 一 jy) 王 2 一 2, 目 有 情 ( 轨 一 寺 . 
如 代 
由 〈5. 2) 式 得 Y=<X+Hzo 的 概率 密度 为 
三 上 
户 (2 一 T 亲 (2 一 co<?<oo 





] 1 《 羡 2 一 ) 
县 (yy) 一 一 -一 一 一 e “ 
5 |aj 2 
] 一 [+ 学 让 二 
Rsmmaal 二 2(40) 一 局 吕 yy CC ， 
[alo wV2r 


即 有 Y 一 4X 十 pb 一 N (an 十 0 (ac 六 ). 
特别 ,在 上 例 中 取 一 一 .6 一 一 妈 得 


Y= 一 -一 NG0,1)， 


这 就 是 上 一 节 引 理 的 结果 . 国 
例 5 设 电 压 V= 一 Asin 9, 其 中 4 是 一 个 已 知 的 正常 数 , 相 角 @ 是 一 个 随机 


变量 , 且 有 9@~U( 一 到 , 闻 ) , 试 求 电压 的 概率 密度 . 


解 ” 现 在 v=g(0) 一 Asin bg 在 ( 一 到 ,到 上 上 便 有 g'(8) 一 Acos g 二 0, 旦 有 反 
国 数 
0 一 岂 (V) 一 arcsln 9 Ah (z 一 一 一 一 一 ， 
及: 一 巡 
又 ,@ 的 概率 密度 为 
] 区 X 
二 一 去 之 和 二 
0， 其 他 . 
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由 (5. 2) 式 得 vv 王 Asin 9@ 的 概率 密度 为 


] 1 
-| 现 林 | EN 
0， 其 他 . 


若 在 上 题 中 @ 一 U(0,r) ,因为 此 时 =g(0) 一 4sin g 在 (0,x) 上 不 是 单调 函 
数 , 上 述 定理 失效 ,应 仍 按 例 3 的 方法 来 做 . 请 读者 自行 求 出 其 结果 . 


小 结 

随机 变量 X 一 X(e) 是 定义 在 样本 空间 S= {e} 上 的 实 值 单 值 函 数 . 也 就 是 说 , 它 是 随机 
试验 结果 的 函数 . 它 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 , 是 不 能 预先 确定 的 , 它 的 取 值 有 一 定 的 概率 . 
随机 变量 的 引入 ,使 概率 论 的 研究 由 个 别 随 机 事件 扩大 为 随机 变量 所 表征 的 随机 现象 的 研 
究 .今后 ,我 们 主要 研究 随机 变量 和 它 的 分 布 

一 个 随机 变量 ,如果 它 所 有 可 能 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 个 ,这 种 随机 变量 称 为 离散 型 
随机 变量 ,不 是 这 种 情况 则 称 为 非 离散 型 的 . 不 论 是 离散 型 的 或 非 离 散 型 的 随机 变量 X, 都 
可 以 借助 分 布 函数 

F(Z) 王 卫 {(X 壕 Z， 一 oo 一 工 熏 co 
来 描述 . 若 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 ,就 能 知道 X 落 在 任 一 区 闻 (zi ,zr*] 上 的 概率 
Ptzi 二 用 委 Z) 王 Fr) 一 F(z)， TI < 一 zy， 

这 样 ,分 布 函数 就 能 完整 地 描述 随机 变量 取 值 的 统计 规律 性 . 

对 于 离散 型 随机 变量 ,我 们 需要 掌握 的 是 它 可 能 取 哪 些 值 ,以 及 它 以 怎样 的 概率 取 这 些 
值 ,这 就 是 离散 型 随机 变量 取 值 的 统计 规律 性 . 因而 ,对 于 离散 型 随机 变量 ,用 分 布 律 

PiX 一 ) 一 如， 一 1,2,… 

或 写成 





(这 里 , > = 1) 来 描述 它 的 取 值 的 统计 规律 性 较为 直观 和 简洁 .分 布 律 与 分 布 函数 有 以 


下 的 关系 
F(z) 一 卫 {( 丰 近 局 Wanv = 4， 


开 所 荆 
它们 是 一 一 对 应 的 . 
设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 玉 (z), 如 果 存 在 非 负 可 积 函 数 Fz) ,使 得 对 于 任意 xz, 有 
F(z) 一 | redr， 
则 称 X 是 连续 型 随机 变量 ,其 中 F(z) 三 0 称 为 X 的 概率 密度 . 
给 定 X 的 概率 密度 jz) 就 能 确定 F(Cz), 由 于 FGz) 位 于 积分 号 之 内 , 故 改变 FCz) 在 个 


别 点 上 的 函数 值 并 不 改变 FCz) 的 值 . 因此 ,改变 f(z) 在 个 别 点 上 的 值 , 是 无 关 紧 要 的 
连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 是 连续 的 ,连续 型 随机 变量 取 任 一 指定 实数 值 wa 的 概率 


习 题 。55 ， 
为 0, 即 P(X=aji 一 0. 这 两 点 性 质 离散 型 随机 变量 是 不 具备 的 . 
我 们 将 随机 变 基 分 成 为 


离散 型 
连续 型 

非 散 型 | 并 
读者 不 要 误 以 为 ,一 个 随机 变量 ,如 果 它 不 是 离散 型 的 那 -- 定 是 连续 型 的 . 但 本 书 只 讨论 两 
类 重要 的 随机 变量 ;离散 型 和 连续 型 随机 变量 . 

污 者 应 掌握 分 布 函数 分布 律 .概率 密度 的 性 质 . 本 章 引入 了 几 种 重要 的 随机 变量 的 分 
布 :(0 一 1) 分 布 ,二 项 分 布 , 泊 松 分 布 ,指数 分 布 ,均匀 分 布 和 正 态 分 布 .读者 必须 熟知 这 几 种 
随机 变量 的 分 布 律 或 概率 密度 

随机 变量 X 的 函数 Y=-g&(X) 也 是 一 个 随机 变量 ,要 掌握 如 何 由 已 知 的 X 的 分 布 (X 的 
分 布 律 或 概率 密度 ) 去 求 得 Y 一 g(X) 的 分 布 (Y 的 分 布 律 或 概率 密度 )， 
上 图 重要 术语 及 主题 

随机 变量 ”分布 函数 “离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 ”连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
伯 努 利 试验 (0 一 1) 分 布 ) 重 伯 努 利 试验 ”一 项 分 布 “ 泊 松 分 布 ”指数 分 布 “均匀 分 布 

正 态 分 布 ” 随 机 变量 机 数 的 分 布 


习题 


几 杰 | 


人 





1. 考虑 为 期 一 年 的 一 张 保险 单 , 若 投保 人 在 投保 后 一 年 内 因 意 外 死亡 , 则 公司 赔付 20 万 
元 , 若 投保 人 因 其 他 原因 死亡 , 则 公司 赔付 5 万 元 ,车 投 保 人 在 投保 期 未 生存 , 则 公司 无 需 付 
给 任何 费用 . 若 投 保 人 在 一 年 内 因 意 外 死亡 的 概率 为 0.0002, 因 其 他 原因 死亡 的 概率 为 
0. 0010, 求 公司 赔付 金额 的 分 布 律 . 

2. (1) 一 袋 中 装 有 5 只 球 ,编号 为 1,2,3,4,5. 在 袋 中 同时 取 3 只 ,以 X 表 示 取 出 的 3 只 
球 中 的 最 大 号 码 , 写 出 随机 变量 X 的 分 布 律 . 

02) 将 一 颗 肯 子 抛掷 两 次 ,以 X 表 示 两 次 中 得 到 的 小 的 点 数 , 试 求 X 的 分 布 律 ， 

3. 设 在 15 只 同类 型 的 零件 中 有 2 只 是 次 品 , 在 其 中 取 3 次 ,每 次 任 取 1 只 , 作 不 放 回 抽 
样 .以 X 表 示 取 出 的 次 品 的 只 数 . 

(1) 求 X 的 分 布 律 . 

(2) 画 出 分 布 律 的 图 形 . 

4. 进行 重复 独立 试验 , 设 每 次 试验 的 成 功 概率 为 户 ,失败 概率 为 g=1 一 训 (0 一 p 一 1). 

(1) 将 试验 进行 到 出 现 一 次 成 功 为 止 , 以 X 表示 所 需 的 试验 次 数 , 求 X 的 分 布 律 .( 此 时 
称 X 服 从 以 户 为 参数 的 几何 分 布 . ) 

(2) 将 试验 进行 到 出 现 -次 成 功 为 止 ,以 了 表示 所 需 的 试验 次 数 , 求 了 的 分 布 律 . (此 时 
称 Y 服从 以 ~,p 为 参数 的 巴 斯 卡 分 布 或 负 二 项 分 布 . ) 

(3) 一 篮球 运动 员 的 投篮 命中 率 为 45% .以 X 表示 他 首次 投 中 时 累计 已 投 得 的 次 数 , 写 
出 X 的 分 布 律 ,并 计算 X 取 候 数 的 概率 . 

s. 一 房间 有 3 遍 同 样 大 小 的 窗子 ,其 中 只 有 一 肩 是 打开 的 .有 一 只 鸟 自 开 着 的 窗子 飞人 
了 房间 , 它 只 能 从 开 着 的 窗子 飞 出 去 . 鸟 在 房子 里 飞 来 飞 去 ,试图 飞 出 房间 . 假定 鸟 是 没有 记 


。S6 。 第 二 章 ”随机 变量 及 其 分 布 


忆 的 , 它 飞 向 各 肩 窗 子 是 随机 的 . 

(1) 以 入 表示 鸟 为 了 飞 出 房间 试飞 的 次 数 , 求 和 的 分 布 律 . 

(2) 户主 声称 ,他 养 的 一 只 鸟 是 有 记忆 的 , 它 飞 向 任 一 窗子 的 尝试 不 多 于 一 次 .以 了 表示 
这 只 聪明 的 鸟 为 了 飞 出 房间 试飞 的 次 数 . 如 户主 所 说 是 确实 的 , 试 求 了 的 分 布 律 . 

(3) 求 试飞 次 数 和 小 于 Y 的 概率 和 试飞 次 数 了 小 于 X 的 概率 ， 

6. 一 大 楼 装 有 5 台 同 类 型 的 供水 设备 . 设 各 台 设 备 是 否 被 使 用 相互 独立 . 调查 表明 在 任 
一 时 刻 上 每 台 设备 被 使 用 的 概率 为 0. 1, 问 在 同一 时 刻 ， 

(1) 恰 有 2 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 至 少 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(3) 至 多 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(4) 至 少 有 1 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

7. 设 事件 A 在 每 次 试验 发 生 的 概率 为 0.3.A 发 生 不 少 于 3 次 时 ,指示 灯 发 出 信和 号 . 

(1) 进行 了 5 次 重复 独立 试验 , 求 指 示 灯 发 出 信号 的 概率 . 

(2) 进行 了 7 次 重复 独立 试验 , 求 指示 灯 发 出 信号 的 概率 . 

8. 有 由、 乙 两 人 投篮 , 投 中 的 概率 分 别 为 0.6,0. 7. 今 各 投 3 次 . 求 

(1) 两 人 投 中 次 数 相等 的 概率 ; 

《2) 甲 比 乙 投 中 次 数 多 的 概率 . 

9. 有 一 大 批 产品 ,其 验收 方案 如 下 , 先 作 第 一 次 检验 :从 中 任 取 10 件 , 经 检验 无 次 品 接受 
这 批 产品 ,次 品 数 大 于 2 拒 收 ;否则 作 第 二 次 检验 ,其 做 法 是 从 中 再 任 取 5 件 , 仅 当 5 件 中 无 
次 品 时 接受 这 批 产品 . 若 产品 的 次 品 率 为 10%% , 求 

《1) 这 批 产品 经 第 一 次 检验 就 能 接受 的 概率 . 

(2) 需 作 第 二 次 检验 的 概率 ， 

(3) 这 批 产 品 按 第 二 次 检验 的 标准 被 接受 的 概率 ， 

(4) 这 批 产品 在 第 一 次 检验 未 能 作 决 定 旦 第 二 次 检验 时 被 通过 的 概率 . 

(5) 这 批 产品 被 接受 的 概率 . 

10. 有 甲 、 乙 两 种 味道 和 颜色 都 极为 相似 的 名 酒 各 4 杯 . 如 果 从 中 挑 生 杯 , 能 将 甲 种 酒 全 
部 挑 出 来 ,算是 试验 成 功 一 次 . 

(1) 某 人 随机 地 去 猜 , 问 他 试验 成 功 一 次 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 某 人 声称 他 通过 品尝 能 区 分 两 种 酒 . 他 连续 试验 10 次 ,成功 3 次 . 试 推断 他 是 猜 对 
的 ,还 是 他 确 有 区 分 的 能 力 ( 设 各 次 试验 是 相互 独立 的 ). 

11. 尽管 在 几何 教科 书 中 已 经 讲 过 仅 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 一 个 任意 角 是 不 可 能 的 ,但 每 
一 年 总 是 有 一 些 * 发 明 者 ” 扎 写 关于 仅 用 圆规 和 直 尺 将 角 三 等 分 的 文章 . 设 某 地 区 每 年 撰写 此 
类 文章 的 篇 数 X 服从 参数 为 6 的 泊 松 分 布 . 求 明年 没有 此 类 文章 的 概率 ， 

12. 一 电话 总 机 每 分 钟 收 到 呼唤 的 次 数 服 从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 . 求 

(1) 某 一 分 钟 怡 有 8 次 呼唤 的 概率 ; 

《2) 某 一 分 钟 的 呼唤 次 数 大 于 3 的 概率 . 

13. 某 一 公安 局 在 长 度 为 上 的 时 间 间 隔 内 收 到 的 紧急 呼救 的 次 数 X 服从 参数 为 (1/2)t 
的 泊 松 分 布 ,而 与 时 间 间 隔 的 起 点 无 关 ( 时 间 以 小 时 计 )， 


习题 本 


(1) 求 某 一 天 中 午 12 时 至 下 午 3 时 未 收 到 紧急 呼救 的 概率 . 

(2) 求 某 一 天 中 午 12 时 至 下 午 5 时 至 少 收 到 1 次 紧急 呼救 的 概率 . 

14. 某 人 家 中 在 时 间 间 隔 上 小时) 内 接 到 电话 的 次 数 X 服 从 参数 为 2+ 的 泊 松 分 布 . 

(1) 若 他 外 出 计划 用 时 10 分 钟 , 问 其 间 有 电话 铃 响 一 次 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 若 他 和 希望 外 出 时 没有 电话 的 概率 至 少 为 0.5, 问 他 外 出 应 控制 最 长 时 间 是 多 少 ? 

15. 保险 公司 在 一 天 内 承保 了 5000 张 相 同年 龄 ,为 期 一 年 的 寿险 保单 ,每 人 一 份 . 在 合同 
有 效 期 内 若 投 保 人 死亡 , 则 公司 需 赔付 3 万 元 . 设 在 一 年 内 ,该 年 龄 段 的 死亡 率 为 0.0015, 且 
各 投保 人 是 否 死 亡 相 互 独立 . 求 该 公司 对 于 这 批 投保 人 的 赔付 总 额 不 超过 30 万 元 的 概率 ( 利 
用 泊 松 定理 计算 ). 

16. 有 一 繁忙 的 汽车 站 ,每 天 有 大 量 汽车 通过 , 设 一 辆 汽车 在 一 天 的 某 段 时 间 内 出 事故 的 
概率 为 0.0001. 在 某 天 的 该 时 间 段 内 有 1000 辆 汽车 通过 . 问 出 事故 的 车 辆 数 不 小 于 2 的 概 
率 是 多 少 ?《〈 利 用 泊 松 定理 计算 ) 

17. (1) 设 X 服 从 (0 一 1) 分 布 ,其 分 布 律 为 已 {X=&} 一 姑 (1 一 记 )I ,一 0,1, 求 X 的 分 
布衣 数 ,并 作出 其 图 形 . 

(2) 求 第 2 题 (1) 中 的 随机 变量 的 分 布 函数 ， 

18. 在 区 间 L0,aj 上 任意 投掷 一 个 质点 ,以 X 表 示 这 个 质点 的 坐标 . 设 这 个 质点 落 在 
L0,aj 中 任意 小 区 间 内 的 概率 与 这 个 小 区 间 的 长 度 成 正比 例 . 试 求 X 的 分 布 函数 . 

19. 以 X 表示 某 商 店 从 早晨 开始 营业 起 直到 第 一 个 顾客 到 达 的 等 待 时 间 ( 以 分 计 ),X 的 
分 布 函 数 是 

1 一 e 4，T 二 0， 


下 x( 六 ) 一 
和 到: 
求 下 述 概率 : 
(1) P{ 至 多 3 分 钟 }. 
《2) 书 {( 至 少 4 分 钟 }， 
(3) 忆 {3 分 钟 至 4 分 钟 之 间 }. 
《4) 己 至 多 3 分 钟 或 至 少 4 分 钟 }. 
(5) 忆 { 恰 好 2. 5 分 钟 }. 
20. 设 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 为 
(0， LA 
FxCz) 一 lnz，1 受 工 一 e， 
用 工 2 


(1) 求 PIX<2),P{0 一 X 委 3),P{2 一 X<5/2)}. 
(2) 求 概率 密度 Fx(z). 
21. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
2(1 一 1/z2)， 1<z 委 2， 
(1) Hop=| 
0 其 他 . 

乒 7 0 福 x<<]， 

由 一 元 1 三 z<2， 


(2) F(z) 一 
[6，。 其他 
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求 X 的 分 布 函 数 下 (z) ,并 画 出 (2) 中 的 FGCz) 及 下 (z) 的 图 形 . 

22. (1) 分 子 运动 速度 的 绝对 值 X 服从 麦克 斯 韦 (Maxwelb) 分 布 ,其 概率 密度 为 
Arze= 4， 工 二 0， 
0， 其 他 ， 
其 中 8 一 zz (24T) ,为 玻 耳 兹 曼 (Boltzmann) 常 数 ,T 为 绝对 温度 ,za 是 分 子 的 质量 , 试 确定 
常数 A. 

(2) 研究 了 英格兰 在 1875 年 一 1951 年 期 间 ,在 矿山 发 生 导 致 不 少 于 10 人 死亡 的 事 
故 的 频繁 程度 ,得 知 相继 两 次 事故 之 间 的 时 间 T( 日 ) 服 从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


下 和 
0， 其 他 . 
求 分 布 函 数 Fr(bi) ,并 求 概率 P{150 一 TI 一 100)}， 
23. 某 种 型 号 器 件 的 寿命 X( 以 小 时 计 ) 具 有 概率 密度 


2 宝 ， zx 二 1000， 
下 一 


0， 其 他 ， 
现 有 一 大 批 此 种 器 件 ( 设 各 器 件 损坏 与 否 相 互 独 立 ), 任 取 5 只 , 问 其 中 至 少 有 2 只 寿命 大 于 
1500 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
24. 设 顾客 在 某 银行 的 窗口 等 待 服务 的 时 间 X(Cmin) 服 从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


二 en/5 ， 开 0 
xx (zl) 一 | 9 
0， 其 他 . 
某 顾客 在 窗口 等 待 服务 , 若 超过 10 min, 他 就 离开 . 他 一 个 月 要 到 银行 5 次 .以 表示 一 个 月 
内 他 未 等 到 服务 而 离开 窗口 的 次 数 . 写 出 Y 的 分 布 律 , 并 求 P{Y 三 1)， 
25. 设 天 在 (0,5) 服 从 均匀 分 布 , 求 z 的 方程 
47 十 4&z 十 下 十 2 一 0 


三 Cz) 一 





有 实 根 的 概率 ， 

26. 设 X 一 N(3，,22). 

(1) 求 P(2<X<5)},P{( 一 4 一 X<10)，P( | 世人 CI 

(2) 确定 cc, 使 得 P{(X>c) 王 PITIXsc). 

(3) 设 4 满足 P{X>>d) 三 0.9, 问 d 至 多 为 多 少 ? 

27. 某 地 区 18 岁 的 女 青年 的 血压 (收缩 压 , 以 mmHg 计 ) 服 从 NC110,122) 分 布 . 在 该 地 
区 任 选 一 18 岁 的 女 青 年 ,测量 她 的 血压 X. 求 

(1) P{X 和 105}) ,P{100 一 X<120); 

(2) 确定 最 小 的 zx, 使 P{X 盖 z} 委 0.05. 

28. 由 某 机 器 生产 的 螺栓 的 长 度 (cm) 服 从 参数 px 一 10.05,o= 一 0.06 的 正 态 分 布 . 规定 长 度 
在 范围 10.05 士 0. 12 内 为 合格 品 , 求 一 螺栓 为 不 合格 品 的 概率 . 

29. 一 工厂 生产 的 某 种 元 件 的 寿命 X( 以 小 时 计 ) 服 从 参数 为 w=160,c(o 二 0) 的 正 态 分 
布 . 若 要 求 P1{120 一 X 生 200} 三 0. 80 ,允许 c 最 大 为 多 少 ? 


习 是 . 59 ， 





30. 设 在 一 电路 中 ,电阻 两 端的 电压 (V) 服 从 N(120,2 ), 今 独立 测量 了 5 次 , 试 确定 有 2 
次 测定 值 落 在 区 间 !118,122j 之 外 的 概率 .， 

31. 某 人 人 上班, 自家 里 去 办 公 楼 要 经 过 一 交通 指示 灯 , 这 一 指示 灯 有 80 办 时 间 亮 红 灯 , 此 
时 他 在 指示 灯 旁 等 待 直至 绿灯 亮 . 等 待 时 间 在 区 闻 [L0,30]j( 以 秒 计 ?最 从 霉 匀 分 布 . 以 和 表示 
他 的 等 待 时 间 , 求 X 的 分 布 函 数 F(z). 画 出 F(z) 的 图 形 ,并 问 X 是 否 为 连续 型 随机 变量 ,是 
否 为 离散 型 的 ? (要 说 明理 由 ) 

32. 设 f(z),sCz) 都 是 概率 密度 困 数 ,求证 

站 (Z) 一 az) 十 (1 一 a)gCZz)， 0 过 ax 委 1 

也 是 一 个 概率 密度 函数 . 

33. 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 


求 了 =X 的 分 布 律 . 

34. 设 随机 变量 X 在 区 间 (0,1) 服 从 均匀 分 布 . 

(1) 求 Y=ex 的 概率 密度 . 

(2) 求 Y= 一 2in X 的 概率 密度 . 

3S. 设 X 一 N (0,1)， 

(1) 求 了 一 e- 的 概率 密度 . 

(2) 求 了 =2X 十 1 的 概率 密度 . 

(3) 求 Y=|X| 的 概率 密度 . 

36. (1) 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 F(z) ,一 cc<z< 一 co. 求 Y 一 2 的 概率 密度 . 

(2) 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 

(zy) 一 人 en 
0， 其 他 ， 

求 了 =X 的 概率 密度 . 

37. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


re- 人 全 0 一 < T， 
\0， ”其 他 . 
求 了 =sin X 的 概率 密度 . 
38. 设 电流 了 是 一 个 随机 变量 , 它 均匀 分 布 在 9 A~-11 A 之 间 . 若 此 电流 通过 2 0 的 电 
阻 , 在 其 上 消耗 的 功率 克 一 2 性 . 求 克 的 概率 密度 . 
39. 某 物 体 的 温度 TCF) 是 随机 变量 ,是 有 T~- N(98. 6,2), 已 知 9= 人 CT- 32), 试 求 


9(CY ) 的 概率 密度 . 
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1 二 维 随 机 交 量 


以 上 我 们 只 限于 讨论 一 个 随机 变量 的 情况 ,但 在 实际 问题 中 ,对 于 某 些 随机 
试验 的 结果 需要 同时 用 两 个 或 两 个 以 上 的 随机 变量 来 描述 . 例如 ,为 了 研究 某 一 
地 区 学 龄 前 儿童 的 发 育 情况 ,对 这 一 地 区 的 儿童 进行 抽查 . 对 于 每 个 儿童 都 能 观 
察 到 他 的 身高 五 和 体重 殉 . 在 这 里 ,样本 空间 S={e}= 王 {( 某 地 区 的 全 部 学 龄 前 
儿童 } ,而 互 (e) 和 了 王 (e) 是 定义 在 S 上 的 两 个 随 
机 变量 . 又 如 炮弹 弹 着 点 的 位 置 需要 由 它 的 横 翅 
坐标 和 纵 坐 标 来 确定 ,而 横 坐 标 和 纵 坐 标 是 定 
义 在 同一 个 样本 空间 的 两 个 随机 变量 . 侮 

-- 般 , 设 巨 是 一 个 随机 试验 , 它 的 样本 空间 愉 
是 S$= 王 (te}, 设 X=XCe) 和 Y=Y(e) 是 定义 在 S 
上 的 随机 变量 ,由 它们 构成 的 一 个 向 量 (X,Y)， 
叫做 二 维 随 机 向 量 或 二 维 随机 变量 (如 图 
3 一 1). 第 二 章 讨论 的 随机 变量 也 叫 一 维 随机 变量 . 

二 维 随机 变量 (X,Y) 的 性 质 不仅 与 入 及 Y 有 关 , 而 且 还 依赖 于 这 两 个 随机 
变量 的 相互 关系 .因此 ,逐个 地 来 研究 X 或 了 的 性 质 是 不 够 的 ,还 需 将 (X,Y) 作 
为 一 个 整体 来 进行 研究 . 

和 一 维 的 情况 类 似 , 我 们 也 借助 “分 布 函 数 ? 来 研究 二 维 随机 变量 . 

定义 ” 设 (X,Y) 是 二 维 随 机 变量 ,对 于 任意 实数 z,y, 二 元 函数 ， 


Foz,y) 一 P(CX<zD) 站 7 二 7 人 (民生 YY yy) 
称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 ,或 称 为 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 
函数 . 

如 果 将 二 维 随机 变量 (X,Y) 看 成 是 平面 上 随机 点 的 坐标 ,那么 ,分 布 函 数 
FGzy) 在 (z,y) 处 的 函数 值 就 是 随机 点 (X,Y) 落 在 如 图 3 一 2 所 示 的 ,以 点 (z， 
y) 为 顶点 而 位 于 该 点 左下 方 的 无 穷 矩 形 域内 的 概率 . 

依照 上 述 解释 ,借助 于 图 3 一 3 容易 算出 随机 点 (X,Y) 落 在 矩形 域 {(z,y)| 
zi<z<Tr <y 短 % 的 概率 为 


图 3 一 1 


1 二 维 随 机 变量 。 6 ， 








一 一 一 一 人 Te 一 一 一 - 一 一- 





Ptzi < 及 VI<Ysy 
一 中 (ds 9 一 下 (2 * 愉 ) ) -个 王 《二 yy 下 ，Vy2 ) 。 情 罗 ] ) 


Co) 





2 





图 3 一 2 3 一 3 


分 布 果 数 F(z,y) 具 有 以 下 的 基本 性 质 : 
1 FGCz,y) 是 变量 zx 和 >》 的 不 减 臣 数 , 即 对 于 任意 固定 的 y, 当 zs 二 zi 时 
FPCzy)>F(Ozyy) 对 于 任意 固定 的 z, 当 交 盖 广 时 下 (zy) 伍 忆 COzyy)， 
2 0 壕 FCzy) 壕 1, 日 
对 于 任意 固定 的 ,下 (一 2,y) 二 0， 
对 于 任意 固定 的 rz,FCz, 一 ce) 一 0， 
ff 一 co 一 ce) 一 0,F(coyco) 一 1. 
上 面 四 个 式 子 可 以 从 几何 上 加 以 说 明 . 例如 ,在 图 3 一 2 中 将 无 穷 矩 形 的 右面 边 
界 问 左 无 限 平移 ( 即 z 一 一 c2), 则 “随机 点 (X,Y) 落 在 这 个 矩形 内 ”这 一 事件 趋 
于 不 可 能 事件 , 故 其 概率 趋 于 0, 即 有 F( 一 co,y) 一 0; 又 如 当 z-coyy>co 时 图 
3 一 2 中 的 无 穷 息 形 扩展 到 全 平面 ,随机 点 (X,Y) 落 在 其 中 这 一 事件 趋 于 必然 事 
件 , 故 其 概率 趋 于 1, 即 F(co,co) 王 1. 
3 ECZz 十 0,y) 一 FGzy),FCz,y 十 0) 一 FOzy)， 即 FOzyy) 关 于 z 右 连续 ， 
关于 y 也 右 连 续 . 
4 对 于 任意 (zi 31 )》《Z2，y2) ZI 一 .ToyI< ya ,下 述 不 等 式 成 立 ， 
PFC(zzyy 1) 一 下 (zy) 十 碟 Cr RCR 
这 一 性 质 由 (1. 1) 式 及 概率 的 非 负 性 即 可 得 . 
如 朱 二 维 随机 变量 (X,Y) 全 部 可 能 取 到 的 值 是 有 限 对 或 可 列 无 限 多 对 , 则 
称 (X,Y) 是 离散 型 的 随机 变量 . 
设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 所 有 可 能 取 的 值 为 (zi,y),zy 一 1,2,…, 记 
PtX 一 局,Y 一 小) 一 四 ij 一 1,2,…, 则 由 概率 的 定义 有 
因 之 0， 2 


firsT 二] 
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我 们 称 己 { 和 一 Ti YY 一 一 力 ) 797 一] ,2,… 为 二 维 离散 型 随机 变量 (X ,Y) 
的 分 布 律 ,或 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 律 . 
我 们 也 能 用 表格 来 表示 X 和 YY 的 联合 分 布 律 ,如 下 表 所 示 . 


亏 i 工 y 工 





yi 轧 1 轧 2: 轧 n 
yz 轧 1? 轧 z? 轧 iz 
区 万 轧 2) 2 了 5 


例 1 设 随 机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 一 个 值 , 另 一 个 随 
机 变量 Y 在 1 一 X 中 等 可 能 地 取 一 整数 值 . 试 求 (X,Y) 的 分 布 律 . 
解 由 乘法 公式 容易 求 得 (X,Y) 的 分 布 律 . 易 知 {X=iY 一 )) 的 取 值 情况 
是 :; 王 1,2,3,4,7 取 不 大 于 ; 的 正 整 数 , 且 
P{(X 一 Y 一 让 一 P{Y 一 放 X 一 坟 P{X 一 一 工 元 ， 
二 
于 是 (X,Y) 的 分 布 律 为 


四 证 加 证 

4 8 ]2 16 

1 ] ] 

8 1 1 

] 1 

了 全 0 J7 16 

4 人 0 0 OO 8 
口 
将 (X,Y) 看 成 一 个 随机 点 的 坐标 ,由 图 3 一 2 知道 离散 型 随机 变量 X 和 Y 

的 联合 分 布 函 数 为 

F(z,y) 一 > > 力 y， 本 2) 


zis 关 3 


其 中 和 式 是 对 一 切 满 足 z 迄 z,y 委 y 的 zi 来 求 和 的 . 
与 一 维 随机 变量 相似 ,对 于 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 F(Czyy), 如 果 
存在 非 负 的 函数 F(Cz,y) 使 对 于 任意 zx,y 有 


Frzyy) 全 | | 大 (xD)dxtdv， 


$ 1 二 维 随 机 变量 。63 ， 


则 称 (X,Y) 是 连续 型 的 二 维 随 机 变量 , 枯 数 F(z,y) 称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 
概率 密度 ,或 称 为 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 密度 . 
按 定义 ,概率 密度 f(z,y) 具 有 以 下 性 质 : 
Te20， 
2。 | | 起 去 站 机 时 三 交 二 
3 设 CG 是 zOy 平面 上 的 区 域 ,点 (X,Y) 落 在 G 内 的 概率 为 
PCX,Y) ECG = |rcz,ydzrdy (1. 3) 


4 种 jz,y) 在 点 (z,y) 连 续 , 则 有 


9 下 (zyy) 
一 元 一 一 zy)， 


由 性 质 4 ,在 FCz,y) 的 连续 点 处 有 
1) 卫 {z<X<z+Az,y<Y<y 十 Ay)} 





Di AZzAy 
Ay0 十 
-lim _】_[F(z 十 Azy 十 Ay) 一 FFCz 十 
一 Re 元 下 上 元 让 上 5 (证 本 AZ 
Ay0 
一 下 (zy 十 Ay) 十 下 (zyy) 


9 PFCzyy) > 
0 J(Z，y)， 


这 表示 藻 fzyy) 在 点 (z,y) 处 连续 , 则 当 Az,Ay 很 小 时 
Pt 一 共和 过 工 十 Azy<Y 和 过 yy 十 Ay) zy)AzAy， 
也 就 是 点 (X,Y) 落 在 小 长 方形 (z,z 十 Az]Xx(yvy 十 Ay] 内 的 概率 近似 地 等 于 
三 Zyy)AZAy. 
在 几何 上 zx=AFz,y) 表 示 空 间 的 一 个 曲面 .由 性 质 2 知 , 介 于 它 和 zOy 平 
面 的 空间 区 域 的 体积 为 1. 由 性 质 3",P{(CX,Y)EG)} 的 值 等 于 以 G 为 底 ,以 曲面 
xz 一 (zy) 为 顶 面 的 柱 体 体积 . 
例 2 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
2e 
Hz 一 | 其 他 . 
(1) 求 分 布 图 数 F(Czy,y);(2) 求 概率 PT1Y 坪 X)}. 


解 〈U FCz,y) = | | ezyydrdy 
- 作 je at 蔗 盖 0,y 全 0， 
0， 其 他 . 
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上 (一 ee 人 一 6 OO0， 
即 有 上 (zyy) 一 0， 其 他 . 
(2) 将 CX,Y) 看 作 是 平面 上 随机 点 的 坐标 . 即 有 
(YX) 王 {((X,Y)EGC)， 
其 中 G 为 zOy 平面 上 直线 > 一 工 及 其 下 方 的 部 
分 ,如 图 人 于 是 


PtY 委 X) 一 PCXY) ECG 一 | rcz,yydzdy 
避 


加 上 | 2een dzdy 一 本 [ 


以 上 关于 二 维 随机 变量 的 讨论 ,不 难 推广 到 NAN_ 
2 (72 盖 2) 维 随机 变量 的 情况 . 一 般 , 设 匹 是 一 个 
随机 试验 , 它 的 样本 空间 是 S= (te)， 设 Xi 一 
Xi(e),X: 一 Xa(e)， wyX 一 Xo(e) 是 定义 在 S 图 3 一 4 
上 的 随机 变量 ,由 它们 构成 的 一 个 维 癌 量 (X,X: ,…，,X,) 叫 做 壮 维 随机 向 量 
或 ! 维 随 机 变量 . 
对 于 任意 个 实数 zl ,zz，…zvy2 元 函数 
下 
称 为 即 维 随机 变量 (Xi,X:，…'X,) 的 分 布 函数 或 随机 变量 Xi ,X;: ,…,X, 的 联 
合 分 布 函数 . 它 具 有 类 似 于 二 维 随机 变量 的 分 布 函数 的 性 质 . 


四 


jj 幼 ]、 


S《2 边缘 分 布 


二 维 随 机 变量 (X,Y) 作 为 一 个 整体 ,具有 分 布 函数 F(z,y). 而 X 和 YY 都 是 
随机 变量 ,各 目 也 有 分 布 函 数 ,将 它们 分 别 记 为 Fx(Cz),Fy(y), 依 次 称 为 二 维 随 
机 变量 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 函数 . 边缘 分 布 图 数 可 以 由 (X,Y) 的 
分 布 图 数 F(z,y) 所 确定 ,事实 上 ， 


FExy(r) 一 卫 (Xs 雪 Zi) 一 局 IIXzY<<oo) 一 FGzyco)， 


邯 Fx(Z) 一 下 (zyco)， | ) 
就 是 说 ,只 要 在 函数 ECzy,y) 中 令 yc 就 能 得 到 Fx(z). 同 理 
Fry(y) 一 上 (coyy)， CE 


对 于 离散 型 随机 变量 ,由 (1. 2)、(2. 1) 式 可 得 


Fx(z) 一 F(zyco) 一 己 半 和 
与 第 二 章 (3. 2) 式 比较 ,知道 X 的 分 布 律 为 


S$2 边缘 分 布 "65 ， 


P{( 刁 二 了) 一 >》 贡 一 1, 2 
1 一 1 


同样 ,Y 的 分 布 律 为 


P{Y 一 )} = 2 久 ， 了 一 1,2，… 
一 1 
志 加 一 他 加 一 有 着 一 克 )， 1 一 1] 2， 


=- 立 记 = = P(Y 王 太 )， 了 一 1,2，， 
分 别称 户 . (i 一 1,2，… .) 和 户 . (1 一 1,2,…) 为 (X,Y) 关 于 X 和 关于 YY 的 边缘 分 
布 律 ( 注 意 , 记 号 加. 中 的 *。 ”表示 加 . 是 由 四 关于 7] 求 和 后 得 到 的 ;同样 , 祖 .， 
是 由 加 ;关于 i 求 和 后 得 到 的 ). 
对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y) , 设 它 的 概率 密度 为 FCz,y), 由 于 
0 国 [| Per?dy dr， 
由 第 二 章 (4. 1) 式 知道 ,X 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,上 且 其 概率 密度 为 


(并 ) = | er,y)dy (2. 3) 
同样 ,Y 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
矶 《二 | Fa， (2. 4) 


分 别称 fxCz) ,Jr(y) 为 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 
例 1 一 整数 N 等 可 能 地 在 1,2,3,…',10 干 个 值 中 取 一 个 值 . 设 D=- 
DCN) 是 能 整除 N 的 正 整数 的 个 数 ,F= FCN) 是 能 整除 N 的 素数 的 个 数 (注意 
1 不 是 素数 ). 试 写 出 D 和 下 的 联合 分 布 律 . 并 求 边缘 分 布 律 . 
解 “ 先 将 试验 的 样本 空间 及 D, 下 取 值 的 情况 列 出 如 下 ， 




















样本 点 1 之 3 全 9 6 7 8 9 10 
也 ] 2 2 3 2 4 2 二 3 4 
下 0 ] 1 ] 1 2 ] ] ] 2 


刀 所 有 可 能 取 的 值 为 1,2,3,4; 正 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2. 容易 得 到 (D, 下 ) 取 
(ij),i 一 1,2,3,4 7 一 0,1,2 的 概率 ,例如 


-一 是 - 一 -一 -| EE 一 于 
忆 ( 万 一 |， 汪 PP 人 ( 一 2, 上 一 1) 10 


可 得 忆 和 FF 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 如 下 表 所 示 : 


9 
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1 2 3 4 P{ 下 一 尹 


0 0 0 0 可 
1 0 计 和 汪 
2 0 0 0 总 亏 
P{D 一 ;) 元 证 去 1 
即 有 边缘 分 布 律 





我 们 常常 将 边缘 分 布 律 写 在 联合 分 布 律 表 格 
的 边缘 上 如 上 表 所 示 . 这 就 是 “边缘 分 布 律 * 这 个 
名 词 的 来 源 . 

例 2 设 随机 变量 X 和 立 具 有 联合 概率 密度 
(图 3 一 5) 





6 六 入》ySz， 
cz,2) 一 | 。 其 他 
求 边 缘 概 率 密 度 fx(Cz), Ar(y)，. 图 3 一 5 
解 


6dy = 6(z 一 2),0< 工 二 1， 
xz 一 | Fr(Czyy)dy 一 | 这 并 ~ 工 一 ~ 
0， 其 他 . 
户 (OD 一 上 (zy)dz 


Vy 
0， 





其 他 . 口 
例 3 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1 EU ( 工 一 有 
/并 ,31) 二 二 ep 全 麻 | 0 


一 9 | 
人 Il1G2 CE ， 


8$3 条 件 分 布 *。 67 。 


其 中 PIHA2 yyII yI2 0 都 是 常数 , 且 G1] 一 0 ,0 一 0 一] 一 0 一 |. 我 们 称 (X,Y) 为 服从 
参数 为 AAA2 9 01 02 0 的 二 维 正 态 分 布 ( 这 五 个 参数 的 意义 将 在 下 一 章 说 明 ) 证 
为 (X,YD) 一 NOCAa 9 AL2 本 ,0 ,0) . 试 求 二 维 正 态 随 机 变量 的 边缘 概率 密度 . 


解  F(z) | 1 














(一 上 pr) ， 的 人 和 和， 
由 于 0 0102 
= (交锋 - p 王 一 包 ) 一 产 好 一向) ， 
0z 0l 
于 是 
1 人 (2 _ ) 
xzZ) 三 一 一 一 一 e 2 | e 26 2 dy. 
1 2roias V1 一 太 
页" 三 宁 paz 人 
令 一 则 有 
-5 
{ 一 庆 ? Co ， 
Fr(z) 一 ee 中 | edt， 

1 一 co 

(xz 一 we )2 
即 万 (za) 三 了 二 

开 攻 | 

同 理 

(yo 22 

并 口 
下 络 2 


我 们 看 到 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 都 是 一 维 正 态 分 布 ,并 且 都 不 依赖 
于 参数 o, 亦 即 对 于 给 定 的 mm ,pw ,os ,os ,不 同 的 。 对 应 不 同 的 二 维 正 态 分 布 , 它 
们 的 边缘 分 布 却 都 是 一 样 的 . 这 一 事实 表明 , 单 由 关于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 ， 
一 般 来 说 是 不 能 确定 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 的 . 


3 条 件 分 布 


我 们 由 条 件 概率 很 自然 地 引出 条 件 概率 分 布 的 概念 . 
设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
也 ( 一 ZiY 一 思 )} 一 加 ， 7 一 1, 2 
(X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


1 一】 2…， 


PtY 一 伪 } ee Za， 7 了 一 ]1,2， 
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设 训 ., 二 0, 我 们 来 考虑 在 事件 {(Y=y) 已 发 生 的 条 件 下 事件 {X=z)} 发 生 的 概 
率 , 也 就 是 来 求 事件 

{X 一 zi|Y 一 )， ii 一 1,2，… 
的 概率 . 由 条 件 概率 公式 ,可 得 


PXIYy 一 一 下 和 一 立 一 轨 ) 有 


PtY 一 分 ) 让 
易 知 上 述 条 件 概 率 具 有 分 布 律 的 性 质 : 
] 王 {(X 王 zi Y 一 放 )0; 


SS 
这 | 3 亡 . 


于 是 我 们 引入 以 下 的 定义 . 
定义 设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,对 于 固定 的 /车 PWIY=y)}>0， 
则 称 


ji 一 1,2，… 


二 0 本 
二 罗 本 一 一 下 让 六 (3. 1) 
”为 在 Y=y 条 件 下 随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 . 
同样 ,对 于 固定 的 i, 若 P(X=z)} 盖 0, 则 称 


下 和 一 DY 一 力 } 一 轴 
1 (3. 2) 


为 在 X= 二 条 件 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 . 

例 1 在 一 汽车 工厂 中 ,一 辆 汽车 有 两 道 工 序 是 由 机 器 人 完成 的 . 其 一 是 
紧 固 3 只 螺栓 ,其 二 是 焊接 2 处 焊 点 . 以 X 表 示 由 机 器 人 紧 固 的 螺栓 紧 固 得 不 
民 的 数目 ,以 立 表 示 由 机 器 人 焊接 的 不 良 焊 点 的 数目 . 据 积 昧 的 资料 知 (X,Y) 
具有 分 布 律 : 


0 1 2 3 P{Y 一 尹 


0 0. 840 0.030 0. 020 0.010 0. 900 


PtY 三 | 和 一 zi) 一 


1 0. 060 0.010 0.008 0.002 0. 080 
2 0.010 0. 005 0,. 004 ,001 0. 020 
尼 { 一 二 0.910 0. 045 0. 032 0.013 1.000 


(1) 求 在 X= 一 1 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 ;(2) 求 在 Y=0 的 条 件 下 ,X 的 条 
件 分 布 律 . 
解 ”边缘 分 布 律 已 经 求 出 列 在 上 表 中 . 在 X=1 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 为 


己 (有 王 1,Y 王 0) 0.030 
1 7 一 一 二 一 一 
人 P{X 一 1) 0. 045， 


Y3 条 件 分 布 


P{X 一 1,Y 王 1) 0.010 
ES 二 7 人 hr 
人 P{X=1) 0.045， 

iv_iy_ 了 ( 瑟 一 1 一 2 0.005 
人 0. 045”， 


或 写成 





LU 
例 2 一 射手 进行 射击 , 击 中 用 标的 概率 为 上 (0 一 如 一 1) ,射击 直至 击 中 目 
标 两 次 为 止 . 设 以 X 表示 首次 击 中 目标 所 进行 的 射击 次 数 ,以 了 表示 总 共 进 行 
的 射击 次 数 , 试 求 X 和 Y 的 联合 分 布 律 及 条 件 分 布 律 . 
解 ” 按 题 意 Y 一 ?就 表示 在 第 ”次 射击 时 击 中 目标 , 且 在 第 1 次 ,第 2 次 ， 
0 ,第 ”一 1 次 射击 中 恰 有 一 次 击 中 目标 .已 知 各 次 射击 是 相互 独立 的 ,于 是 不 
管 mm (<z) 是 多 少 ,概率 P{X=z2,Y 一 z) 都 应 等 于 


二 1 
即 得 志 而 的 贡 大 允 二 相交 
忆 (X 一 力 YY 一 1 一 力 0” 2， 1 一 2， 3 7 一 ]， 2 ?72 一 ]。 


又 PX 一 丰 = 盖 PIXK=mY== 疡 Nor 


才 一 7 十 ] 


一 六 SN 厅 g"” zg 7 一 1,2,…， 
用 = 17F 赴 ] 


LE 


P{(Y 一 相 一 >,P{X 一 zy 一 7) 


1 一 


人 oa mr-2 -一 (一 1)j20 2 ， 刀 一 2,3,… 


于 是 由 (3. 1),(3. 2) 式 得 到 所 求 的 条 件 分 布 律 为 
当 z 一 2,3,… 有 时， 
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一 m|7 一 如 = 一 户 人 一 mr 一 1,2，on 一 1 
忆 {X 一 和 | 了 一 7 ) 二) 7 7 一] ,7 1 7 一 ]: 
当 加 三 1,2, 时， 
吕 “用 一 台 
也 {(Y 一 7 X 一 全 全 订 下 计 二 二 六 天 
例如 ,已 (入 一 jlY 一 3} 一 也， M2 一 ] ,2; 
呈 (Y 王 对 一 3 一 加 ， 1 一 4, 5，……. 区 


现 设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,这 时 由 于 对 任意 xy 有 了 {X 一 z) 王 
PtY 一 y)} 一 0, 因 此 就 不 能 直接 用 条 件 概 率 公式 引入" 条 件 分 布 函 数 " 了 . 
设 (X,Y) 的 概率 密度 为 FCz,y),(X,Y) 关 于 Y 的 边缘 概率 密度 为 Av(y)，. 
给 定 y, 对 于 任意 固定 的 s 盖 0, 对 于 任意 zx, 考虑 条 件 概率 
Pt(X 委 工 |yY<Y 过 > 十 e})， 
设 P{y<X 和 >y 十 e} 盖 0, 则 有 





六 


在 某 些 条 件 下 , 当 s 很 小 时 ,上 式 右 端 分 子 、 分 母 分 别 近似 于 se | zy)dz 和 
sjyr(?)， 于 是 当 e 很 小 时 ,有 
| F(Czyy)d 六 
一 oo 加 请 zyy) 一 
ee 下 dz. (3. 3) 
与 一 维 随机 变量 概率 密度 的 定义 式 第 二 章 (4. 1) 式 比较 . 我 们 给 出 以 下 的 定义 ， 
定义 ” 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 Kz,y),(X,Y) 关 于 工 的 边缘 


概率 密度 为 刻 (>)》 若 对 于 固定 的 y， 太 (2)>>0， 则 称 帮 :2 为 在 = y 的 条 件 


六 (y) 
下 X 的 条 件 概 率 密度 , 记 为 中 


， 二 六 yy) 
xiy( 工 y) 广 (y) 。 了 4 ) 


PIX 和 zly<Y 过 >y 十 el 二 


@ 条 件 概率 密度 满足 条 件 : fxir(z 1 y) 一 丰 22 > 0 





-| 人 zy) 1 人 四 
| morkz1y)dz 男 PR dz FJ ”所 2Q 二 河 . 


3 条 件 分 布 。 7 。 


一 一 一 一 
ee 


称 | uvtziy)dz= | Assodz 为 在 Y= y 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函数 ， 





-or (73) 
记 为 P{(Xs 运 | Y=y) 或 Fovzjy)， 即 
Friy( 六 | y) 一 卫 {( 和 委 z1Y 一》 人 大 007 3) 
本 
Fr it 有 | 帮工 ,y) 本 | 帮工 ，y) 
类 似 地 ， 可 以 定义 ix(y 用 沁 7 (C) 和 下 yxCy | 元 四 六 (I] dy， 


由 (3. 3 知道 , 当 es 很 小 时 ,有 
PtAX 去 | y<Y 壕 y 十 e/ ~ | xir( y)dz 一 下 xy( 工 | y)， 


上 式 说 明了 条 件 密度 和 条 件 分 布 函 数 的 含义 . 
例 3 设 CG 是 平面 上 的 有 界 区 域 , 其 面积 为 4. 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 
概率 密度 
re 人 
0， 其 他 ， 
则 称 (XX,Y) 在 上 服从 均匀 分 布 . 现 设 二 维 随 机 变量 (X,Y7) 在 圆 域 刀 十 六 委 1 
上 服从 均匀 分 布 , 求 条 件 概 率 密 度 J xir( 工 | y). 
解 ”由 假设 随机 变量 (X,Y) 具有 概率 密度 


大 ( -| z 十 y 魏 1， 
0， 其 他 ， 


且 有 边缘 概率 密度 
太 (y) 一 | cry?dz 


] W 1 一 y 少 
一 dz 一 二 的 下 AR ]， 


开 





4， 其 他 . 
于 是 当 一 1 一 ><1 时 有 
国生 
开 ] 
和 Re <v1 一 2 。 
jxvkzl9) 一 ] 王 Vi= 交 2 V1 一 入 2 了 
0， 其 他 、 





当 y 一 0 和 一 也 时 /xyr(Czly) 的 图 形 分 别 如 图 3 一 6, 图 3 一 7 所 示 . 
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例 4 设 数 X 在 区 间 (0,1) 上 随机 地 取 值 , 当 观 察 到 X=z(0 生 z 一 1) 时 , 数 
Y 在 区 间 (z,1) 上 随机 地 取 值 . 求 Y 的 概率 密度 Fr(y). 
解 ” 按 题 意 X 具有 概率 密度 
二 的 0 一 并 < 1]， 
0， 其 他 . 
对 于 任意 给 定 的 值 zx (0 一 z 一 1) ,在 X=z 的 条 件 下 Y 的 条 件 概率 密度 为 
] 
more ee 
0， 其 他 . 
由 (3. 4) 式 得 X 和 Y 的 联合 概率 密度 为 
] 
erHaoloepn| 
0， 其 他 ，. 


于 是 得 关于 Y 的 边缘 概率 密度 为 
六 (CCy) 一 | cz)dz 





由 1 _dz = 一 1] 作 攻 INR 1， 
一 0 一 底 
0， 其 他 . 口 


4 相互 独立 的 随机 变量 


本 节 我 们 将 利用 两 个 事件 相互 独立 的 概念 引出 两 个 随机 变量 相互 独立 的 概 
念 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 概念 . 

定义 设 FGz,y) 及 Frx(Cz),Fy(Cy) 分 别 是 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 项 数 
及 边缘 分 布 函 数 . 若 对 于 所 有 z,y 有 


4 相互 独立 的 随机 变量 。 73 ， 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 





P(X 委 zyY 委 y 王 PP{IX 运 z)P(Y 委 y)， (4. 1) 
即 F(zyy) 一 FFx(Zz)Fr(y)， (4. 2) 
则 称 随机 变量 X 和 Y 是 相互 独立 的 . 


设 (X,Y) 是 连续 型 随机 变量 , F(Czy,y), fx(Cz), rr(y) 分 别 为 (X,Y) 的 概率 
密度 和 边缘 概率 密度 , 则 X 和 YY 相互 独立 的 条 件 (4. 2) 等 价 于 :等 式 
zy) 一 大 (Cz) Pr(Cy) (4. 3) 
在 平面 上 几乎 处 处 中 成 立 ， 
当 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 时 ,X 和 YY 相互 独立 的 条 件 (4. 2) 式 等 价 于 :对 
于 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 的 值 Czi,y)7 有 
己 {( 入 一 了 YY 一 轨 } 一己 (一 了 PtY 一 ). (4. 4) 
在 实际 中 使 用 (4. 3) 式 或 (4. 4) 式 要 比 使 用 (4. 2) 式 方便 . 
例如 1 例 2 中 的 随机 变量 X 和 YY, 由 于 
2 e yi0， 
xx) 一 0 其 他 ， Fry)》 一 0， 其 他 ， 
故 有 zyy)= 一 xz) 广 (7y) ,因而 X,Y 是 相互 独立 的 . 
又 如 ,大 X,Y 具 有 联合 分 布 律 
X 





Y 0 1 PtY 一 
1 176 2/6 17/2 
2 1/6 276 172 
P{zx 一 7)} 173 273 1 
则 有 P{(X 王 0Y 一 1 一 1/6 一 PI(X 王 0)P(IY 一 1)， 


P{(X 一 0,Y 一 2) 一 1/6=P(X=0)P(Y = 2)， 
P{(X=1Y=1)=2/6=PI(X=1)PI7y=1)， 
P(X=1Y=2)=2/6=PI(X=1)P(7Y=2)， 
因而 X,Y 是 相互 独立 的 . 
再 如 》2 例 1 中 的 随机 变量 下 和 呈 ,由 于 P(D=1,F=0) 王 1/10 关 P{D= 
1} 关 PE 一 0}) ,因而 和 上 和 D 不 是 相互 独立 的 . 
下 面 考察 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y), 它 的 概率 密度 为 
1 二 4 
网 Texpt5CEO 于 
=-ac-A+ EN 
他 > 


TIG2 


大 zyy) 一 


中 ”此 处 "几乎 处 处 成 立 " 的 含义 是 :在 平面 上 除去 “面积 "为 零 的 集合 以 外 ,处 处 成 立 ， 
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一 -一 





一 -一 


由 2 中 例 3 知道 ， 其 边缘 概率 密度 PrCz) PCy) 的 乘积 
了 eeX 二 exp| 一 于 [ 守 - 名 二 + 全 天 





因此 ,如 果 让 zy 及 zyy) 一 Fr(Cz)PCy), 即 X 和 Y 相 互 独 
芯 .反之 ,如 果 X 和 工 相互 独立 ,由 于 jz,y)，fx(Gzj, PCy) 都 是 连续 末 数 , 故 
对 于 所 有 的 z,y 及 zy)=xCz)Pr(Cy) 特别 , 令 z 一 和 y 一 Ap，* 自 这 一 等 式 
得 到 
2xcol os VI 一 严 2rouas 

从 而 po=0. 综 上 所 述 , 得 到 以 下 的 结论 : 

对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) ,X 和 了 相互 独立 的 充 要 条 件 是 参数 "一 0. 

例 一 负责 人 到 达 办 公 室 的 时 间 均 匀 分 布 在 8 一 12 时 ,他 的 秘书 到 达 办 公 
室 的 时 间 均 勺 分布 在 7 一 9 时 , 设 他 们 两 人 到 达 的 时 间 相 互 独立 , 求 他 们 到 达 办 
公 室 的 时 间 相 差 不 超 过 5 分 钟 (17/12 小 时 ) 的 概率 . 

解 设 X 和 Y 分 别 是 负责 人 和 他 的 秘书 到 达 办 公 室 的 时 间 ,由 假设 X 和 Y 
的 概率 密度 分 别 为 


1 
pep- ,8 一 z<12， ro 
0， 其 他 ， 0， 其 他 ， 


因为 X,Y 相互 独立 , 故 (X,Y) 的 概率 密度 为 
于 ,8<z<12,7<y<9， 


0， 其 他 . 
按 题 意 需要 求 概 率 已 { 人 | 一 Y| 委 1/12)}. 画 出 
区 域 : |z 一 四 科 17/12, 以 及 长 方形 18<-z 一 12; 

7 过 > 所 9, 它们 的 公共 部 分 是 四 边 形 
BCCEB , 记 为 G( 如 图 3 一 8). 显然 仅 当 (和 XX， 
YZ) 取 值 于 CG 内 ,他 们 两 人 到 达 的 时 间 相 差 才 
不 超过 1/712 小 时 . 因此 ,所 求 的 概率 为 


Pt| 和 一 Y| 近 5) = |rez,ydzdy 


ep-Aeomoo-| 





本 喜 xx (G 的 面积 )， 


而  CG 的 面积 三 三 角形 ABC 的 面积 一 三 角形 ABC 的 面积 


-去 (至 ) -去 (过 ) = 霹 
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] 

= 区 . 

即 负责 人 和 他 的 秘书 到 达 办 公 室 的 时 间 相 差 不 超过 5 分 钟 的 概率 为 1/48. ” 口 
以 上 所 述 关 于 二 维 随 机 变量 的 一 些 概念 ,容易 推广 到 维 随机 变量 的 情况 . 
上 面 说 过 ,” 维 随机 变量 (Xi ,X*，…，,X,) 的 分 布 函数 定义 为 2 

下 (ZiyZz 一 三 (X 委 9X < 二 < 雪 z)}， 

其 中 zl,zz，…zw 为 任意 实数 . 

有 人 存在 非 负 天 数 jz yzs ee ,使 对 于 任意 实数 zi ,zz，…,z 有 


下 《 工 ， 392 9 


= 上 | 矿工 yZ2 udzidz dz ， 


则 称 JiyZs 为 ( 芒 ) ,入 : ,…,X) 的 概率 密度 函数 . 

设 ( 和 XXX,) 的 分 布 函数 FGCzl zs zi) 为 已 知 , 则 (XXX ) 
的 ALst<7) 维 边缘 分 布 函数 就 随 之 确定 . 例如 (Xi ,X; ,…，,X,) 关 于 Xi、 关于 
(Xi,Xz) 的 边缘 分 布 范 数 分 别 为 


下 x， (Zi) 一 F(Czi， co co CD)， 


于 是 三 人 一 六 委 孔 ) 


下 x， 二 ) 一 下 (1 2 co oo Co ). 
双 若 三 (Zi 9v 必 2 yy 是 (XXX ) 的 概率 密度 ， 则 (X，， 从 ，， , X,) 关 于 
Xi: \ 关于 (Xi,X:) 的 边缘 概率 密度 分 别 为 


PCz) = | 人 Frirzaeszsydzadzscedrs， 


二 ( 江 并 2 ) 一 一 | | | 太 Zi 9T2 9 oj)QZ3 OZ，dz 


知 对 于 所 有 的 zi ,zt，…，,z, 有 
下 了 x 《ZI 下 Ex 《es ) 了 xx 《Ze)， 
则 称 Xi ,X* ,…,X,。 是 相互 独立 的 . 

耕 对 于 所 有 的 ZlyZ2，Tm3yyyy2yyn 有 
(ZiyZzTmyyy2 ww 加 ) 一 Tv 9y: ,yy。)， 
其 中 己 ,F2 ,下 依次 为 随机 变量 (XXX DY YY ) 和 (XXX ， 
osyYa yy) 的 分 布 函 数 , 则 称 随机 变量 (XI ，Xs ,…,X ) 和 (7 ,Y， 

…,Y,) 是 相互 独立 的 . 

我 们 有 以 下 的 定理 , 它 在 数理 统计 中 是 很 有 用 的 . 

定理 设 (X,Xz ,Xe) 和 (Yi,Y:,…,Y,) 相 互 独立 , 则 Xi (Ci 一 1,2,…， 
7 和 国人 7 一 1,2,……,2) 相 互 独立 .又 若 h,g 是 连续 函数 , 则 站 X ,X, ,…,X ) 和 
griy* yz,… yy) 相互 独立 . 

(证 明 略 ) 
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上 一 章 》5 中 已 经 讨论 过 一 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 , 本 节 讨 论 两 个 随机 
变量 的 函数 的 分 布 .我 们 只 就 下 面 几 个 具体 的 郴 数 来 讨论 . 
《一 ) QZ 一 X 十 Y 的 分 布 
设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 , 它 具 有 概率 密度 F(z,y). 则 QZ 一 XTY 仍 
为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
yx) =- | ez 一 yy)dy， 二 7 和 


或 HZ) 一 上 站 一 )Qx 《5 2 ) 


又 若 X 和 YY 相互 独立 , 设 (X,Y) 关 于 X,Y 的 边缘 密度 分 别 为 Fx( 工 )， 
PFCy), 则 (5.1),(5.2) 分 别 化 为 


frr(z 一 | 产 ( 一 力 /rC)dy (5. 3) 
和 
frr(z) = | rcz) 记 (< 一 z)dz (5.4]) 
这 两 个 公式 称 为 产 和 广 的 卷 积 公 式 , 记 为 和 * 户 , 即 
产 * 广 =| rz 一 Fo)dy=| rz) 一 zdz 
证 ” 先 来 求 4 一 X 十 Y 的 分 布 函 数 下 z(z)， 即 有 
Fz(z) = PLZ<z) = | cz,yydzdy， 


ys< 


这 里 积分 区 域 C:z 十 y 委 z 是 直线 zx 十 y 一 z 及 其 左 
下 方 的 半 平 面 (如 图 3 一 9). 将 二 重 积 分 化 成 票 次 积 
分 ,得 


严 z(z) 一 | ezydz]dy 





固定 = 和 y 对 积分 | ”7F(z,y)dz 作 变量 变换 , 令 
一 & 一 y, 得 

| ce)dz ~ | ye 一 
于 是 
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一 人 





下 z(z) 一 | | Hz 一 yy)du |dy 一 上 [| Ace 全 y，3)d? |dv， 


由 概率 密度 的 定义 即 得 (5. 1) 式 .类 似 可 证 得 (5. 2) 式 . 口 
例 1 设 X 和 YY 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 . 它们 都 服从 NO,L) 分 布 , 其 
概率 密度 为 


] 一 x2 /2 
已 四 一 G 虽 王 了 一 co， 





(人工 ) > 





AZ 
Jr(y) 一 人 一 cy 二 co. 
X 
求 2 一 X 十 Y 的 概率 密度 . 
解 由 (5.4) 式 
fzCoD= | PrCz) PC(z 一 z)dz 
2 (zc 一 7)2 9 之 
一 过 | 人 一 | ER 
和 
] 2 co 3 2 1 2 
Fr(z) 一 一 e 1 | e di 一 一 ef 一 一 -e+ 
本 2 区 一 2 2 区 2V/r 


即 也 服从 N(0,2) 分 布 . 

一 般 , 设 X,Y 相互 独立 且 X~NCn ,cq), YY 一 NG as). 由 (5.4) 式 经 过 计 
算 知 Z 一 X 十 Y 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 2Z~ NGC 十 避 ,ci 十 呈 ). 这 个 结论 还 能 
推广 到 个 独立 正 态 随 机 变量 之 和 的 情况 . 即 若 Xi 一 NGC,o)〈i 一 1,2，…,m2)， 
且 它 们 相互 独立 , 则 它们 的 和 2 一 Xi 十 X: 十 … 十 X, 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 
Z 一 NGC 十 各 十 十 jy 玫 十 号 十 … 十 到 )， 

更 一 般 地 ,可 以 证 明 有 限 个 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 的 线性 组 合 仍 然 服 从 
正 态 分 布 . 口 ] 

例 2 在 一 简单 电路 中 ,两 电阻 R 和 R 串联 连接 , 设 RR,R: 相互 独立 , 它 
们 的 概率 密度 均 为 


革 s 届 - 迪 -= 10， 


扰 并 ) 加 50 
人 5 其 他 . 
求 总 电阻 尺 = 尺 ,十 尺 , 的 概率 密度 . 
解 由 (5.4) 式 , 尺 的 概率 密度 为 


产 ( 二 | 0 


*。 78 。 第 三 章 ”多 维 随 机 变量 及 其 分 布 














易 知 仅 当 
0 一 工 二 10， TS 
人 (2 
时 上 述 积分 的 被 积 函数 不 等 于 零 . 参考 图 
3 一 10, 即 得 


| rzFz 一 zdzr， 0 和 壕 z<<10， 
0 





< 一 上 


JR 7 zh 六 2 一 并 dz 10 过 2 过 20， 


站 其 他 ，. 
将 jz) 的 表达 式 代 入 上 式 得 图 3 一 10 
2 0 
下 0050600x 60z? 十 xs)，0 过 = 一 10， 
六 (xz) 一 本 有 本 
汗 000(20 z)3 ， 10 过 > 一 20， 
4 其 他 . 上 | 


例 3 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 ,9;8,6 的 下 分 布 (分 
别 记 成 X~TCa,0),Y~T(8,0)).X,Y 的 概率 密度 分 别 为 


] 一 上 _ 一 Zr/D 

一 一 一 并 5 

pe 站 a 一 0,0 一 0. 
人 其 他 ， 


] 一 
Ge >” ， 2 
oo 8>0,0>0. 


上 其 他 ， 
试 证 明 2 一 X 十 Y 服从 参数 为 we 十 8,0 的 下 分 布 , 即 X 二 Y 一 Tc 十 8,0)， 
证 由 (5.4) 式 Z=X 二 Y 的 概率 密度 为 
基站 | Aczmrcc 一 adz 
易 知 仅 当 
克 2 冯 20， 
本 亦 即 Le O 


时 上 述 积分 的 被 积 明 数 不 等 于 零 , 于 是 (参见 图 3 一 11) 知 
当 z<<0 时 /(z) 王 0, 而 当 zx 盖 0 时 有 


站 
7 zz) | FT 


由 


一 -一 。 一 ( 一 一 
可 I/ 有 一 交 )8 1e 《和 70 人 六 


二 
05T(O) 
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人 


~ <1/5 世 


一 ER JE Xe (zz 一 并 ) 广 dz( 令 工 一 好) 
Q 0 
e+Hp-1 一 =/6 1 总 
一 TS j( 记 te (1 一 1 di 工 忆 Azctp- 区 
八 全 
| 
其 中 A 一 TO TI 民 浊 一 Z) dt、 (5. 5) 人 出 


现在 来 计算 A. 由 概率 密度 的 性 质 得 到 : 
二 | 二 | Azerieodz 


一 40 | von ed(z/O) 


= 一 Ap“ Ta 十 肋 ， 
本 
即 有 人 JiTCTTD 《5.6 
RE 一 19 
于 是 por es 
0， 其 他 . 
即 X 十 Y~T(c 十 8,0)， 口 


上 述 结论 还 能 推广 到 症 个 相互 独立 的 工分 布 变量 之 和 的 情况 . 即 若 X，,X。 ， 
…,X, 相互 独立 , 且 X, 服从 参数 为 oj ,BC 一 1,2,…:) 的 工分 布 , 则 立 X, 服从 


参数 为 > )o ,B 的 开 分 布 . 这 一 性 质 称 为 T 分 布 的 可 加 性 . 
(二 ) Z = 广 的 分 布 .Z 一 XY 的 分 布 


设 (X,Y) 是 二 维 连 续 型 随机 变量 , 它 具 有 概率 密度 /Cz,y), 则 Z= 立 、 
Z 一 XY 仍 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 


Jrvx(z) 一 | | 了 | ye 本 
rw (z) 一 | Cr (5.8) 
一 c 二 


中 (5.5) 式 中 的 积分 
| .ea=-prd 二 Bo,p)， ay 月 一 0， 
称 为 Beta 因数 . 由 (5.5),(5.6) 式 知 Beta 函数 与 下 函数 有 如 下 关系 


_LI(Ca)PC8) 
BayD) FTCa 十 B) a 
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又 若 X 和 Y 相互 独立 . 设 (X,Y) 关 于 X,Y 的 边缘 密度 分 别 为 Fr(z)， 
PCy), 则 (5.7) 式 化 为 


frrx(z) = | 1z1Ax(z)rCzz)dz (5.9) 
而 (5. 8) 式 化 为 
人 性 交 
jn 人 = 六 Cz) 记 (三 )dz (5.10) 


证 Z=Y/X 的 分 布 图 数 为 (如 图 3 一 12) 
Fvx(z) 一 PPLY/X < 委 z)} 一 | 大 zyy)dzdy 


CIUGC， 


= | Hz,y)dydz 十 | ZI)dydz 
YATs AT< YA/ 二 zyT 全 


= 


一 | [| Aeroay dz 二 |- [全 Hz,y)dy |dz 


-| [| zyrczzadx]dz +| [| zyrczvaopdz]dz 
| [| 一 z) (zzu)dx |dz 十 | | zyrczvzadz dz 


| [| zt7cesapdze]dz 


| [| zzz)dz |dw， 
由 概率 密度 的 定义 即 得 (5.7) 式 . 
类 似 地 ,可 求 出 APe (xz) 的 概率 密度 为 (5. 8) 式 . 
例 4 某 公 司 提供 一 种 地 震 保险 ,保险 费 Y 的 概率 密度 为 


| 


一 /5 
roo= 乙 0， 
0， 其 他 . 
保险 赔付 X 的 概率 密度 为 
了 
王 矿 0 
O 二 
>0 





图 3 一 12 
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( ) 辣 国 并 全 0， 
8 \ 7 一 
1 其 他 . 


设 X 与 YY 相互 独立 , 求 Z=Y/X 的 概率 密度 . 


解 ”由 (5.7) 式 知 , 当 <0 时 ,jz(z) 王 0. 当 z>0 时 ,2 的 概率 密度 为 


二 二 四 二 了 一 zf/5 。 学 之 一 不 访 -一 之 | 2 -xf 把: ) 
Fz(o 一 | zx 5 e 75e d 155 | 荆 e dd 
之 人 3 2 之 
本 (1 十 z)3 - 


(三 ) M 王 maxlX ,Yi 及 N=mintX ,Yi 的 分 布 
设 X,Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 函 数 分 别 为 Fx(Cz) 和 


Fyv(y). 现在 来 求 M= 王 max{X,Y) 及 和 N=min{X,Y) 的 分 布 困 数 . 


由 于 M=max{X,Y} 不 大 于 = 等 价 于 X 和 YY 都 不 大 于 z, 故 有 
P{(M 生 z}/ 一 PLX 和 >,Y 坟 >z). 


又 由 于 X 和 Y 相互 独立 ,得 到 M 王 max{X,Y) 的 分 布 数 为 


FF (z)= P{(M 近 >}) 一 PP(X 入 zyY 委 zx) 王 P(X 委 z)PIY 委 >z|. 


即 有 FU (z) 一 Exy(Cz)Ev(Cz). (5.11) 


即 


丸 个 


类 似 地 ,可 得 N=min{X,Y) 的 分 布 函数 为 
Fi(Cz) 一 忆 人 NI 雪 z) 一 1 一 PIN>>z|} 
一 1 一 忆 (X>>z,Y>z) 一 1 一 呈 (XD>z。 了 YY 二 >z). 
F (z) 一 1 一 [1 一 Fx(z)]L1 一 ECzc) | 5 
以 上 结果 容易 推广 到 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情况 . 设 Xi,X:,…，,X, 是 
相互 独立 的 随机 变量 . 它们 的 分 布 函数 分 别 为 Fy (zi) (三 1,2,…,m), 则 


NM 一 max{AX， 人 ,及 Nmin{tAX， ， 入: ,mAX 的 分 布 范 数 分 别 为 


Fass(z) 一 Fx (z)Fx (z)…FEx (z)， 《5. 13) 

Fw(z) 一 1 一 [1 一 玉 x《〈z)]L1 一 下 x (>)》 有 2 (5. 14) 
特别 , 当 Xi ,X:，…',X, 相互 独立 且 具 有 相同 分 布 函 数 F(z) 时 有 

Fw-(z) 一 [F(z)]"， 5 

Fo(z) 一 1 一 [1 一 F(z)]". (5. 16) 


例 5 设 系统 二 由 两 个 相互 独立 的 子 系统 上 ,L;, 连接 而 成 ,连接 的 方式 分 
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一- 一 一 一 一 一 ~ 一 


别 为 (Ci 串联 ,Ci 并联, (iii) 备 用 ( 当 系 统 工 , 损坏 
时 ,系统 L 开始 工作 ), 如 图 3 一 13 所 示 . 设 万 ， 
L: 的 寿命 分 别 为 X,Y, 已 知 它们 的 概率 密度 分 别 
为 


Ce 05 
XA ) 一 | 《5. 17) 
4 忆 ， Z<0， 

pe ， yy 一 0， 
风 ) 一 | (5. 18) 
(9 0 ， we 


其 中 we0,8>0 且 oa 和 8. 试 分别 就 以 上 三 种 连接 
方式 写 出 革 的 寿命 2 的 概率 密度 . 





解 (i) 串联 的 情况 . 
由 于 当 L:,L: 中 有 一 个 损坏 时 ,系统 工 就 停 围 3 一 13 
止 工 作 ,所 以 这 时 工 的 寿命 为 
Z 一 min{X,Y)， 
由 (5.17),(5. 18) 式 X,Y 的 分 布 范 数 分 别 为 
1] 一 e 涪 ， D0， 1 一 e ，，y 伍 0， 
FxCzD 一 0 z<<0， Pr 人 y 委 0. 


由 (5. 12) 式 得 Z=min{X,Y) 的 分 布 函 数 为 
1 一 e ”有 = ,之 盖 0， 


下 《 Z) 一 
0， ><<0. 


于 是 Z 王 min{X,Y) 的 概率 密度 为 
加 (2z) 一 


Cii) 并 联 的 情况 . 
由 于 当 且 仅 当 二 ,Z: 都 损坏 时 ,系统 工 才 停止 工作 ,所 以 这 时 工 的 寿命 Z 


(ce 十 B)e 220， 
和 2z 妇 0. 


为 
Z 一 max{X,Y). 
按 (5. 11) 式 得 Z 王 max{X,Y)} 的 分 布 函数 为 
《1 一 ee ”)》( 工 全 站 人) 必 科 
上 二 “。 
， >< 妇 0 
于 是 Z 王 max{X,Y} 的 概率 密度 为 
7 十 pe 一 (ae 十 Pie ”0) 


0 ， z< 雪 0. 
(iii) 备用 的 情况 . 
由 于 这 时 当 系 统 工 ; 损坏 时 系统 上 才 开始 工作 ,因此 整个 系统 工 的 寿命 Z 


sa。 了 。 


误 


小 


是 二 ,L: 两 者 寿命 之 和 , 即 
2Z 一 和 十 : 


按 (5. 3) 式 , 当 zx>>0 时 2 一 X+Y 的 概率 密度 为 
天 二 | Pt 一 人 力 廊 (y)dy 三 | epeedy 


一 - 0 
0 


当 zx 和 0 时 , F(z) 一 0, 于 是 Z=X 十 Y 的 概率 密度 为 
上 站 
太 z) 一 40 一 a 
二 ><< 0. [ 吕 ] 


小 结 


将 一 维 随机 变量 的 概念 加 以 扩充 ,就 得 到 多 维 随 机 变量 . 我 们 着 重 讨 论 了 二 维 随 机 恋 
量 . 和 一 维 随机 变量 一 样 ,我 们 定义 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 
F(Tyy) 一 卫 ( 有 和 有 委 TY 和 过 yy ,一 co< 王 了 Soco 一 ce< 王 yy 于 co， 
对 于 离散 型 随机 变量 (X,Y) 定 义 了 分 布 律 
了 1X 一 Zi yyY 一 人 二 六 全 1 ,2，……，/ 一 SS = ]. 


对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y) 定 义 了 概率 密度 f(z,y) (zy)>0) 
F(z,y) = | | zy)dzdy， 对 于 任意 zy 
二 维 随机 变量 的 分 布 律 与 概率 密度 的 性 质 与 一 维 的 类 似 . 特别 ,对 于 二 维 连 续 型 随机 变 
量 , 有 公式 
PICX,Y) E G) = | rcz,ydrdy， 


其 中 ,G 是 平面 上 的 某 区 域 ( 它 是 一 维 连续 型 变量 的 公式 Ple 二 X 去路 = | 7Cz)dz 的 扩 
充 ). 这 一 公式 常用 来 求 随机 变量 的 不 等 式 成 立 的 概率 ,例如 
下 二 了 人 YE = | rcr,dzdy， 


其 中 ,G 为 半 平 面 > 过. 

在 研究 二 维 随 机 变量 (X,Y)? 时 ,除了 讨论 上 述 与 一 维 随机 变量 类 似 的 内 容 外 ,还 要 讨论 
以 下 的 新 内 容 :边缘 分 布 ` 条 件 分 布 ,随机 变 基 的 独立 性 等 . 

注意 到 ,对 于 (X,Y) 而 言 , 由 (X,Y) 的 分 布 可 以 确定 关于 X .关于 Y 的 边缘 分 布 . 反之 ， 
由 关于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 一 般 是 不 能 确定 (X,Y) 的 分 布 的 . 只 有 当 X,Y 相互 独立 时 ， 
由 两 边缘 分 布 能 确定 (X,Y) 的 分 布 . 
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随机 变量 的 独立 性 是 随机 事件 独立 性 的 扩充 . 我 们 也 常 利 用 问题 的 实际 意义 去 判断 两 
个 随机 变量 的 独立 性 . 例如 , 若 X.Y 分 别 表 示 两 个 工厂 生产 的 显像管 的 寿命 ,我 们 可 以 认为 
X,Y 是 相互 独立 的 . 

我 们 还 讨论 了 Z 王 X-Y,Z=Y/X,Z=XY,AM=max(X,7),N 一 min{X,Y) 的 分 布 的 求 
法 ( 设 (X,Y) 的 分 布 已 知 )， 

本 章 在 进行 各 种 问题 的 计算 时 ,要 用 到 二 重 积 分 或 用 到 二 元 函数 固定 其 中 一 个 变量 对 另 
一 个 变量 的 积分 . 此 时 千 万 要 摘 清 楚 积 分 变量 的 变化 范围 . 题目 做 错 , 往 往 是 由 于 在 进行 积 
分 运算 时 ,将 有 关 的 积分 区 间或 积分 区 域 搞 错 了 . 在 做 题 时 , 画 出 有 关 函 数 的 定义 域 的 图 形 ， 
对 于 正确 确定 积分 上 下 限 肯定 是 有 帮助 的 . 另外 ,所 求 得 的 边缘 密度 .条件 密 度 或 Z=X 二 Y 
的 密度 等 ,往往 是 分 段 函 数 ,正确 写 出 分 段 函数 的 表达 式 当 然 是 必须 的 ， 
用 重要 术语 及 主题 

二 维 随机 变量 (X,Y) 〈X,Y) 的 分 布 函数 ”离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 ” 连 续 型 
随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 ”离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 边缘 分 布 律 ”连续 型 随机 变量 (X， 
2 的 边缘 概率 密度 ”条件 分 布 函数 ”条件 分 布 律 ”条 件 概率 密度 ”两 个 随机 变量 X,Y 的 
独立 性 Z=XT+Y、Z=Y/X、Z=XY 的 概率 密度 ”M=max(X,yY}),N=min{X,y)} 的 概率 
密度 


习题 


1. 在 一 箱子 中 装 有 12 只 开关 ,其 中 2 只 是 次 品 , 在 其 中 取 两 次 ,每 次 任 取 一 只 ,考虑 两 
种 试验 :(1) 放 回 抽样 ;(2) 不 放 回 抽样 .我 们 定义 随机 变量 X,Y 如 下 : 
x= 人 若 第 一 次 取出 的 是 正品 ， 
1， 著 第 一 次 取出 的 是 次 品 ; 
本 的 若 第 二 次 取出 的 是 正品 ， 
1， 车 第 二 次 取出 的 是 次 品 . 
试 分 别 就 (1) (2) 两 种 情况 , 写 出 X 和 YY 的 联合 分 布 律 . 
2. (1) 盒 子 里 装 有 3 只 黑 球 、2 只 红 球 、2 只 白 球 , 在 其 中 任 取 4 只 球 . 以 X 表 示 取 到 黑 
球 的 只 数 ,以 了 表示 取 到 红 球 的 只 数 . 求 X 和 工 的 联合 分 布 律 . 
(2) 在 (1) 中 求 P{IX>>Y) ,PP{IY 王 2X) ,PXTTY 一 3) ,PITIX 一 3 一 Y)， 
3. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
R(6 一 关 一 y)， 有 CO < 4 
三 zyy) 一 
其 他 . 
《1) 确定 常数 人. 
《2) 台中 (X1,7 了 二 3)}。 
(3) 求 P{X< 一 1.5}). 
(4)》 求 卫 ( 瑟 十 yY<4)}， 
4. 设 X,Y 都 是 非 负 的 连续 型 随机 变量 ,它们 相互 独立 . 


(1) 证 明 _P{X<Y} 一 | Pen Fndr， 
其 中 Fx(Cz) 是 X 的 分 布 函数 ,A(y) 是 Y 的 概率 密度 . 


习 题 ”85，。 


(2) 设 X,Y 相互 独立 ,其 概率 密度 分 别 为 
人 ie 5 
0， 其 他 ， 


从 2 CE "23? 9 7 之 0， 


方 CO 人 其 他 ， 


CD) 一 | 


求 PIX<Y). 
s$. 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 函数 
(人 * 7 Z>>0,y>0， 
0， 其 他 . 
求 边缘 分 布 函数 . 
6. 将 一 枚 硬币 掷 3 次 ,以 X 表 示 前 2 次 中 出 现 五 的 次 数 , 以 了 表示 3 次 中 出 现 五 的 次 
数 . 求 X,Y 的 联合 分 布 律 以 及 (X,Y) 的 边缘 分 布 律 . 
7. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
2 Ai 0 过 了 工 过 1:0 福 7yS 坟 7， 
0， 其 他 . 
求 边 缘 概率 密度 . 
8. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1 人 
jyy) -| 
0， 其 他 . 
求 边缘 概率 密度 . 
9. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
cz yy 2 了]1， 
大 zy) 一 民 7 其 他 
(1) 确定 常数 c. 
(2) 求 边缘 概率 密度 . 
10. 将 某 一 医药 公司 8 月 份 和 9 月 份 收 到 的 青霉素 针剂 的 订货 单数 分 别 记 为 和 世 据 以 往 


积累 的 资料 知 X 和 了 的 联合 分 布 律 为 


ee 51 52 53 54 55 
Y 


51 0. 06 0. 05 0. 05 0. 01] 0.01] 
52 0.07 0. 05 0.0] 0.01] 0. 01] 
53 0. 05 0. 10 0. 10 0. 05 0. 05 
54 0. 05 0. 02 0.01 0.01 0.03 
53 0.09 0. 06 0. 05 0.01 0.03 


(1) 求 边缘 分 布 律 . 

(2) 求 8 月 份 的 订单 数 为 51 时 ,9 月 份 订单 数 的 条 件 分 布 律 . 

11. 以 X 记 某 医院 一 天 出 生 的 婴儿 的 个 数 ,Y 记 其 中 男 婴 的 个 数 , 设 X 和 了 的 联合 分 布 律 为 
P(X= YY 一 1) 一 呈 (7.14)”(6.86)” 


72 7 (72 一 227 1 
Mt 一 0 1 2，…，7 思 3; 刀 二 01, 2,……. 


(1) 求 边缘 分 布 律 . 
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(2) 求 条 件 分 布 律 . 

(3) 特别 , 写 出 当 X=20 时 ,Y 的 条 件 分 布 律 . 

12. 求 $1 例 1 中 的 条 件 分 布 律 :P{Y 一 &| X=i)， 
13. 在 第 9 题 中 


(1) 求 条 件 概率 密度 fx v(z| >) ,特别 , 写 出 当 Y= 地 时 X 的 条 件 概率 密度 . 


(2) 求 条 件 概率 密度 frx(y| z) ,特别 ,分 别 写 出 当 X= 二 ,X= 亏 时 Y 的 条 件 概率 密 


(3) 求 条 件 概率 
Eee 3 二 
P 人 > 于 |x= 去 }，P{*> 羡 | 荆 = 去 }， 
14. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1， 13?1<z,0<z<1， 
0， 其 他 . 


求 条 件 概 率 密 度 rix(y 并 ) ， xiy( 工 | Y) ， 
15.、 设 随机 变量 X 一 U(0,1) , 当 给 定 X= 工 时 ,随机 变量 Y 的 条 件 概率 密度 为 


jz 一 | 


1 
卫 US 


mao 
0， 其 他 ， 
(1) 求 X 和 YY 的 联合 概率 密度 太 z,y). 
《2) 求 边缘 密度 户 (>) ,并 画 出 它 的 图 形 . 
《3) 求 P{X>>Y}， 
16. (1) 问 第 1 题 中 的 随机 变量 X 和 是 否 相 互 独立 ? 
(2) 问 第 14 题 中 的 随机 变量 X 和 了 是 否 相互 独立 ( 需 说 明理 由 )? 
17. 〈1) 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 函数 
(1 一 ee)7， Z 二 0,0 委 y 委 1， 
a 一 0， 
ze- 9 Z 过 0,y>]1， 
0， 其 他 . 
证 明 X,Y 相互 独立 ， 
(2) 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 律 
P{X 王 交 Y 一 让 = 大 (1 一 加 0<b 一 1,zyy 均 为 正 整 数 ， 
问 X,Y 是 否 相 互 独立 . 
18. 设 X 和 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,X 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 ,Y 的 概率 密 


度 为 
二 二 
EL 人 9 之 0， 
新 (y) 王 | 2 
0， ys 0. 


(li) 求 X 和 YY 的 联合 概率 密度 . 
(2) 设 含 有 a 的 二 次 方程 为 a: 十 2Xae 十 Y=0, 试 求 w 有 实 根 的 概率 . 


习题 。87 ， 


19. 进行 打靶 , 设 弹 着 点 4A(X,Y) 的 坐标 和 和 Y 相互 独立 , 且 都 服从 NC0,1) 分 布 ,规定 
点 4 落 在 区 域 D = {(z,y)| 王 十 到 委 1) 得 2 分 ; 
点 A 落 在 Di: = {(z,y)11 王 二 十 交 入 4)} 得 1 分 ; 
点 A 落 在 D;, = (Crz,y)| 衬 十 吧 二 4) 得 0 分 . 
以 Z 记 打靶 的 得 分 . 写 出 XK,Y 的 联合 概率 密度 ,并 求 Z 的 分 布 律 . 
20. 设 X 和 YY 是 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 


二 人 0 人 人 ”，y 过 0， 
0， Z 雪 0， 0， y<0， 
其 中 >0,p>0 是 常数 . 引 人 随 机 变量 
1 人， 当 X<Y， 
攻 当 XXX 二 Y. 


〈1) 求 条 件 概率 密度 Fxir(Czl?). 
(2) 求生 的 分 布 律 和 分 布 函数 . 
21. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
十 y， 0 一 Zz<1 ,0 一 y<1， 
4 其 他 . 
分 别 求 (1)Z=XT+TY,(2)Z=XTY 的 概率 密度 . 
22. 设 X 和 基 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 
1， 0 委 z 委 1， e 7， y 盖 0， 
rco 一 1 
0， 其 他 ， 0， 其 他 . 
求 随 机 变量 2 一 X+Y 的 概率 密度 ， 
23， 某 种 商品 一 周 的 需求 量 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
ie” ， ti20。 
人 to 阁 “向 
设 各 周 的 需求 量 是 相互 独立 的 . 求 (1) 两 周 ,(2) 三 周 的 需求 量 的 概率 密度 . 
24. 设 夭 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


Fr) 上 之 0y>>0， 
是 


后 zy) 一 


户 () 一 | 


2 
0， 其 他 . 
(1) 问 和 和 于是 否 相 互 独立 ? 
(2) 求 Z 一 X 二 Y 的 概率 密度 . 
25. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 旦 具有 相同 的 分 布 ,它们 概率 密度 均 为 
二 本 1 
co- 人 其 他 . 
求 Z 一 X+Y 的 概率 密度 ， 
26. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,它们 的 概率 密度 均 为 
二 已 “4 大 一 0， 
交 一 人 其 他 . 


求 Z=Y/X 的 概率 密度 . 
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27. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,它们 都 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 .A 是 以 入,Y 为 边 


长 的 矩形 的 面积 , 求 A 的 概率 密度 . 
28. 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 都 服从 正 态 分 布 N(0,o). 试验 证 随机 变量 Z 


一 VX: 十 好 的 概率 密度 为 


2 之 
冬 一 z /12o )》 
2 9 z 之 0， 
大 (xz) 一 


中 其 他 . 
我 们 称 Z 服从 参数 为 ec (c 二 0) 的 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 . 
29. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
Hero 人 0<Zz 一 1 ,0 一 yy 一 co ， 
0， 其 他 . 
(1) 试 确定 常数 六 
(2) 求 边缘 概率 密度 fx (Cz), Fr(Cy). 
(3) 求 函 数 U=max{(X,Y) 的 分 布 函数 . 
30. 设 某 种 型 号 的 电子 元 件 的 寿命 (以 小 时 计 )? 近 似 地 服从 正 态 分 布 N(160,20:) ,随机 
地 选取 4 只 , 求 其 中 没有 一 只 寿命 小 于 180 的 概率 . 
31. 对 某 种 电子 装置 的 输出 测量 了 5 次 ,得 到 结果 为 Xi ,X: ,Xa:,X,,Xs. 设 它们 是 相互 
独立 的 随机 变量 且 都 服从 参数 o 一 2 的 瑞 利 分 布 . 
(1) 求 Z 一 max{(X ,X: ,X, ,X,,X ) 的 分 布 函数 . 
(2) 求 P{Z>4)}. 
32， 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 , 试 证明 ， 
Pa<min(X,Y) 二 0)=LP{(X>a) 一 [P{(X>D)]  (a 挟 D)， 
33. 届 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,其 分 布 律 分 别 为 
P{(X 王 Ah) 一 六 R)， 有 一 0,1,2， 
P{Y = 一) 一 qg(r)， rr 一 0,1,2，…. 
证 明 随 机 变量 Z 一 X 十 Y 的 分 布 律 为 
P{Z 一 i 一 SS i 一 0，1，2 ,…. 


炎 一 吕 


34. 设 入 ,了 是 相互 独立 的 随机 变量 ,X~rGi) ,7 一 rCz ). 证 明 Z 王 X 十 Y 一 rCl 十 1 )， 


3S$. 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 恋 量 ,X 一 pm ,bb),Y~5(na , 力 ). 证 明 
DZ 一 X 十 Y 一 5Cnl 十 ma ， 力 )， 
36. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 
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(1) 求 己 {X=2|1Y=2),P(Y 一 3|X=0). 
《2) 求 Y 一 max{X,Y) 的 分 布 律 ， 

(3) 求 U=min{X,Y} 的 分 布 律 . 

《4) 求 泵 一 X 十 Y 的 分 布 律 . 
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上 一 章 介绍 了 随机 变量 的 分 布 函数 .概率 密度 和 分 布 律 ,它们 都 能 完整 地 措 
述 随机 变量 ,但 在 某 些 实际 或 理论 问题 中 ,人 们 感 兴趣 于 某 些 能 描述 随机 变量 基 
一 种 特征 的 常数 ,例如 ,一 篮球 队 上 场 比赛 的 运动 员 的 身高 是 一 个 随机 变量 ,人 
们 常 关心 上 场 运动 员 的 平均 身高 . 一 个 城市 一 户 家 庭 拥有 汽车 的 辆 数 是 一 个 随 
机 变量 ,在 考察 城市 的 交通 情况 时 ,人 们 关心 户 均 拥 有 汽车 的 辆 数 . 评价 棉花 的 
质量 时 , 既 需要 注意 纤维 的 平均 长 度 , 又 需要 注意 纤维 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程 
度 ,平均 长 度 较 大 ,偏离 程度 较 小 ,质量 就 较 好 . 这 种 由 随机 变量 的 分 布 所 确定 
的 ,能 刻画 随机 变量 某 一 方面 的 特征 的 常数 统称 为 数字 特征 , 它 在 理论 和 实际 应 
用 中 都 很 重要 . 本 章 将 介绍 几 个 重要 的 数字 特征 :数学 期 望 ,方差 .相关 系数 
和 第 


1 数学 期 望 


先 看 一 个 例子 . 一 射手 进行 打靶 练习 ,规定 射 人 区 域 e (图 4 一 1) 得 2 分 , 射 
人 人 区域 CE1 得 ] 分 , 脱 靶 , 即 射 人 区 域 En ,得 0 分 . 射手 一 次 射击 得 分 数 久 是 一 个 
随机 变量 . 设 X 的 分 布 律 为 

P{X 一 人 寻 一 户 尖 一 0,1，2. 
现在 射击 N 次 ,其 中 得 0 分 的 有 ae 次 ,得 1 分 的 有 
al 次 ,得 2 分 的 有 as 次 ,ao 十 c 十 az 三 入 .他 射击 六 
次 得 分 的 总 和 为 aoX0 二 alX1 二 as*X2. 于 是 平均 一 
次 射击 的 得 分 数 为 汪 
Co XePahRa CC 

N 呈 二 之 、 图 4 一 1 
这 里 ,ax/N 是 事件 {X =A)} 的 频率 .在 第 五 章 将 会 讲 到 , 当 六 很 大 时 ,ak/N 在 一 
定 意义 下 接近 于 事件 4X = Ai 的 概率 名. 就 是 说 ,在 试验 次 数 很 大 时 ,随机 变量 
X 的 观察 值 的 算术 平均 > ,ai/N 在 一 定 意义 下 接近 于 > ip. 我们 称 > ip, 为 


随机 变量 X 的 数学 期 望 或 均值 . 一 般 , 有 以 下 的 定义 . 
定义 “ 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
P1X 一 zi 一 轧 ， R 一 1,2,，……. 


1 数学 期 望 ”有 


若 级 数 
>，ziz， 
绝对 收敛, 则 称 级 数 > \zizp, 的 和 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 ECX). 即 
ES (1. 1) 
设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 Fz) , 若 积分 
| zyrczydz 


绝对 收敛 , 则 称 积分 | ”zx7(z)dz 的 值 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 ECX)， 
即 
E(X) = | _zy(z)dz 昌国 少 


数学 期 望 简称 期 望 ,又 称 为 均值 . 

数学 期 望 E(X) 完 全 由 随机 变量 X 的 概率 分 布 所 确定 . 若 X 服从 某 一 分 
布 , 也 称 下 (X) 是 这 一 分 布 的 数学 期 望 

例 1 某 医院 当 新 生 儿 诞生 时 ,医生 要 根据 婴儿 的 皮肤 颜色 .肌肉 弹性 、 反 
应 的 敏感 性 ,心脏 的 搏动 等 方面 的 情况 进行 评分 ,新 生 儿 的 得 分 X 是 一 个 随机 
变量 . 据 以 往 的 资料 表明 X 的 分 布 律 为 





试 求 X 的 数学 期 望 正 (X). 
解 开 (X) 一 0X0.002 十 1X0.001 十 2X0.002 十 3X0.005 十 4X0.02 
十 5X0.04 十 6X0. 18 十 7X0. 37 十 8X0.25 十 9X0.12 十 10X0.01 


一 7. 15( 分 ) 
这 意味 着 , 若 考 察 医 院 出 生 的 很 多 新 生 儿 ,例如 1000 个 ,那么 一 个 新 生 几 的 平均 
得 分 约 7. 15 分 ,1000 个 新 生 儿 共 得 分 约 7150 分 . 口 


例 2 有 两 个 相互 独立 工作 的 电子 装置 ,它们 的 寿命 (以 小 时 计 ) Xe (CR 一 1， 
2) 服 从 同一 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


业 | 元 
mo-| 0 
年。 Z 坟 0， 
若 将 这 两 个 电子 装置 串联 连接 组 成 整 机 , 求 整 机 寿命 (以 小 时 计 ) N 的 数学 
期 望 . 
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解 XI(A 一 1,2) 的 分 布 函 数 为 


Fr 二 人 
中 5 Z< 二 0. 
由 第 三 章 》$5 的 (5.12) 式 N 王 min{Xi,X， 的 分 布 图 数 为 
严 (zz) 王 1 一 [1 一 FFCz) | = 王 人 
0， YZ<0， 
因而 六 的 概率 密度 为 


和 Ca | 
minN. 蕊 


0， Z 委 0， 
于 是 N 的 数学 期 望 为 


FECN) 一 | Zrz)dz 一 全 人 edz 三 . 近 
一 co 必 


例 3 按 规 定 , 某 车 站 每 天 8:00~9:00,9:00 一 10:00 都 恰 有 一 辆 客车 到 


站 ,但 到 站 的 时 刻 是 随机 的 , 且 两 者 到 站 的 时 间 相 互 独立 . 其 规律 为 


8:10 83:30 8:50 

到 站 时 刻 9:10 9:30 9:50 
概率 2 2 
一 旅客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 
解 ” 设 旅客 的 候车 时 间 为 X〈 以 分 计 ). X 的 分 布 律 为 











在 上 表 中 ,例如 


P(X=70}=P(AB) 一 P(A)P(B) 一 去 X 六 ， 
其 中 A 为 事件 "第 一 班车 在 8:10 到 站 ”, 忆 为 “第 二 班车 在 9:30 到 站 ” 候车 时 
间 的 数学 期 望 为 


1 3 2 
下 (和 ) 一 10 藉 6 = 臣 光 日 妆 6 十 50X36 十 70 义 56 十 90 义 


36 
一 27. 22( 分 ). 


例 4 采 商 店 对 茶 种 家 用 电器 的 销售 采用 先 使 用 后 付款 的 方式 . 记 使 用 寿 


命 为 及 (以 年 计 ) ,规定 : 
X 委 1, 一 台 付 款 1 500 元 ; 
1 一 X 委 2 ,一 台 付 款 2 000 元 ; 


口 


$1 数学 期 望 。93 。 


2 一 X 扫 3, 一 台 付 款 2 500 元 ; 
和 X3, 一 台 付 款 3 000 元 . 
设 寿命 X 服从 指数 分 布 ,概率 密度 为 


了 工 e-z/io ， 大 0， 
(zxz) 一 10 


0， Z<0. 
试 求 该 商店 一 台 这 种 家 用 电器 收费 Y 的 数学 期 望 . 
解 ” 先 求 出 寿命 X 落 在 各 个 时 间 区 间 的 概率 . 即 有 


] 
P(X 雪 1) = | edz 一 1 一 ev 一 0.095 2， 
用 
2 
Pt1 一 人 < 入 3)} 一 | eadz 一 e 一 e 一 0.086 1， 
1 
3 
PL2< 天 过 3) = | 让 edz 一 ee 一 6 一 0.077 9， 
2 


PP | eedz 一 cos 0.7408. 
3 


一 台 家 用 电器 收费 Y 的 分 布 律 为 
加 ] 500 2 000 2 500 3 000 
户 ， 0.0952 0.0861 0.0779 0.7408 
得 下 (Y) 王 2 732. 15, 即 平均 一 台 收 费 2732. 15 元 . 口 ] 


例 $S 在 一 个 人 数 很 多 的 团体 中 普查 某 种 疾病 ,为 此 要 抽验 N 个 人 的 血 ,可 
以 用 两 种 方法 进行 . (iD 将 每 个 人 的 血 分 别 去 验 , 这 就 需 验 N 次 . (ii) 按 有 & 个 人 一 
组 进行 分 组 ,把 从 大 个 人 抽 来 的 血 混 合 在 一 起 进行 检验 ,如 果 这 混合 血液 旺 阴 性 
反应 ,就 说 明 & 个 人 的 血 都 呈 阴 性 反应 ,这样 , 这 有 个 人 的 血 就 只 需 验 一 次 . 若 呈 
阳性 , 则 再 对 这 个 人 的 血液 分 别 进行 化 验 . 这 样 ,& 个 人 的 血 总 共 要 化 验 & 十 1 
次 .假设 每 个 人 化 验 呈 阳性 的 概率 为 如 , 且 这 些 人 的 试验 反应 是 相互 独立 的 . 试 
说 明 当 训 较 小 时 ,选取 适当 的 玉 , 按 第 二 种 方法 可 以 减少 化 验 的 次 数 . 并 说 明 大 
取 什 么 值 时 最 适宜 . 

解 各 人 的 血 呈 阴性 反应 的 概率 为 9=1 一 娟 .因而 & 个 人 的 混合 血 呈 阴性 
反应 的 概率 为 9 ,个 人 的 混合 血 呈 阳性 反应 的 概率 为 1 一 #. 

设 以 & 个 人 为 一 组 时 ,组 内 每 人 化 验 的 次 数 为 X, 则 X 是 一 个 随机 变量 ,其 
分 布 律 为 
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X 的 数学 期 望 为 
E(X) 一 二 十 (1+ 云 )G 一 人 一 1 一 四 十 工 
《 4 


N 个 人 平均 需 化 验 的 次 数 为 


N(1 一 愉 十 天 
由 此 可 知 , 只 要 选择 & 使 
1 一 处 十 元 <<1， 
则 N 个 人 平均 需 化 验 的 次 数 二 N. 当 思 固 定时 ,我 们 选取 使 得 
4 


小 于 1 且 取 到 最 小 值 , 这 时 就 能 得 到 最 好 的 分 组 方法 . 


例如 , 尹 一 0. 1, 则 g 一 0. 9, 当 &=4 时 沁 一 1 一 多 十 元 取 到 最 小 值 . 此 时 得 到 
最 好 的 分 组 方法 . 若 N 一 1000, 此 时 以 4=4 分 组 , 则 按 第 二 种 方法 平均 只 需 化 验 


1000(1 一 0 9: 十 于 )=594( 次 ) 


这 样 平均 来 说 ,可 以 减少 40%% 的 工作 量 . 
例 6 设 X 一 rr(G) , 求 开 (X)， 








解 X 的 分 布 律 为 
同一 
P{X 一 及 一 “9 9 R 一 0,1,2,…， 有 
X 的 数学 期 望 为 
= 二 本 一 S 有 人 eek 一 
尼 (X) 之 人 之 1 击 二 和 Me 总 一 和 
即 天 (X) 一 人). 


例 7 设 X~U(o,b), 求 下 (X). 
解 X 的 概率 密度 为 


F -| 弃 ER 
7 其 他 . 
X 的 数学 期 望 为 


ECX) = | zxrkzpdz= | 产 -dz= “十 2 
即 数 学 期 望 位 于 区 间 (a,o) 的 中 点 . 








口 


口 ] 


我 们 经 常 需要 求 随机 变量 的 一 数 的 数学 期 望 , 例 如 飞机 机 可 受 到 压力 三 
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&Y (V 是 风速 ,&>0 是 常数) 的 作用 ,需要 求 多 的 数学 期 望 , 这 里 殉 是 随机 变 
量 Y 的 函数 . 这 时 ,可 以 通过 下 面 的 定理 来 求 妈 的 数学 期 望 . 

定理 设 工 是 随机 变量 X 的 函数 :Y 一 8(X) (8 是 连续 困 数 ). 

《iD 如 果 X 是 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 也 (X 一 zr} 一 加 ,一 1,2，…， 


若 >,g(Cze) 思 绝对 收敛 , 则 有 
炎 一 1 
E(Y) = ELg(X)] = y\g(zi) 户 。 (1.3) 
ka1 


(ii 如 果 X 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 概率 密度 为 /(z), 若 | ”g(z)7z)dz 
绝对 收敛 , 则 有 
ECY) = ELg(X)] = | 8g(z)A(z)dz (1.4) 


定理 的 重要 意义 在 于 当 我 们 求 E(Y) 时 ,不 必 算 出 Y 的 分 布 律 或 概率 密度 ， 
而 只 需 利 用 X 的 分 布 律 或 概率 密度 就 可 以 了 ,定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 . 
我 们 只 对 下 述 特殊 情况 加 以 证 明 . 

证 议 X 是 连续 型 随机 变量 , 旦 >=g(Cz) 满 足 第 二 章 $5 中 定理 的 条 件 . 

由 第 二 章 》5 中 的 (5. 2) 式 知道 随机 变量 Y=g(CX) 的 概率 密度 为 
FxLACy)]IA CCy) |， a<y<B， 


《73) 一 
2 0， 其 他 ， 





于 是 
ECOD = | _yfr(y)dy = | >7xChCo] IC 1dy 
当 产 (y) 恒 盖 0 时 
EC(Y) 一 | yxLaCD)]NCady 一 | gcz)7Aczdr 
当 万 (y) 恒 二 0 时 
E(Y) = 一 | yx[ACy)]iCy)dy 


= 一 | egCz)7z)dz 一 旧 gzZ) 三)dz. 


综合 上 两 式 ,(1. 4) 式 得 证 . 口 
上 述 定 理 还 可 以 推广 到 两 个 或 两 个 以 上 随机 变量 的 函数 的 情况 . 
例如 , 设 2 是 随机 变量 X,Y 的 函数 Z=g(X,Y) (g 是 连续 函数 ) ,那么 ,Z 
是 一 个 一 维 随机 变量 . 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 F(Cz,y), 则 有 


FE(Z) = ELr(X.Y)] 对 | 二 (1.5) 
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这 里 设 上 式 右 边 的 积分 绝对 收 伍 . 又 若 (X,Y) 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P{X 一 zi yy 一刀 )} 一 加 7 一 1,2,…， 则 有 
E(Z) 王 ELg(X,Y)] 一 >，> 8(Cziyyi)2 罗 5， (1. 6) 


这 里 设 上 式 右 边 的 级 数 绝 对 收敛 . 
例 8 设 风 速 立 在 (0,e) 上 服从 均匀 分 布 , 即 具有 概率 密度 


Fo) | 0<”w<a， 
YJ) = 一 


0， 其 他 ，. 
又 设 飞机 机 可 受 到 的 正 压 力 厂 是 V 的 函数 : 泵 = (>>0, 常 数 ), 求 驳 的 数学 
期 望 , 
解 ”由 (1.4) 式 有 
FE(W) = 加 二 | 二 do 一 二 如 2 口 
例 9 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 
1 3 1 
Aero 到 二 <y<ZZl)1， 
0， 其 他 . 


求 数学 期 望 ECY),E{ Xp) 
解 ”由 (1.5) 式 得 


ED) =| | redydtz=| | 二 dvdz 
人 1 到 必 亿 YY 





3 ln zx7T]” “wa 3 
= | 一 去 2 | 十 一 二 dz 一 玫 ， 


E( 忘 )= 车 雹 /zyy)dydz | id dy 一 羡 口 
例 10 某 公 司 计划 开发 一 种 新 产品 市 场 , 并 试图 确定 该 产品 的 产量 . 他 们 
估计 出 售 一 件 产品 可 获 利 头 元 ,而 积压 一 件 产品 导致 关 元 的 损失 . 再 者 ,他 们 预 


测 销 售 量 Y( 件 ?服从 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 


En 一 378 
roo=| NA 2 0 一 0， 
0， > 委 0. 
问 知 要 获得 利润 的 数学 期 望 最 大 ,应 生产 多 少 件 产品 (mmb 均 为 已 知 )? 
解 ” 设 生产 工 件 , 则 获 利 Q 是 z 的 范 数 
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1 一 7( 工 一 站 )， 玫 
777 工 ， 0 
Q 是 随机 变量 , 它 是 Y 的 函数 ,其 数学 期 望 为 


E(Q) =- 下 人 


Q=QGCz) 一 


一 Loy 一 zz 一 y) 了 dy 


+ 上 | 177 工 三 eyedy 
一 (M2 十 1)0 一 (7 十 1)0e29 一 7 并 。 


令 生 E(Q) 一 (m 十 me 一 a 一 0， 
。 ER 
得 工 一 bln 二 十 7. 
而 EC(Q) 一 二 和 一 对 ee<0， 


放 知 当 z 一 一 bn 二 7 时 下 (Q) 取 极 大 值 , 且 可 知 这 也 是 最 大 值 . 


e 15005 


| 
例如 , 若 5 000 
吕 ， y<<0， 


目 有 头 一 500 元 ,xz 一 2000 元 , 则 


_2000 
2 一 10 0001ET7TOO 2 231.4 


取 zx 一 2231 件 . 襄 ] 
例 11 某 甲 与 其 他 三 人 参与 一 个 项 目的 竞拍 ,价格 以 千 美元 计 , 价 格 高 者 
获胜 . 若 甲 中 标 ,他 就 将 此 项 目 以 10 千 美 元 转让 给 他 人 . 可 认为 其 他 三 人 的 竞拍 
价 是 相互 独立 的 , 且 都 在 7 一 11 千 美 元 之 间 均 匀 分 布 . 问 甲 应 如 何 报价 才 能 使 获 
益 的 数学 期 望 为 最 大 ( 若 甲 中 标 必 须 将 此 项 目 以 他 自己 的 报价 买 下 ). 
解 设 Xi,X,Xs 是 其 他 三 人 的 报价 , 按 题 意 X,X:，,X: 相互 独立 , 且 在 
区 间 (7,11) 上 服从 均 义 分布. 其 分 布 函 数 为 


yy 一 0， 


避 。 2UA 
次 克 二 一， 全) ， 
和 & 之 11. 


以 旺 记 三 人 最 大 出 价 ， 即 Y 一 max{ 和 X， , 入; ,入 3 。 荆 的 分 布 函 数 为 
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一 一 一、 人- -一 一 


上 Mt< 7， 





Fv(z) 一 ( 叶 ) 7<v<1l， 


对 & 之 11. 
若 甲 的 报价 为 xz, 按 题 意 7 迄 z 迄 10, 知 甲 能 赢得 这 一 项 目的 概率 为 


YA 
b 一 P{Y<z)} 一 Fr(z) 一 (一 ) 《70 


以 GCz) 记 甲 的 赚钱 数 ,G(Cz) 是 一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 
《7( 并 ) 10 一 工 0 





于 是 甲 赚钱 数 的 数学 期 望 为 
E[G(z)]=(z 7 ) (10 一 z) 
令 后 E[G(z)] 一 二 [(z 一 7)2(37 一 4z)] 一 0， 
得 xz= 一 37/4,z 一 7 ( 舍 去 )， 
又 知 ”后 E[GCz]| < 
故 知 当 甲 的 报价 为 z 一 37/4 千 美元 时 ,他 赚钱 数 的 数学 期 望 达到 极 大 值 , 还 可 


知 这 也 是 最 大 值 . 罚 
现在 来 证 明 数 学 期 望 的 几 个 重要 性 质 上 (以 下 设 所 遇 到 的 随机 变量 的 数学 
期 望 存 在 ). 


1 设 C 是 常数 , 则 有 E(C)=C. 
2 设 X 是 一 个 随机 变量 ,C 是 常数 , 则 有 
ECCX) 一 CE(X). 
3 设 X,Y 是 两 个 随机 变量 , 则 有 
RCI 二 三 (十 忆 (Y). 

这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 之 和 的 情况 . 

4 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 

开 (XY) 一 尼 (X) 已 (Y). 

这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 之 积 的 情况 . 

证 1 、2 由 读者 自己 证 明 . 我 们 来 证 3 和 4. 

@ 这 里 我 们 只 对 连续 型 随机 变量 的 情况 加 以 证 明 , 读 者 只 要 将 证 明 中 的 “积分 "用 * 和 式 "代替 ,就 

能 得 到 离散 型 随机 变量 情况 的 证 明 ， 


1 数学 期 望 本 


设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 fCz,y). 其 边缘 概率 密度 为 r(z)， 


rr(Cy). 由 (1. 5) 式 
下 (X 十 Y) = | | (让 放 交 六 帮 册 


zx 上 | zfCzy)dzdy 十 | | wyrczsyydzdy 
一 下 (和 ) 十 下 (Y)。 


3 得 证 . 
又 若 X 和 相互 独立 ， 


ECXY，) = 上 | 0 
可 | | 


轿 


4 得 证 . 
例 12 一 民航 送 客车 载 有 20 位 旅客 自 机 场 开 出 ,旅客 有 10 个 车 站 可 以 下 


车 . 如 到 达 一 个 车 站 没有 旅客 下 车 就 不 停车 . 以 X 表示 停车 的 次 数 , 求 瑟 (X) 

( 设 每 位 旅客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 ,并 设 各 位 旅客 是 否 下 车 相互 独立 ). 
解 引入 随 机 变量 

_10， 在 第 :站 没有 人 下 车 ， ，， 

从 ; 加 在 第 ; 站 有 人 下 车 ， z 一 ],2， 1 0. 


易 知 式 王 和 :十 天 2 十 十 故 1o， 


现在 来 求 下 (X). 

按 题 意 , 任 一 旅客 在 第 ;站 不 下 车 的 概率 为 所 ,因此 20 位 旅客 都 不 在 第 ; 
站 下 车 的 概率 为 { 世 ) ,在 第 ;站 有 人 下 车 的 概率 为 1 一 { 2 ) ,也 就 是 
) 12 


上 9 20 FE 1 9 
P{X: 一 0}=( 人 | ,也 (X, 一 二 一] (去 
由 此 
AM 
ECX) 一 ] 人 jz 2 人 
进而 EC(X) 一 克 (X -全 


一 中 (和 1) 十 瑟 ( 人 方才。 十 厂 (Xi ) 


=10[1-( 基 ) ]=s 784( 次 ). 


本 题 是 将 X 分 解 成 数 个 随机 变量 之 和 ,然后 利用 随机 变量 和 的 数学 期 望 等 
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于 随机 变量 数学 期 望 之 和 来 求 数学 期 望 的 ,这 种 处 理 方 法 具有 一 定 的 普遍 意义 . 
[ 


例 13 设 一 电路 中 电流 工 (A) 与 电阻 RR (9Q) 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 
其 概率 密度 分 别 为 


27 0 入;i 和 去] 9 和 0 过 r< 委 3 本 
一 Cr) 一 4 3 
0， 其 他 ， 


0， 其 他 . 
试 求 电 压 V= 下 的 均值 . 
解 E(V)= 王 BE(IR) 一 ECDE(CR) 
[| idi|[| 败 (r)dr | 
(| 2i2di ) (| .5 dr) = 祁 (V) 吕 ] 
$2 方 莽 


先 从 例子 说 起 . 例如 ,有 一 批 灯泡 , 知 其 平均 寿命 是 下 (X) 王 1 000( 小 时 ). 仅 
由 这 一 指标 我 们 还 不 能 判定 这 批 灯 泡 的 质量 好 坏 .事实 上 ,有 可 能 其 中 绝 大 部 分 
灯泡 的 寿命 都 在 950 一 1 050 小 时 ;也 有 可 能 其 中 约 有 一 半 是 高 质量 的 ,它们 的 
寿命 大 约 有 1 300 小 时 , 另 一 半 却 是 质量 很 差 的 ,其 寿命 大 约 只 有 700 小 时 . 为 
要 评定 这 批 灯 泡 质 量 的 好 坏 , 还 需 进 一 步 考察 灯泡 寿命 X 与 其 均值 己 (X) = 
1 000 的 偏离 程度 . 若 偏离 程度 较 小 ,表示 质量 比较 稳定 .从 这 个 意义 上 来 说 ,我 
们 认为 质量 较 好 . 前 面 也 曾 提 到 在 检验 棉花 的 质量 时 , 既 要 注意 纤维 的 平均 长 
度 ,还 要 注意 纤维 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程度 . 由 此 可 见 , 研 究 随机 变量 与 其 均 
值 的 偏离 程度 是 十 分 必要 的 .那么 ,用 怎样 的 量 去 度量 这 个 偏离 程度 呢 ? 容易 
看 到 
已 {|X 一 已 (X) |) 
能 度量 随机 变量 与 其 均值 ECX) 的 偏离 程度 . 但 由 于 上 式 带 有 绝对 值 ,运算 不 方 
便 ,为 运算 方便 起 见 , 通 常用 量 
玖 (人 [X 一 (X)]2) 
来 度量 随机 变量 X 与 其 均值 下 (X) 的 偏离 程度 . 
定义 设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 玖 {LX 一 巨 (X)]) 存在, 则 称 瓦 {LX 一 
下 (X) )} 为 和 的 方差 , 记 为 DC(X) 或 Var(X), 即 
D(X) 一 Var( 书 ) 三 作 和 一 局 (X)]:). (217 


在 应 用 上 还 引入 量 VD(X) , 记 为 cCX) , 称 为 标准 差 或 均 方 差 . 


8$2 方 着 。 TD07 。 


按 定 义 , 随 机 变量 X 的 方差 表达 了 X 的 取 值 与 其 数学 期 望 的 偏离 程度 . 若 
D(X) 较 小 意味 着 X 的 取 值 比较 集中 在 巨 (X) 的 附近 ,反之 , 若 DCX) 较 大 则 表 
示 X 的 取 值 较 分 散 . 因此 ,D(CX) 是 刻画 X 取 值 分 散 程度 的 一 个 量 , 它 是 衡量 和 
取 值 分 散 程度 的 一 个 尺度 . 

由 定义 知 ,方差 实际 上 就 是 随机 变量 X 的 函数 g(X)=(X 一 瑟 (X))2 的 数 
学 期 望 .于 是 对 于 离散 型 随机 变量 , 按 (1.3) 式 有 


DCX) = > [zt 一 已 (X)]2? 库 ， [2 
大 一 ] 


其 中 P{X=zi) 一 旋 ,类 一 1,2,… 是 X 的 分 布 律 . 
对 于 连续 型 随机 变量 , 按 (1.4) 式 有 


DCX) 二 | 二 (2. 3) 


其 中 F(z) 是 X 的 概率 密度 
随机 变量 X 的 方差 可 按 下 列 公式 计算 ， 
D(X) 一 已 (X2 ) 一 [已 (和 X):. (2. 4) 
证 ”由 数学 期 望 的 性 质 ] ,2 ,3 得 
站 ( 芙 ) 一 互 {[X 一 巨 ( 生 ) 闻 } 一 加 (X 一 2 已 ( 刁 ) 十 [ 玖 (天 ) 了 ]) 
一 已 (X2 ) 一 2 已 (X) 忆 (X) 十 [五 ( 芒 ?了 


一 局 (X2 ) 一 [下 (X)]?. 口 
例 1 设 随机 变量 X 具有 数学 期 望 下 (X) 王 pr, 方 盖 DC(X) 王 于 尖 0. 记 
十 ” 人 9 
厅 
则 书 (X* ) 一 二 已 (X 一 由 一 一 [ECX) 一 各 一 0 


D(X*:) 一 ECX.2) 一 [E(X， ) 了 一 E| (一 ee) | 
了 
C 


即 X' 一 全 一 “4 的 数学 期 望 为 0, 方 差 为 1. X 称 为 X 的 标准 化 变量 . 口 


例 2 设 随 机 变量 X 具有 (0 一 1 分布 ,其 分 布 律 为 
PLX 一 0) 一 1 一 上 ， PPIX 一 1) 一 思 . 


2 
有 EL(X 一 Ap 一 庆 一 1 


求 DC(X). 
解 下 (X) 一 0。(1 一 力 ) 十 1。 力 一 轧 ， 
FE(X2:) 一 02:。(1 一 户 ) 十 1:。 力 一 力 
由 (2. 4) 式 


站 (X) 一 天 (X? ) 一 [ 开 (X) 一 力 一 加 一 力 (1 一 力 )， 记 ] 
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例 3 设 随 机 变量 X 一 r(A) , 求 DCX)， 
解 ”随机 变量 X 的 分 布 律 为 
三 让 


区 
上 节 例 6 已 算得 下 C(X) 一 人 ,而 
ee [X(X 一 1)] 十 瓦 (X》 


R 一 0,1,2，……， 人 之 0， 


本 


2 用 





-tene + 一 十 》， 
所 以 方差 
D(X) 一 已 (X?) 一 [局 (X) 卫 一 1. 
由 此 可 知 , 泊 松 分 布 的 数学 期 望 与 方差 相等 ,都 等 于 参数 1. 因为 泊 松 分 布 只 含 
一 个 参数 ,只 要 知道 它 的 数学 期 望 或 方差 就 能 完全 确定 它 的 分 布 了 。 口 
例 4 设 随 机 变量 X 一 U(Cc,b), 求 DCX). 
解 X 的 概率 密度 为 


] 
re-|5 4C< 一 D， 
0， 其 他 . 

上 节 例 7 已 算得 下 (X) 王 .方差 为 
人 ee 一 0 

( 吧 (2 一 Go) 

= 一; 2 ) 站 本 
例 S 设 随 机 变量 X 所 和 


人 > 
上 一 一 
0， Z<0. 


2 








其 中 0 盖 0, 求 下 (X) ,DCX)， 
解 三 | 0 | > 可 eedz 


二 六 ez 





+ 上 | sdz=0， 
0 0 


ECX?) 一 | 了 /Gz)dz 一 | 之 三 codz 


= 人 ez/8 





十 | 2xe-zedz 一 20 ， 


于 是 DD(X) 一 下 (X ) 一 [LE(X) 下 二 28 一 玉 一 史 . 


2 方 差 *。 703 。 


即 有 忆 (X) 一 0， (X) 一 上 ， 口 
现在 来 证 明 方差 的 几 个 重要 性 质 ( 以 下 设 所 遇 到 的 随机 变量 其 方差 存在 ). 
1” 设 C 是 常数 , 则 DCC) 王 0. 
2” 设 X 是 随机 变量 ,C 是 常数 , 则 有 
PCCX) 一 CDCX)， DCX 十 C) 一 DCX). 
3 设 X,Y 是 两 个 随机 变量 , 则 有 


DCX 二 Y) 王 DCX) 十 DCY) 十 2E{((X 一 巨 (X))(Y 一 已 (Y))). (2. 5) 
特别 ,大 X,Y 相互 独立 , 则 有 
DCX 十 Y) 一 DCX) 十 DCY). 25 


这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 情况 . 
4 DCX)=0 的 充 要 条 件 是 X 以 概率 1 取 常 数 下 (X) , 即 
P{X 一 已 (X) ) 一 1. 
证 1” DCC) 王 下 {LC 一 ECC)} 王 0. 
2” DCCX) 一 开 {[CX 一 ECCX)]} 一 C2E(LX 一 已 (X)] 一 C2DCX)， 
D(X 十 C) 一 玉 {[ 怀 十 C 一 瑟 ( 瑟 十 C)])} 一 已 {([X 一 已 (其 )] ) 一 万 (X)， 
3” DCX 二 Y) 一 ELLCX 十 Y) 一 局 (X 十 Y)?) 
一 开 {[(X 一 忆 (X)) 十 (Y 一 已 (Y))]?) 
一 天 {(X 一 巨 (X))2) 十 殖 {(Y 一 下 (YY))2 ) 
十 2E{[CCX 一 下 (X)]LY 一 尼 (Y)]) 
一 DCX) 十 D(Y) 十 2{[X 一 已 (X)]LY 一 形 (Y)])}. 
上 式 右 端 第 三 项 : 
2 歼 {[(X 一 已 (X)]LY 一 已 (Y)]) 
一 2 已 {XY 一 XECOY) 一 YE(X) 十 已 (X)ECOY)} 
一 2{ 开 (XY) 一 下 (X) 开 (7Y) 一 已 (Y) 尼 (X) 十 下 CX)ECY)) 
一 2{ 忆 (XY) 一 已 (X) 尼 (Y))}， 
知 X,Y 相互 独立 ,由 数学 期 望 的 性 质 4 知道 上 式 右 端 为 0, 于 是 
D(X 十 Y) 和 DCX) 十 DCY)， 
4 充分 性 . 设 P{(X 王 下 (X)} 王 1, 则 有 P{X: 王 [ECX)]:} 一 1, 于 是 
D(X) 一 巨 (X2) 一 [已 CX)]2 一 0. 
必要 性 的 证 明 写 在 切 比 雪夫 不 等 式 证 明 的 后 面 . 口 
例 6 设 随 机 变量 X~p(nzypb), 求 CX),D(CX). 
解 由 二 项 分 布 的 定义 知 ,随机 变量 和 X 是 ” 重 伯 努 利 试验 中 事件 4 发 生 的 
次 数 , 且 在 每 次 试验 中 A 发 生 的 概率 为 加 .引入 随 机 变量 
1，A 在 第 & 次 试验 发 生 ， 


X4 一 一 
0，A 在 第 & 次 试验 不 发 生 ， 
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易 知 美 一 大, 十 天 十 … 十 天 ， (2.7) 
由 于 X: 只 依赖 于 第 & 次 试验 ,而 各 次 试验 相互 独立 ,于 是 Xi,X:,，…,X, 相互 
独立 ,又 知 Xe ,k 一 1,2,… 光 服从 同一 (0 一 1) 分 布 

0 1 

刀 1 一 户 户 
《2. 7) 式 表明 以 zz 为 参数 的 二 项 分 布 变量 ,可 分 解 成 为 个 相互 独立 且 都 服 
从 以 户 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 之 和 . 

由 例 2 知 已 (Xi ) 一 加 ,DCXD) 一 加 (1 一 加 ) ,一 1,2,……m. 故 知 


BE(X) 一 辣 (> ) 一 > 局 (X) 一 ?1 
一 3 一 1 
又 由 于 入 1 9， 从 2 人。 相互 独立 ,得 
D(X) 王 叫 (> 入) 一 人 (和 ) 一 动 (1 一 力 . 
此 一 】 娄 二 ] 


即 开 (X) 一 zz 力 ， DCX) 王 zz 加 (1 一 旋 ). [ 
解 ” 先 求 标 准 正 态 变量 

















关 二 站 
G 
的 数学 期 望 和 方差 . Z 的 概率 密度 为 
DCt) 一 1 e-: /2 ， 
T 
于 是 达 (Z) 一 | re 一 /2dt 二 e 一 7/ 一 0， 
MW 2T v 一 c AW 2 一 
D(Z) 一 (Z) = 一 | eradi 
丈 一 co 
Ia ] 上 一 /2 
一 te 十 一 一 6 Cr 
WwW 2 -eV2T -= 





六 (入 ) 二 中 (7 二 52) 一 2， 
DCX) 王 DCTTa2) 王 Do2) 一 叶 DIZ) 王 到. 
这 就 是 说 , 正 态 分 布 的 概率 密度 中 的 两 个 参数 ws 和 = 分 别 就 是 该 分 布 的 数学 期 
望 和 均 方 差 , 因 而 正 态 分 布 完 全 可 由 它 的 数学 期 望 和 方差 所 确定 . 
再 者 ,由 上 一 章 $ 5 中 例 1 知道 , 若 Xi 一 NGCuo)i 一 1,2,…,m, 且 它们 相 
互 独 立 , 则 它们 的 线性 组 合 CORE 十 … 十 COXX。 (CC yyC， 是 不 全 为 
0 的 常数 ?仍然 服 从 正 态 分 布 ,于 是 由 数学 期 望 和 方差 的 性 质 知道 
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CIX 十 CrXs 十 … 十 CIX, 一 N(>Cmiy，>， Co? ) (2. 8) 
tt 一] 1 一 | 
这 一 重要 结果 . 
例如 , 若 X 一 NG1,3),Y 一 N(2,4) 上 且 X,Y 相互 独立 , 则 Z=2X 一 3Y 也 服从 
正 态 分 布 , 而 下 (Z) 一 2X1 一 3X2 王 一 4,D(Z)=D(2X 一 37Y) 一 4D(X) 十 9D(Y) 
一 48. 故 有 QZ 一 N( 一 4,48)， [L 
例 8 设 活 塞 的 直径 (以 cm 计 )X~N(22. 40,0. 03: ) ,气缸 的 直径 Y 一 


N(22. 50,0.04),X,Y 相互 独立 . 任 取 一 只 活塞 , 任 取 一 只 气 代 , 求 活塞 能 装 人 人 、 


气缸 的 概率 . 
解 ” 按 题 意 需求 P{X< 一 Y)}=P{X 一 Y< 一 0}). 由 于 
X 一 Y 一 N( 一 0. 10,0. 002 5)， 
故 有 ”PP{X<Y)} 王 已 (X 一 YY 一 0} 
(CX 一 也 一 (一 0.10) 0 一 (一 0.10) 
wW0.002 5 V0.002 5 
二 | 
下 面 介绍 一 个 重要 的 不 等 式 . 
定理 ” 设 随 机 变量 X 具有 数学 期 望 已 (X) 一 /方差 D(X) 王 于 , 则 对 于 任 
意 正 数 e, 不 等 式 


-p| 


)=@(2) 一 0 977 2. 口 


《2.9) 


Pt 一 人 e) 入。 
成 立 . 
这 一 不 等 式 称 为 切 比 雪 夫 (Chebyshev) 不 等 式 . 
证 ”我们 只 就 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 . 设 X 的 概率 密度 为 F(Cz), 则 
有 (如 图 4 一 2) 


__ 2 
P(UIX-wI 关 可 三 | _7adz< | _ [二 4 一 z)dz 


jz 一 上 


< 羡 | cz 一 zf(zdz= 5 口 
切 比 雪夫 不 等 式 也 可 以 写成 如 下 的 形 
P{1X 一 w|<ej>1 一 到 (2. 10) 
切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 的 
ArE OK 及 十 天 


分 布 未 知 ,而 只 知道 ECX) 和 D(CX) 的 情况 
下 估计 概率 P{1X 一 世 CX)1 一 es} 的 界限 . 例 
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如 在 (2. 9) 式 中 分 别 取 s= 王 3 VD(X) ,4 VD(CX) 得 到 
PT1|1X 一 下 (X)1 一 3 VDCX) 三 0.888 9 ， 


忆 {(|X 一 下 (X)1<4 VDCOX) 志 0. 937 5. 
这 个 估计 是 比较 粗糙 的 也 ,如 果 已 经 知道 随机 变量 的 分 布 时 ,那么 所 需求 的 概率 
可 以 确切 地 计算 出 来 ,也 就 没有 必要 利用 这 一 不 等 式 来 作 估 计 了 . 

方差 性 质 4 必要 性 的 证 明 

设 D(X) 王 0, 要 证 PP(X 一 瑟 (X) ) 王 1. 

证 ”用 反 证 法 假设 P{(X=ECX)) 一 1, 则 对 于 某 一 个 数 s 盖 0, 有 
P{(1X 一 下 (X)| 三 e} 盖 0, 但 由 切 比 雪夫 不 等 式 , 对 于 任意 s>0, 由 (2.9) 式 因 玫 一 
0, 有 

书 {|X 一 无 (X) | e} 一 0， 
矛盾 ,于 是 卫 ( 刁 一 巨 (X) ) 一 1. 口 

在 书 末 附 表 1 中 列 出 了 多 种 常用 的 随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 , 供 读 者 

查 用 . 
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对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,我 们 除了 讨论 X 与 Y 的 数学 期 望 和 方差 以 外 ， 
还 需 讨论 描述 X 与 YY 之 间 相 互 关 系 的 数字 特征 .本 节 讨 论 有 关 这 方面 的 数字 

在 本 章 》 2 方差 性 质 3 的 证 明 中 ,我们 已 经 看 到 ,如 果 两 个 随机 变量 X 和 Y 
是 相互 独立 的 , 则 

E{[X 一 EC(X)][Y 一 EOIY)]} 王 0. 

这 意味 着 当 达 {LX 一 开 (X)jLY 一 下 (Y)j 和夫 0 时 ,X 与 了 不 相互 独立 ,而 是 存在 
着 一 定 的 关系 的 . 

定义 量 开 {(LX 一 下 (X)jLY 一 下 (Y)]) 称 为 随机 变量 X 与 Y 的 协 方差 . 记 
为 Cov(X ,Y) , 即 
Cov(X,Y) 一 已 {[X 一 下 (X)][Y 一 ECY)]}. 

Cov(X ,YY) 
| 人 入、 本 

称 为 随机 变量 X 与 YY 的 相关 系数 . 

由 定义 , 即 知 


而 


申 例如 若 X 一 U(0.8), 则 有 ECX)=4,D(X) 一 16/3, 由 切 比 雪夫 不 等 式 (2. 10),P{1|X 一 4|1 一 4}) 二 
1 一 173 三 27/3 ,但 准确 的 结果 是 已 (|X 一 41 一 4} 一 1. 
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Lov(X ,Y) 一 Cov(Y ,和 )， Cov(A，X) 一 D(X)， 
由 上 述 定 义 及 (2. 5) 式 知道 ,对 于 任意 两 个 随机 变量 X 和 Y, 下列 等 式 
成 立 : 


DCX+Y) 一 DCX) 十 DCIY) 十 2Cov(X,Y). (3 
将 Cov(X,Y) 的 定义 式 展开 , 易 得 
Cov(X,Y) 一 巨 (XY) 一 巨 (X) 开 (Y). (3. 2) 
我 们 常常 利用 这 一 式 子 计算 协 方差 . 
协 方差 具有 下 述 性 质 : 


] ”Cov(aX,pY) 一 apCov(X,Y),a,b 是 常数 . 

2 Cov(X; 十 X: ,Y) 一 Cov(X ,Y) 十 Cov(CX。,Y)， 

(证 明 由 读者 自己 来 完成 . ) 

考虑 以 X 的 线性 函数 ea 十 5X 来 近似 表示 Y. 我 们 以 均 方 误差 

e 一 下 L(Y 一 (CC 十 0X))2] 
一 下 (Y ) 十 信 匹 (X ) 十 导 一 20 开 (XY) 十 2ap0 尼 (X) 一 2a 开 EC(Y) (3. 3) 

来 衡量 以 < 十 6X 近似 表达 Y 的 好 坏 程 度 .e 的 值 越 小 表示 a 十 5X 与 了 的 近似 程 
度 越 好 . 这 样 ,我 们 就 取 ,2 使 e 取 到 最 小 . 下 面 就 来 求 最 佳 近似 式 < 十 5X 中 的 
4a，0. 为 此 ,将 e 分 别 关 于 a,2 求 偏 导 数 , 并 令 它 们 等 于 零 ,得 


卫 一 2a 十 26 尼 (X) 一 2E(Y) 一 0， 


3 一 20E(X ) 一 2 开 (XZ 十 2aECX) 一 0. 


(LO 人 Y) 
解 得 % 一 DCX) 


E E Cov(CX,Y) 
ao 一 下 (Y) 一 b 正 (X) 一 下 (了 ) 一 天 ( 和 X) CXZy 
将 ae, 代 和 人 (3. 3) 式 得 

min 五 {LY 一 (十 6X) 了 一 巨 {[LY 一 (ao 十 boX) 卫 ) 


一 (1 一 pir)DCY)0. 《3.4) 


由 L(Y 一 (ao 十 如 X))2] 三 D[Y 一 ao 一 名 十 [LEKY 一 ao 一 名 汇 )? 
] ae 





z 
] 三 DY 一 名 X) 十 0 
6 名 


二 __ Cov(X,Y)  。Cov2(X,Y) 
一 DYD) 十 习 DI(X) 一 2Cov(X,Y) DC) 十 一 PC) 2 一 mx 
Covz(X.Y) 


一 DCY)L1 一 百 CX7DCY) 





]=(1 一 pky)D(CY). 
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由 (3. 4) 式 容易 得 到 下 述 定 理 : 
定理 1 |pxr| 和 1， 
2 |oxyr| 王 1] 的 充 要 条 件 是 ,存在 常数 ,使 
P{(Y 王 c 十 0X) 一 1. 
证 1 由 (3.4) 式 与 尼 LY 一 (ao 十 poX)】 及 DCY) 的 非 负 性 ,得 知 1 一 pxr 
全 0, 亦 即 |oxy | 过. 
2 在 |oer| 王 1 由 (3.4) 式 得 
歼 {LY 一 (ao 十 加 和) 寺 ) 一 0. 
从 而 0 王 下 {LY 一 (co 十 名 X)]2 一 DIY 一 (ceo 十 加 X)] 十 [LE(Y 一 (co 十 加 入 ) )]? ， 
故 有 DLY 一 (ao 十 加 和)] 一 0， 
ELY 一 (ao 十 X)] 王 0. 
又 由 方差 的 性 质 4 知 
P{(Y 一 (ao 十 加 X) 一 0} 一 1, 即 P(Y=ao 十 名 X) 一 1. 
反之 , 耕 存 在 常数 aq” ,0 7 使 
PtY 一 a "十 0 X) 一 1, 即 P(Y 一 (oa 十 0 X) 一 0)} 一 1， 
于 是 P{LY 一 (ae* 十 畴 和) 下 一 0} 一 1， 
即 得 世 {LY 一 (a ”十 六 瑟 )]2)} 一 0. 
故 有 0 一 E{[Y 一 (ea 十 六 X)]} 之 minE{[Y 一 (ea 十 5X) 了 ) 
一 五 {LY 一 (ao 十 加 是 ) 了 } 一 (1 一 pr )DCY)， 
即 得 |oxr | 一 1. 训 j 
由 《3. 4) 知 , 均 方 误差 e 是 ipoxv | 的 严格 单调 减少 函数 ,这 样 oxx 的 含义 就 很 
明显 了 . 当 |poxy| 较 大 时 e 较 小 ,表明 X,Y( 就 线性 关系 来 说 ) 联 系 较 紧 密 . 特别 当 
|oxy|=1 时 ,由 定理 中 的 2 ,X,Y 之 间 以 概率 1 存在 着 线性 关系 . 于 是 ovy 是 一 
个 可 以 用 来 表征 X,Y 之 间 线 性 关系 紧密 程度 的 量 . 当 | oxv| 较 大 时 ,我 们 通常 说 
X, 工 线性 相关 的 程度 较 好 ; 当 |poxr| 较 小 时 ,我 们 说 ,X,Y 线性 相关 的 程度 较 差 . 
当 oxy 一 (0 时 , 称 X 和 YY 不 相关 . 
假设 随机 变量 X,Y 的 相关 系数 oxy 存 在 . 当 X 和 YY 相互 独立 时 ,由 数学 期 
望 的 性 质 4 及 (3. 2) 式 知 Cov(X,Y) 王 0, 从 而 om 一 0, 即 X,Y 不 相关 .反之 ,车 
X,Y 不 相关 ,X 和 Y 却 不 一 定 相互 独立 ( 见 例 1). 上 述 情况 ,从 “不 相关 ”和 “* 相 
互 独立 "的 含义 来 看 是 明显 的 . 这 是 因为 不 相关 只 是 就 线性 关系 来 说 的 ,而 相互 
独立 是 就 一 般 关 系 而 言 的 . 
不 过 ,从 例 2 可 以 看 到 , 当 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 时 ,X 和 Y 不 相关 与 X 
和 了 相互 独立 是 等 价 的 . 
例 1 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 
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易 知 兢 (X) 一 0, 下 (Y) 王 5/2,E(XI 一 0, 于 是 omr 王 0,X,Y 不 相关 . 这 表示 X,Y 

不 存在 线性 关系 .但 ,P{X= 一 2,Y 王 1} 王 0 和 关 P{X= 一 2)P{Y=1), 知 和 X,Y 不 

是 相互 独立 的 .事实 上 ,X 和 Y 具有 关系 :Y= 呈 ,Y 的 值 完 全 可 由 Xi 的 值 所 确 

定 . 口 
例 2 设 (CX,Y) 服从 二 维 正 态 分 布 , 它 的 概率 密度 为 

exp| 5 二 [天 


] 
zy) 一 一 一 一 一 一 
WO 


二 Ce 一 2 二 Ce ] | 
人 IT102 0 ” 


我 们 来 求 X 和 Y 的 相关 系数 . 
在 第 三 章 》 2 例 3 中 已 经 知道 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 为 


] ( 工 一 站 0 











《 工 ) 一 相 oO 
jx V2rai 攻 
《3 一 玫 )2 
六 (yy) 一 e 2 ,一 c<y<co. 
27a0z 


故 知 开 ( 和 ) 一 AI 有 (3 一 3 ,DCX) 一 di 万 ( 了 ) 一 史 . 和 而 
CovCGXZ) = | | cz 一 my 一 wo)7FCzy)drdy 
一 一 一 一 一 一 (一 Ai 一 5) 
2xokroy oh 四 站 
2 


一 -一 一 一 一 2 一 -一 
xem| 1 (半生 一 po 一色 -和 | aar 


2 人 -OA 六 al 2ci 





1 一 一- 一 
令 :一 (于 外 一 p 于 包 ) ,一 一生, 则 有 
G2 Cl G1 


Lov(% ,YY) 一 元 | 上 (oos V1 一 三友 十 paiazal 人 
本 风 全 过 
二 攻 (| xze- 和 du (| edt ) 


2 
了 “edx)(|- ed 


“OO 呈 CD 


二 aaz V1 一 0 (| 
2 
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二 \W ZX 四 WZT， 
区 


即 有 COoV(A ,站 ) 一 Dolc2， 
COov(X,Y) 
一 -DOV42<- 一 ， 口 
(2 VD VD 人 


这 就 是 说 ,二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 中 的 参数 p 就 是 X 和 Y 的 
相关 系数 ,因而 二 维 正 态 随机 变量 的 分 布 完全 可 由 X,Y 各 自 的 数学 期 望 .方差 
以 及 它们 的 相关 系数 所 确定 . 

在 第 三 章 》 4 中 已 经 讲 过 , 若 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 那 么 X 和 Y 相互 独 
立 的 充 要 条 件 为 o 王 0. 现在 知道 o 一 pxr , 故 知 对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 来 
说 ,X 和 Y 不 相关 与 X 和 Y 相互 独立 是 等 价 的 . 


4 和 矩 、 协 方差 矩阵 


本 节 先 介绍 随机 变量 的 另外 几 个 数字 特征 . 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 . 
定义 设 X 和 Y 是 随机 变量 , 若 
(XM)， AR 一 1,2,… 
存在 , 称 它 为 和 的 & 阶 原点 矩 ,简称 & 阶 和 矩 . 
莅 已 {[LX 一 开 ( 和 ) 玫 ,一 2,3，… 
存在 , 称 它 为 X 的 & 阶 中 心 矩 
知 克 (XY)， R, 1 一 1,2,… 
存在 , 称 它 为 X 和 Y 的 & 十 ! 阶 混合 矩 . 
知 玖 ({[L 和 一 忆 (X) 下 LY 一 互 (Y)]) ， 天 7 一 1,2，。 
存在 , 称 它 为 X 和 Y 的 & 十 ! 阶 混合 中 心 矩 
显然 ,X 的 数学 期 望 天 (X) 是 X 的 一 阶 原点 矩 , 方 关 D(X) 是 X 的 二 阶 中 心 
和 矩 , 协 方差 Cov(X,Y) 是 X 和 YY 的 二 阶 混合 中 心 矩 . 
下 面 介绍 ” 维 随机 变量 的 协 方差 矩阵 . 先 从 二 维 随机 变量 讲 起 . 
二 维 随机 变量 (Xi ,X:) 有 四 个 二 阶 中 心 矩 ( 设 它们 都 存在 ) ,分 别 记 为 
CC 一 一 RON 和 
ci 一 忆 ([ CA 亲 中 必 X 一 RD)])， 
cz 一 巨 {Xs 一 玉 ( 瑟 :) 放生 一 玖 (X 7)}， 
czz 一 王 (EX EGR 长 忆 
将 它们 排 成 矩阵 的 形式 
答 4 
C21 《22 
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这 个 和 矩阵 称 为 随机 变量 (Xi ,X; ) 的 协 方差 矩阵 . 

设 ” 维 随机 变量 (Xi ,X: ,…,X。,) 的 二 阶 混合 中 心 矩 

cj 一 Cov(X,X) 一 已 {[LX 一 ECX)][X 一 巨 (Xi)) 7 王 1,2，…y7 
都 存在 , 则 称 和 矩阵 


Cal  〔 李 《mm 
为 对 维 随机 变量 (Xi,X:，…,X,) 的 协 方 差 矩 阵 . 由 于 cy 一 ci (ii 夫 7 帮 ii 一 1， 
2,…,?) ,因而 上 述 矩 阵 是 一 个 对 称 矩 阵 . 
一 般 ,” 维 随机 变量 的 分 布 是 不 知道 的 ,或 者 是 太 复杂 ,以 致 在 数学 上 不 易 
处 理 , 因 此 在 实际 应 用 中 协 方差 矩阵 就 显得 重要 了 . 
本 节 的 最 后 ,介绍 ” 维 正 态 随 机 变量 的 概率 密度 . 我 们 先 将 二 维 正 态 随机 变 
量 的 概率 密度 改写 成 另 一 种 形式 ,以 便 将 它 推广 到 ) 维 随机 变量 的 场合 中 去 . 二 
维 正 态 随 机 变量 (Xi ,X: ) 的 概率 密度 为 


大 ， 2 ) 一 


到 有 2 
] exp| 避 2 
2Tro as? ww 一 2(1 一 C) G1i 


一 2 (za 一 各)zz 一 Ae) (2 2 


IIGT2 


现在 将 上 式 中 花 括号 内 的 式 子 写成 矩阵 形式 ,为 此 引入 下 面 的 列 矩 阵 


xz 人 = 他) 
(Xi X;) 的 协 方差 矩阵 为 


C= 因 |-=| al ， 





《21 (22 Oo0102 0 
它 的 行列 式 det C= 一 clc(1 一 天 )，,C 的 逆 矩 阵 为 
位 恒 -一 ] | 02 00102: 
det C 一 polas 了 





经 过 计算 可 知 (这 里 矩阵 (X 一 por 是 (X 一 中 的 转 置 矩阵 ) 
人 





] 2 
det C 一 00102 at 之 2 2 
[二 一 人] 
1 一 六 G C G102> 0 ” 


于 是 (X,,X:) 的 概率 密度 可 写成 
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] 1 
大 (2 和 《天 一 此 ) 上 


上 式 容 易 推 广 到 维 正 态 随机 变量 (X， 入: 本 ,X,) 的 情况 . 
引入 列 和 矩阵 





| 1 天 ( 人 入)，) 
2 | 世 (和 2， ) 
和 一 志 2 和 1 一 本 
.站 四 nr 下 (及 ，) 
i 维 正 态 随 机 变量 (Xi ,X:,…,X,) 的 概率 密度 定义 为 
天 太 元 9 . 蕊 2 9 9 ) 


一 TIGJTerp{ 一 于 (和 一 DTC-1(X 一 P ， 
其 中 C 是 (Xi ,XXX。) 的 协 方差 矩阵 . 

7 维 正 态 随 机 变量 具有 以 下 四 条 重要 性 质 ( 证 略 ): 

1 7 维 正 态 随 机 变量 (Xi,X:,，…',X,) 的 每 一 个 分 量 Xi 一 1,2,…,m 都 是 
正 态 随机 变量 ;反之 , 若 Xi ,X:，,，…,X, 都 是 正 态 随机 变量 , 且 相 互 独立 , 则 (X，， 
X2，…X,) 是 允 维 正 态 随机 变量 . 

2 7? 维 随机 变量 (Xi,X:,…，,X,) 服 从 维 正 态 分 布 的 充 要 条 件 是 Xi， 
二 的 任意 的 线性 组 合 


LA 从 | 十 2X 十 … 十 /XXX， 


服从 一 维 正 态 分 布 ( 其 中 0 ,72 ,…, 不 全 为 零 )， 

3 大 (Xi ,XXX ) 服 从 友 维 正 态 分 布 , 设 5 和 ij (7J 一 1， 
2,… 7) 的 线性 函数 , 则 (> ,7Y: ,…，,Y:) 也 服从 多 维 正 态 分 布 . 

这 一 性 质 称 为 正 态 变量 的 线性 变换 不 变性 ， 

4 设 (X， , 及: …X) 服 从 天 维 正 态 分 布 , 则 ”“X， ， 及: 0 太 。 相互 独立 ”与 
“Xi,Xa，…X， 两 两 不 相关 ?是 等 价 的 . 

好 维 正 态 分 布 在 随机 过 程 和 数理 统计 中 常会 遇 到 . 

小 结 


随机 变量 的 数字 特征 是 由 随机 变量 的 分 布 确定 的 ,能 描述 随机 变量 某 一 个 方面 的 特征 的 
常数 ,最 重要 的 数字 特征 是 数学 期 望 和 方差 .数学 期 望 瑟 (X) 摘 述 随 机 变量 X 取 值 的 平均 
大 小 ,方差 DCX) 一 EE{LX 一 下 (X)} 摘 述 随机 变量 X 与 它 自己 的 数学 期 望 忆 (CX) 的 偏离 程 
度 . 数学 期 望 和 方差 在 应 用 和 理论 上 都 非常 重要 . 

要 人 掌握 随机 变量 的 函数 Y=g(X) 的 数学 期 望 ECY)=E[g(X)] 的 计算 公式 (1.3) 和 
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(1.4). 这 两 个 公式 的 意义 在 于 当 我 们 求 下 CCY) 时 ,不 必 先 求 出 Y=g(X) 的 分 布 律 或 概率 密 
度 ,而 只 需 利用 X 的 分 布 律 或 概率 密度 就 可 以 了 ,这 样 做 的 好 处 是 明显 的 . 

要 掌握 数学 期 望 和 方差 的 性 质 . 提请 读者 注意 的 是 : 

(1) 当 Xi ,Xs 独立 或 Xi,Xs。 不 相关 时 , 才 有 (XIXz ) 一 下 (XI ) 瑟 (Xo ); 

(2) 设 C 为 常数 , 则 有 D(CX) 王 CD(CX) ,右边 的 系数 是 Cz ,不 是 C; 

(3) D(X 十 Xz ) 一 DOX 十 DCX ) 十 2Cov(X ，X2 )， 当 X ,X 独立 或 X ,X 不 相关 时 
才 有 

D(X, 十 X2) 一 DOXI) 十 DCX2 ). 

例如 , 若 Xi ,Xs 独立 , 则 有 D(2X, 一 3X: ) 一 4D(X 7) 十 9DCX，)， 

相关 系数 oxy 有 时 也 称 为 线性 相关 系数 , 它 是 一 个 可 以 用 来 描述 随机 变量 (X,Y) 的 两 个 
分 量 X,Y 之 间 的 线性 关系 紧密 程度 的 数字 特征 . 当 |pxr | 较 小 时 X,Y 的 线性 相关 的 程度 较 
差 ; 当 poxy 一 0 时 称 X,Y 不 相关 ,不 相关 是 指 X,Y 之 间 不 存在 线性 关系 ,X,Y 不 相关 ,它们 
还 可 能 存在 除 线性 关系 之 外 的 关系 (参见 8$3 例 1), 又 由 于 X,Y 相互 独立 是 指 X,Y 的 一 般 
关系 而 言 的 ,因此 有 以 下 的 结论 :X,Y 相互 独立 则 X,Y 一 定 不 相关 ;反之 , 若 X,Y 不 相关 则 
X,Y 不 一 定 相互 独立 . 

特别 ,对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y),X 和 Y 不 相关 与 X 和 Y 相互 独立 是 等 价 的 . 而 二 
元 正 态 随机 变量 的 相关 系数 oxr 就 是 参数 p. 于 是 ,用 "o=0? 是 否 成 立 来 检验 X,Y 是 否 相 互 
独立 是 很 方便 的 , 

切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 X 的 分 布 未 知 ,只 知道 ECX) 和 DCX) 的 情况 下 ,对 
事件 {1X 一 王 (X)1 委 e} 概 率 的 下 限 的 估计 . 
本 重要 术语 及 主题 

数学 期 望 随机 变量 函数 的 数学 期 望 ”数学 期 望 的 性 质 

方差 ”标准 差 ”方差 的 性 质 ”标准 化 的 随机 变量 协 方 差 ” 相 关系 数 ”相关 系数 的 性 质 
X,Y 不 相关 ” 切 比 雪夫 不 等 式 几 种 重要 分 布 的 数学 期 望 和 方 盖 ”和 抢 协 方差 矩阵 


习题 


1. (1) 在 下 列 句子 中 随机 地 取 一 个 单词 ,以 X 表 示 取 到 的 单词 所 包含 的 字母 个 数 , 写 出 

X 的 分 布 律 并 求 已 (X)， 
“ 工 HE GIRL PUT ON HER BEAUTIFUL RED HAT?”. 

(2) 在 上 述 句子 的 30 个 字母 中 随机 地 到 一 个 字母 ,以 立 表 示 取 到 的 字母 所 在 单词 所 包 
含 的 字母 数 , 写 出 Y 的 分 布 律 并 求 已 (Y)， 

(3) 一 人 掷 仙 子 ,如 得 6 点 则 掷 第 2 次 ,此 时 得 分 为 6 十 第 二 次 得 到 的 点 数 ; 否 则 得 分 为 
他 第 一 次 掷 得 的 点 数 , 且 不 能 再 掷 , 求 得 分 X 的 分 布 律 及 巨 (X)、 

2. 某 产 品 的 次 品 率 为 0. 1 ,检验 员 每 天 检验 4 次 .每 次 随机 地 取 10 件 产品 进行 检验 ,如 
发 现 其 中 的 次 品 数 多 于 1 ,就 去 调整 设备 .以 X 表示 一 天 中 调整 设备 的 次 数 , 试 求 ECX).( 设 
诸 产品 是 否 为 次 品 是 相互 独立 的 . ) 

3. 有 3 只 球 ,4 个 盒子 ,盒子 的 编号 为 1,2,3,4. 将 球 逐 个 独立 地 ,随机 地 放 人 4 个 盒子 
中 去 . 以 X 表示 其 中 至 少 有 一 只 球 的 盒子 的 最 小 号 码 (例如 X=3 表示 第 1 号 ,第 2 号 盒子 是 
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空 的 ,第 3 个 盒子 至 少 有 一 只 球 ) , 试 求 ECX). 

4. (1) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 王 {X= (一 1 和 5 汪 一 玉 必 一 1,2，， 说 明 X 的 数学 
期 望 不 存在 . 

(2) 一 盒 中 装 有 一 只 黑 球 ,一 只 白 球 , 作 摸 球 游 戏 , 规 则 如 下 :一 次 从 盒 中 随机 摸 一 只 球 ， 
若 摸 到 白 球 , 则 游戏 结束 , 摸 到 黑 球 放 回 再 放 人 一 只 黑 球 ,然后 再 从 盒 中 随机 地 摸 一 只 球 . 试 
说 明 要 游戏 结束 的 摸 球 次 数 X 的 数学 期 望 不 存在 ， 

5. 设 在 某 一 规定 的 时 间 间 隔 里 , 某 电 气 设 备用 于 最 大 负荷 的 时 间 X( 以 min 计 ) 是 一 个 


随机 变量 ,其 概率 密度 为 
] 


-ar， 0 
jz) 一 [Er(z 一 3 000)， 1 500 一 zx 去 3 000， 


0， 其 他 . 
求 下 (X)， 
6. (1) 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 





求 已 (X) ,EC(X2: ) ,下 (3X2: 十 5)， 
(2) 设 X 一 (CA), 求 E[17CX 十 1)]. 
7. 〈1) 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


e”， 和 


CIZ) 一 
0， 二 


求 (DY=2Xi;iCiY= 一 ex 的 数学 期 望 . 

(2) 设 随 机 变量 X,X:,…，X,， 相互 独立 , 且 都 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 (i) 求 呆 = 
maxt Xi Xi,…X) 的 数学 期 望 ,(ii) 求 了 =min{X ,X: ，…,X,) 的 数学 期 望 . 

8. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


一 ] 0. 2 0. ] 虽 . 站 
0 EL 0.0 0. 3 
] 0 D 刀 0. 


(1) 求 瓦 (X) ,EC(Y). 

(2) 设 Z 王 Y/X, 求 下 (2Z)， 

(3) 设 Z=(X 一 Y): , 求 忆 (Z). 

9. (1) 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


习 题 。 了 TI5 。 
12， 0 过 yy 袜 工 妆 1， 
二 
0， 其 他 . 
求 了 (有 ) ,下 (了 ) ,下 (XY) ( 十 2 )， 
(2) 设 随机 变量 X,Y 的 联合 密度 为 


二 ， 水 一 


0， 其 他 ， 
求 瑟 (X) ,EC(Y) ,ECXY). 
10. 〈1) 设 随 机 变量 X 一 N(0,1),Y~N(0,1) 且 X,Y 相互 独立 . 求 正和 研 /(X2 十 Y2 )]. 
(2) 一 飞机 进行 空投 物资 作业 , 设 目 标点 为 原点 O(0,0) ,物资 着 陆 点 为 (X,Y),X,Y 相 
互 独立 , 且 设 X 一 No,o),Y 一 NO0,c ), 求 原点 到 点 (X,Y) 间 距离 的 数学 期 望 . 
11. 一 工厂 生产 的 某 种 设备 的 寿命 X( 以 年 计 ) 服 从 指数 分 布 ,概率 密度 为 


0 
7(z) 一 | 4 
0， 机 
工厂 规定 ,出 售 的 设备 若 在 售 出 一 年 之 内 损坏 可 予以 调换 . 若 工厂 售 出 一 台 设 备 赢利 100 元 ， 
调换 一 台 设 备 厂 方 需 花 费 300 元 . 试 求 厂 方 出 售 一 台 设 备 净 赢 利 的 数学 期 望 . 
12. 某 车 间 生 产 的 圆 盘 直 径 在 区 间 (ae,2) 服 从 均匀 分 布 , 试 求 圆 盘 面积 的 数学 期 望 . 
13. 设 电 压 ( 以 V 计 )X~N(0,9). 将 电压 施加 于 一 检 波 器 ,其 输出 电压 为 Y 一 5X2 , 求 输 


出 电压 Y 的 均值 . 
14. 设 随机 变量 Xi ,X: 的 概率 密度 分 别 为 
”12e2，z>0， 14ee，z>0， 
| 本 z 云 0. 


(1) 求 王 (X 十 Xs ) ,EC2XI 一 3XY )， 

(2) 又 设 X ,X; 相互 独立 , 求 开 (X X，)， 

15. 将 对 只 球 (1 一 ?号 ) 随 机 地 放 进 z 个 盒子 (1 一 * 号 ) 中 去 ,一 个 盒子 装 一 只 球 . 若 一 只 
球 装 人 与 球 同 号 的 盒子 中 , 称 为 一 个 配对 . 记 X 为 总 的 配对 数 , 求 已 (X). 

16. 若 有 ?把 看 上 去 样子 相同 的 钥匙 ,其 中 只 有 一 把 能 打开 门 上 的 锁 ,用 它们 去 试 开门 
上 的 锁 . 设 取 到 每 只 钥匙 是 等 可 能 的 . 若 每 把 钥匙 试 开 一 次 后 除去 ,试用 下 面 两 种 方法 求 试 开 
次 数 X 的 数学 期 望 . 

(1) 写 出 X 的 分 布 律 . 

(2) 不 写 出 X 的 分 布 律 ， 

17. 设 X 为 随机 变量 ,C 是 常数 ,证 明 D(X) 一 EL(X 一 C) 科 ,对 于 C 天 ECX). (由 于 DCX)= 
E{[X 一 无 (X)} ,上 式 表明 EL[(CX 一 C)2] 当 C= ECX) 时 取 到 最 小 值 . ) 

18. 设 随 机 变量 X 服从 瑞 利 分 布 ,其 概率 密度 为 


届 届 | 人 0 
隐 本 一 


加 
OO， 7 
其 中 c>0 是 常数 . 求 EC(X),D(IX). 
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19. 设 随 机 变量 X 服从 工分 布 , 其 概率 密度 为 


[ma 0 
0 ， Z<0， 

其 中 au>0,8>>0 是 常数 . 求 下 (X) ,DCX). 

20.， 设 随 机 变量 X 服从 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 

P{X 一 A) 王 力 (1 一 加) 和 ， 不 一 1， 2 

其 中 0 二 如 一 1 是 常数 . 求 已 (X),D(X). 

21. 设 长 方形 的 高 (以 m 计 )X 一 ULU(0,2) ,已 知 长 方形 的 周 长 ( 以 mm 计 ) 为 20. 求 长 方形 面 
积 4 的 数学 期 望 和 方差 

22. (1) 设 随机 变量 Xi ,X* ,Xs ,X4 相互 独立 , 且 有 下 (Xi) 一 iDIOXi) 一 5 一 冯 i 一 1,2,3， 


4. 设 了 =2X 一 如 十 3X 一 亏 X， 求 EC(Y) ,DCY)。 


(2) 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,是 X 一 N(720,30:),Y 一 N(640,25:) , 求 Z, 一 2X 十 Y,Z， 
一 X 一 世 的 分 布 , 并 求 概 率 P{X>>Y)} ,P{X+Y>1 400)}. 

23. 五 家 商店 联营 ,它们 每 两 周 售 出 的 某 种 农产品 的 数量 (以 kg 计 ) 分 别 为 Xi ,Xs ,Xs ， 
X ,Xi .已 知 Xi 一 N(200,225) ,X; 一 N(240,240) ，Xs ~ NI(180,225)，X ,一 N(260,265)， 
Xi 一 (320,270) ,XXX ,XXXs 相互 独立 . 

(1)》 求 五 家 商店 两 周 的 总 销售 量 的 均值 和 方差 . 

《2) 商店 每 阳 两 周 进 货 一 次 ,为 了 使 新 的 供 货 到 达 前 商店 不 会 脱销 的 概率 大 于 0. 99 , 问 
商店 的 仓库 应 至 少 储存 多 少 千克 该 产品 ? 

24. 卡车 装运 水 泥 , 设 每 袋 水 泥 重量 X( 以 kg 计 ) 服 从 N(50,2.5:), 问 最 多 装 多 少 袋 水 
泥 使 总 重量 超过 2 000 的 概率 不 大 于 0.05. 

2$. 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 

(1) 求 忆 CXY) ,EC(X/AY),E[ln(XY], 下 [|Y 一 X|]. 

(2) 以 X,Y 为 边 长 作 一 长 方形 ,以 A,C 分 别 表示 长 方形 的 面积 和 周 长 , 求 A 和 C 的 相 
关系 数 . 

26. (1) 设 随 机 变量 Xi , X: ,Xs 相互 独立 , 且 有 书 一 5(4,1/2) ,Xe 一 006,113) ,X 一 6 
(6,1/3), 求 P{XI 一 2,X: 一 2,X3 一 5) 忆 (XXX3 ) ,下 (XI 一 Xs) ,EC(X 一 2X， ). 

(2) 设 X, 了 是 随机 变量 , 且 有 已 (X) 王 3,EGY) 王 1,D(X) 一 4,DIY) 一 9, 令 Z=5X 一 Y 十 
15 ,分别 在 下 列 3 种 情况 下 求 E(Z) 和 D(Z)， 

(iD)X,Y 相互 独立 ,Cii)X,Y 不 相关 ,(iii)X 与 了 的 相关 系数 为 0. 25. 

27. 下 列 各 对 随机 变量 X 和 Y, 问 哪 几 对 是 相互 独立 的 ? 哪 几 对 是 不 相关 的 . 

(1) X 一 U(0,1),Y 一 X2. 

(2) 一 [LT 一 1,1),Y 王 和 ， 

(3) 太一 cos ,YY 一 sin V,V 一 ULCO,2r)， 

若 (X,Y) 的 概率 密度 为 FCzyy)， 


(4) 丰 (Czyy) 一 
0 其 他 . 
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六 yy ) 一 
0， 其 他 . 


28. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


re z 十 y 科 1， 
0， 其 他 ， 
试验 证 X 和 YY 是 不 相关 的 ,但 X 和 不 是 相互 独立 的 . 

29. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


| 一 1 0 1 
于 


一 1 1/8 17/8 1/8 
0 17/8 0 17/8 
1 178 1/8 1/8 


验证 X 和 了 了 是 不 相关 的 ,但 X 和 YY 不 是 相互 独立 的 ， 
30. 设 4A 和 器 是 试验 五 的 两 个 事件 , 且 P(A)>0,P(B) 二 0, 并 定义 随机 变量 X,Y 如 下 : 
11， 若 人 A 发 生 ， fl， 者 召 发 生 ， 
人 若 A 不 发 生 ， 轴 若 日 不 发 生 . 
证 明 若 pw =0, 则 X 和 YY 必定 相互 独立 ， 
31. 设 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
1， jy|<z;0 一 z1， 
CCzyy) 一 全 其 他 . 
求 EC(X) ,E(Y) ,Cov(X,Y). 
32. 设 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 


二 上 本 
一 


0， 其 他 . 

求 下 (X) ,EC(Y) ,Cov(X,Y) ,ovwy,D(X 二 Y)， 

33. 设 随机 变量 X 一 Ne 天),Y 一 NG ), 且 设 X,Y 相互 独立 , 试 求 2 一 acX 十 8Y 和 2Z， 
一 aX 一 8Y 的 相关 系数 (其 中 ,8 是 不 为 堆 的 常数 )， 

34. (1) 设 随 机 变量 凤 一 (aX 十 37Y)2 , 开 (X) 一 下 (Y) 一 0,D(X) 一 4,D(Y) 一 16,pw 一 一 0. 5. 
求 常数 a 使 正 ( 故 ) 为 最 小 ,并 求 下 (W) 的 最 小 值 . 

(2) 设 随机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 有 DCX)= 史 ,DY) 一 上 . 证 明 当 az 一 
必 /oy 时 ,随机 变量 机 一 X 一 acY 与 V=X 十 ay 相互 独立 . 

3S$. 设 随 机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 X 一 N(0,3),Y~N(0,4) ,相关 系数 puy 一 
一 1/4, 试 写 出 X 和 Y 的 联合 概率 密度 . 

36. 已 知 正 常 男 性 成 人 血液 中 ,每 一 毫升 白细胞 数 平均 是 7 300, 均 方差 是 700. 利用 切 比 
雪夫 不 等 式 估计 每 毫升 含 白细胞 数 在 5 200 一 9 400 之 间 的 概率 思 . 

37. 对 于 两 个 随机 变量 ,多 , 若 EC),ECW-” ) 存 在 ,证 明 
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[ECVY 且 ) 昱 过 开 (V2) 瑟 (了 )， (从 ) 
这 一 不 等 式 称 为 柯 西 一 施 瓦 茨 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 


提示 :考虑 实 变 量 上 的 函数 
q( 共 一 局 L(V 十 1W7)] 一 局 (Vz) 十 21E(VW) 十 苦 忆 ( 克 ? ). 


38. 中 位 数 . 
对 于 任意 随机 变量 X, 满 足以 下 两 式 


P{X<z)> 半 ，。P(UX>z) 太 六 
的 称 为 X 的 中 位 数 , 记 为 z+ 或 M. 它 是 反映 集中 位 置 的 一 个 数字 特征 ,中 位 数 总 是 存在 
的 . 画 出 X 的 分 布 函数 F(z) 的 图 . 如 果 FCz) 连 续 ,那么 z# 是 方程 FCz) 一 寺 的 解 (如 题 38 


图 (1)) ,如 果 F(z) 有 跳跃 点 ( 见 题 38 图 (2)), 用 垂直 于 横 轴 的 线段 联结 后 ,得 一 连续 曲线 , 它 
与 直线 y 一 1/2 的 交点 的 横 坐 标 即 为 zy 


?= 





题 38 转 


(1) 设 闪 的 概率 密度 为 


和 少 Z 之 0， 


0， 其 他 . 


天 ( 工 ) 一 


试 求 X 的 中 位 数 M. 
《2) 设 X 服从 柯 西 分 布 , 其 概率 密度 为 


大 (并 ) 一 人 


已 
rf( 工 一 &)2 十 
试 求 X 的 中 位 数 M. 
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极限 定理 是 概率 论 的 基本 理论 ,在 理论 研究 和 应 用 中 起 着 重要 的 作用 ,其 中 
最 重要 的 是 称 为 "大 数 定律 ”与 "中心 极 限定 理 " 的 一 些 定理 . 大 数 定律 是 叙述 随 
机 变量 序列 的 前 一 些 项 的 算术 平均 值 在 某 种 条 件 下 收银 到 这 些 项 的 均值 的 算术 
平均 值 ; 中 心 极 限定 理 则 是 确定 在 什么 条 件 下 ,大量 随机 变量 之 和 的 分 布 盘 近 于 
正 态 分 布 . 本章 介 绍 几 个 大 数 定 理 和 中 心 极限 定理 . 


SI 大 数 定律 


第 一 章 曾 讲 过 ,大 量 试验 证 实 , 随 机 事件 A 的 频率 六 ,(A) 当 重复 试验 的 次 
数 靖 增 大 时 总 呈现 出 稳定 性 ,稳定 在 某 一 个 常数 的 附近 . 频率 的 稳定 性 是 概率 定 
义 的 客观 基础 . 本 节 我 们 将 对 频率 的 稳定 性 作出 理论 的 说 明 . 

弱 大 数 定 理 ( 辛 钦 大 数 定理 ) 设 Xi ,Xs ,… 是 相互 独立 巴 , 服 从 同一 分 布 的 
随机 变量 序列 , 且 具 有 数学 期 望 EC(X,) 王 w (&E 王 1,2,…). 作 前 ”个 变量 的 算术 


平均 荆 > Xi， 则 对 于 任意 se>0, 有 


limP{| 圭 袜 忆 一 o|<ej= 1 (1.1) 
证 我 们 只 在 随机 变量 的 方差 D(X) 一 o (ER 一 1,2,…) 存 在 这 一 条 件 下 
证 明 上 述 结果 . 因为 
1 


1 至 好 
(元 之 总 ) 一 志 E(X = 一 (zw) 人 


7 
又 由 独立 性 得 
SLS 人 
DL( 广 人 和 二 之 /DCX,) 0 
由 切 比 雪夫 不 等 式 ( 见 第 四 章 (2.9) 式 ) 得 
Ts 本 
1>>P{ 人 | 王立 矶 “|<j> 1 - 纪 . 


在 上 式 中 令 "一 ce , 即 得 





g 是 指 对 于 任意 x1,Xi，,Xz,…，*X。 是 相互 独立 的 . 
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imP{| 半 立 忆 一 o|< 相 = 1. 口 
|| 冯 袜 六 一 | 一 j 是 一 个 随机 事件 . 等 式 (1. 1) 式 表明 , 当 m*c 时 这 个 


事件 的 概率 趋 于 . 即 对 于 任意 正 数 e, 当 ， 充分 大 时 ,不 等 式 | 并 X, 一 “| < 
:成立 的 概率 很 大 . 通俗 地 说 , 辛 钦 大 数 定理 是 说 ,对 于 独立 同 分 布 且 具有 均值 
的 随机 变量 X， ,…,X,, 当 ) 很 大 时 它们 的 算术 平均 工 》`X, 很 可 能 接近 于 / 


设 盖 ,这 ，…， “是 一 个 随机 变量 序列 ,a 是 一 个 常数 . 若 对 于 任意 正 数 
sy 有 
lim 已 { | 2 一 4 和 | 一 se 王 1， 


则 称 序列 YY … 依 概率 收敛 于 4 记 为 


己 
Y， 一 -> . 


依 概率 收敛 的 序列 有 以 下 的 性 质 . 
设 X, -一 =,Y, 一 上 ,又 设 函 数 gCz,y) 在 点 (a, 忆 连续 , 则 
5 
这 样 ,上 述 定 理 又 可 叙述 为 ， 
弱 大 数 定 理 ( 六 钦 大 数 定 理 ) 设 随 机 变量 Xi， XXX, 相互 独立 , 服 


从 同一 分 布 且 具 有 数学 期 望 ECX,) 一 w (kt 一 1,2,…:), 则 序列 怠 一 工 六 )X, 依 答 


率 收敛 于 六 即 各 -一 ~，. 

下 面 介绍 辛 钦 大 数 定理 的 一 个 重要 推论 . 

伯 努 利 大 数 定理 设 所 是 ”次 独立 重复 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 刀 是 
事件 A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 于 任意 正 数 e>0, 有 


im 





呈 - 训 <j= 1 (1. 2) 
或 
limP| 





关 - 训 >ej=。 [2 


证 ”因为 义 一 pb) ,由 第 四 章 82 例 6, 有 
太一 Xi 十 X 十 … 十 和 ， 
其 中 ,Xi ,X:，…X, 相互 独立 , 且 都 服从 以 加 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 , 因 而 玉 (X，) 
一 户 (R 一 1,2,…，,m) ,由 (1.1) 式 即 得 


2 中 心 极限 定理 。 7121 。 


即 op 人 [| 
伯 努 利 大 数 定理 的 结果 表明 ,对 于 任意 *>0, 只 要 重复 独立 试验 的 次 数 " 
充分 大 ,事件 | We 


0 国 











$ 4) ,这 一 事件 实际 上 几乎 是 不 发 生 的 , 即 在 ”充分 大 时 事件 || 总 
际 上 几乎 是 必定 要 发 生 的 , 亦 即 对 于 给 定 的 任意 小 的 正 数 e, 在 nn 2 
件 “频率 刀 与 概率 轧 的 偏差 小 于 se” 实 际 上 几乎 是 必定 要 发 生 的 . 这 就 是 我 们 所 
说 的 频率 稳定 性 的 真正 含义 . 由 实际 推断 原理 ,在 实际 应 用 中 , 当 试验 次 数 很 大 
时 , 便 可 以 用 事件 的 频率 来 代替 事件 的 概率 . 

y2 中 心 极限 定理 


在 客观 实际 中 有 许多 随机 变量 ,它们 是 由 大 量 的 相互 独立 的 随机 因素 的 综 
合影 响 所 形成 的 . 而 其 中 每 一 个 别 因 素 在 总 的 影响 中 所 起 的 作用 都 是 微小 的 . 这 
种 随机 变 基 往往 近似 地 服从 正 态 分 布 . 这 种 现象 就 是 中 心 极限 定理 的 客观 背景 . 
本 他 只 介绍 三 个 常用 的 中 心 极 限定 理 . 

定理 一 (独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 设 随 机 变量 Xi ,X:，…,X,,… 相 互 
独立 ,服从 同一 分 布 , 且 具有 数学 期 望 和 方差 :EC(Xi) 一 p,D (2 ) 一 于 二 0 (KR 一 


2,…), 则 随机 变量 之 和 \X, 的 标准 化 变量 
之 ， X， 一 E( 之 ， 友 礁 忆 Xe 一 员 


p( 盖 殴 Vi 


的 分 布 函数 忆 ,(z) 对 于 任意 z 满足 


忆 和 一 观 
ee 本 加 G 
| 1 (2. 1) 
-一 V2x 


证 明 略 . 
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这 就 是 说 ,均值 为 w 方 差 为 叶 之 0 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 Xi， , X。 ,…，X， 
之 和 YX, 的 标准 化 变量 , 当 二 充分 大 时 ,有 


二 人 一 ?ll ， 
二 AR 《2. 2) 
5 
在 一 般 情 况 下 ,很 难 求 出 ”个 随机 变量 之 和 y、`X, 的 分 布 函 数 ,(2. 2) 式 表 
明 , 当 半 充分 大 时 ,可 以 通过 @(z) 给 出 其 近似 的 分 布 . 这 样 , 就 可 以 利用 正 态 分 


布 对 > `X, 作 理 论 分 析 或 作 实际 计算 ,其 好 处 是 明显 的 . 


旭 


GAN 
这 是 独立 同 分 布 中 心 极限 定理 结果 的 另 一 个 形式 . 这 就 是 说 ,均值 为 ,方差 为 


太 全 0 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 入 及 2 有 的 算术 平均 尺 人 入 k， 当 好 


充分 大 时 近似 地 服从 均值 为 w 方 差 为 oz/n 的 正 态 分 布 . 这 一 结果 是 数理 统计 
中 大 样本 统计 推断 的 基础 

定理 二 ( 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 定 理 ) 设 随 机 变量 久 ) 入 ? 2 入， ,…" 相 互 
独立 ,它们 具有 数学 期 望 和 方差 

忆 (X) 一 吃 ， 了 (已 ) 一 中 人 0 一 1,2，， 
记 B = 全 
若 存在 正 数 $, 使 得 当 mco 时 ， 
天 s 症 EL 二 闫 1 一 0， 

则 随机 变量 之 和 > X, 的 标准 化 变量 
2 和 一 E(， 0 局 X 一 之 ;Au 


RE 二 二 】 


D(> 这 
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的 分 布 函数 下 ,(Cz) 对 于 任意 z, 满 足 
1 
limF(Zz) 一 lim 上 人 S 


开 


0 
加 -ed 一 (2. 4) 
证 明 咯 . 
定理 二 表明 ,在 定理 的 条 件 下 ,随机 变量 
2X- 袜 “ 
2 二 ER 


当头 很 大 时 ,近似 地 服从 正 态 分 布 六 (0,1). 由 此 , 当 ) 半 很 大 时 ， 
> Xe = B,Z.+ > 近似 地 服从 正 态 分 布 N( > "mm,B3). 这 就 是 说 ,无 论 各 
个 随机 变量 X，(k 一 1,2,….) 服 从 什么 分 布 ,只 要 满足 定理 的 条 件 ,那么 它们 的 
和 这 当 ，” 很 大 时 ,就 近似 地 服从 正 态 分 布 . 这 就 是 为 什么 正 态 随机 变量 在 概 


率 论 中 占有 重要 地 位 的 一 个 基本 原因 . 在 很 多 问题 中 ,所 考虑 的 随机 变量 可 以 表 
示 成 很 多 个 独立 的 随机 变量 之 和 ,例如 ,在 任 一 指定 时 刻 , 一 个 城市 的 耗 电 量 是 
大 量 用 户 耗 电量 的 总 和 ;一 个 物理 实验 的 测量 误差 是 由 许多 观察 不 到 的 .可 加 的 
微小 误差 所 合成 的 ,它们 往往 近似 地 服从 正 态 分 布 . 
下 面 介 绍 另 一 个 中 心 极限 定理 , 它 是 定理 一 的 特殊 情况 . 
定理 三 ( 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 (De Moivre-Laplace) 定 理 ) 设 随 机 变量 思 (> 
一 1,2,…) 服 从 参数 为 mn, 记 (0 一 一 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 于 任意 zx, 有 
力 一 7 人 ] 
请 TEEPS <z|j=|- /区 
证 由 第 四 章 》2 例 6 知 可 以 将 思 分 解 成 为 个 相互 独立 \ 服 从 同一 (0 一 
1) 分 布 的 诸 随机 变量 Xi ,X: ,…,X, 之 和 , 即 有 


e-: /dt 一 G(z). 2 





1 一 > ,和 
8 一 
其 中 入 (R 一 1,2,… 2) 的 分 布 律 为 
P{(X 一 1 丰 一 加 (1 一 让) 一 ， 1 一 0，1. 
由 于 天 (Xi) 一 力 ,D(X) 一 力 《一 妃 ) (R 一 1,2,…， zz) ,由 定理 一 得 


有 人 NI 
imP| 一 2 一 天 一 茎 |= 区 


mm 了 < 了) 一 lim 一 一 一 一 人 
rc | V7z 轧 (] 一 力 ) mn 一 cc | 有 
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可 | 本 -去 “4 一 6(z). 口 
这 个 定理 表明 , 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 . 当 )” 充 分 大 时 ,我 们 可 以 利用 
(2. 5) 式 来 计算 二 项 分 布 的 概率 . 下 面 举 几 个 关于 中 心 极限 定理 应 用 的 例子 . 

例 1 一 加 法 器 同时 收 到 20 个 噪声 电压 V (CR 一 1,2,…,20), 设 它们 是 相 


互 独立 的 随机 变量 , 且 都 在 区 间 (0,10) 上 服从 均匀 分 布 . 记 V = > Vi， 求 


P{V>105} 的 近似 值 . 
解 易 知 下 (ww)= 三 5,D(Ww) 王 100/12 (&R 王 1,2,… ,20). 由 定理 一 ,随机 
变量 


20 


2 一 20X5 
_ =] V 一 20X5 
wW1001712 V20 ” wV100712 V20 
近似 服从 正 态 分 布 N(0,1) ,于 是 


V 一 20X5 105 一 20 X5 

人 TY 

MY > 105| 人 vV20  (〔〈10/ V12) V20 
六 一 100 

【TO vaAX20 

-1-P| 一 100 

本 (10/ V17) V20 


”了 di 一 1 一 6(0.387) 一 0. 348 
一 一 一 上 < 一 一 一 一 一 。 
汪 


一 co 2 区 


= P1 > 0.387| 


< 0. 387 | 


一 


即 有 PtV>>105} 0. 348. [ 


例 2 一 船舶 在 某 海区 航行 ,已 知 每 遭受 一 次 波浪 的 冲击 , 纵 摇 角 大 于 3 的 
概率 为 加 一 1/3 , 若 船舶 遭受 了 90 000 次 波浪 冲击 , 问 其 中 有 29 500 一 30 500 次 
纵 摇 角 度 大 于 3 "的 概率 是 多 少 ? 

解 ”我 们 将 船舶 每 遭受 一 次 波浪 冲击 看 作 是 一 次 试验 ,并 假定 各 次 试验 是 
独立 的 .在 90 000 次 波浪 冲击 中 纵 播 角 度 大 于 3" 的 次 数 记 为 X, 则 X 是 一 个 随 
机 变量 , 且 有 X 一 28(90 000,17/3). 其 分 布 律 为 

90 000 90 000 一 人 
， 二 ) (到 ) 


3 ,R 一 0, 1 90 000. 


P{X 一 久 一 | 
所 求 的 概率 为 


P{29 500 二 和 二 30 500) 二 下 人 ， | 国 限 2)”” 


丰 ==29 500 民 


3 
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要 直接 计算 是 麻烦 的 ,我 们 利用 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 来 求 它 的 近似 值 . 即 有 
己 (29 500 委 X 和 30 500} 
29 00 一 z 力 < 一 入 一 7 轧 <20 500 一 7 力 | 
Vzzz(1 一 加 Vz 轧 (一 力 ) 。 Vzz 轧 (1 一 力 ) 
~ 二 ed =6 人 30 500 一 7z 力 )=~e 人 29 500 一 7 万 
其 中 m 一 90 000 ,bb 一 173. 


也 {29 500 委 X 委 30 500)=@( 5 ) 一 o( 一 52 )=0 999 5. 癌 ] 


例 3 对 于 一 个 学 生 而 言 , 来 参加 家 长 会 的 家 长 人 数 是 一 个 随机 变量 , 设 一 
个 学 生 无 家 长 1 名 家 长 .2 名 家 长 来 参加 会 议 的 概率 分 别 为 0.05.0.8,.0. 15. 若 
学 校 共 有 400 名 学 生 , 设 各 学 生 参 加 会 议 的 家 长 人 数 相 互 独立 , 且 服 从 同一 
分 布 . 
《1) 求 参 加 会 议 的 家 长 人 数 X 超 过 450 的 概率 ; 
(2) 求 有 1 名 家 长 来 参加 会 议 的 学 生 人 数 不 多 于 340 的 概率 . 
解 〈1) 以 X CR 一 1,2,……,400) 记 第 & 个 学 生来 参加 会 议 的 家 长 人 数 , 则 
XA 的 分 布 律 为 
0 1 2 
zp，， |0.05 0.8 0.15 


400 


易 知 忆 (X4) 一 1.1,DCX4) 一 0.19, 一 1,2, ,400. 而 X 一 > Xi 由 定理 一 ， 
天 一 ] 
随机 变量 


400 


> X 一 400X1.1 
k 二 ] 和 一 400X1.1 


V400 VD. jg V400 VD 
近似 服从 正 态 分 布 N(0,1) ,于 是 
及 一 400X1.1、450 一 400X1.1 
PK 460) 王 也 二 vv 0 } 
间 一 直 00 基 1 工 
V400 V0- IT9 
1 一 中 (1. 147) 一 0. 125 1. 
《2) 以 立 记 有 一 名 家 长 参加 会 议 的 学 生 人 数 , 则 Y~&(400,0. 8) ,由 定理 三 
PtY<340) 
| YY 一 400X0. 8 < 一 _ 340 一 4000.8 
V400 又 0.8 又 0.2 “V400 又 0.8 又 0.7 
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小 结 


人 们 在 长 期 实践 中 认识 到 频率 具有 稳定 性 , 即 当 试验 次 数 不 断 增 大 时 ,频率 稳定 在 一 个 
数 的 附近 . 这 一 事实 显示 了 可 以 用 一 个 数 来 表征 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 这 使 人 们 认识 
到 概率 是 客观 存在 的 ,进而 由 频率 的 性 质 的 启发 和 抽象 给 出 了 概率 的 定义 ,因而 频率 的 稳定 
性 是 概率 定义 的 客观 基础 . 伯 努 利 大 数 定理 则 以 严密 的 数学 形式 论证 了 频率 的 稳定 性 . 

中 心 极限 定理 表明 ,在 相当 一 般 的 条 件 下 , 当 独 立 随机 变量 的 个 数 不 断 增加 时 ,其 和 的 分 
布 趋 于 正 态 分 布 . 这 一 事实 阐明 了 正 态 分 布 的 重要 性 . 也 揭示 了 为 什么 在 实际 应 用 中 会 经 
常 遇 到 正 态 分 布 ,也 就 是 揭示 了 产生 正 态 分 布 变量 的 源泉 . 另 一 方面 , 它 提 供 了 独立 同 分 布 


随机 变量 之 和 > \X,， (其 中 X, 的 方差 存在 ) 的 近似 分 布 ,只 要 和 式 中 加 项 的 个 数 充分 大 ,就 


炎 一 了 


可 以 不 必 考 虑 和 式 中 的 随机 变量 服从 什么 分 布 , 都 可 以 用 正 态 分 布 来 近似 ,这 在 应 用 上 是 有 
效 和 重要 的 . 

中 心 极限 定理 的 内 容 包含 极限 ,因而 称 它 为 极限 定理 是 很 自然 的 . 又 由 于 它 在 统计 中 的 
重要 性 , 称 它 为 中 心 极限 定理 ,这 是 波 利 亚 (Polya) 在 1920 年 取 的 名 字 . 
图 重要 术语 及 主题 

依 概率 收敛” 伯 努 利 大 数 定 理 ” 辛 钦 大 数 定理 ”独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 “” 李 雅 普 
诺 夫 中 心 极限 定理 ” 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 中 心 极 根 定理 


习题 


1. 据 以 往 经 验 , 某 种 电器 元 件 的 寿命 服从 均值 为 100 h 的 指数 分 布 , 现 随机 地 取 16 只 ， 
设 它 们 的 寿命 是 相互 独立 的 . 求 这 16 只 元 件 的 寿命 的 总 和 大 于 1920 h 的 概率 . 

2. 〈1) 一 保险 公司 有 10 000 个 汽车 投保 人 ,每 个 投保 人 索赔 金额 的 数学 期 望 为 280 美 
元 ,标准 差 为 800 美元 ,求索 赔 总 金额 超过 2 700 000 美元 的 概率 . 

(2) 一 公司 有 50 张 签约 保险 单 ,各 张 保险 单 的 索赔 金额 为 Xi 一 1,2,…,50( 以 千 美元 
计 ) 服 从 韦 布 尔 (WeibullD) 分 布 ,均值 忆 CX;:)=5, 方 差 DCX)=6, 求 50 张 保 险 单 索赔 的 合计 
金额 大 于 300 的 概率 ( 设 各 保险 单 索 赔 金额 是 相互 独立 的 ). 

3. 计算 器 在 进行 加 法 时 ,将 每 个 加 数 舍 人 最 靠近 它 的 整数 , 设 所 有 伟人 误差 相互 独立 且 
在 (一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 . 

(1) 将 1 500 个 数 相 加 , 问 误差 总 和 的 绝对 值 超过 15 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 最 多 可 有 几 个 数 相 加 使 得 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 10 的 概率 不 小 于 0. 90? 

4. 设 各 零件 的 重量 都 是 随机 变量 ,它们 相互 独立 , 且 服 从 相同 的 分 布 ,其 数学 期 望 为 
0. 5 kg, 均 方差 为 0.1 kg, 问 5 000 只 零件 的 总 重量 超过 2 510 kg 的 概率 是 多 少 ? 

5. 有 一 批 建筑 房屋 用 的 木 柱 ,其 中 80%% 的 长 度 不 小 于 3 m， 现 和 这 批 本 柱 中 随机 地 取 
100 根 , 求 其 中 至 少 有 30 根 短 于 3 m 的 概率 ， 

6. 一 工人 修理 一 台 机 器 需 两 个 阶段 ,第 -一 阶段 所 需 时 间 ( 小 时 ) 服 从 均值 为 0. 2 的 指数 
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分 布 ,第 二 阶段 服从 均值 为 0. 3 的 指数 分 布 , 且 与 第 一 阶段 独立 . 现 有 20 台 机 器 需要 修理 , 求 
他 在 8 h 内 完成 的 概率 . 

7. 一 食品 店 有 三 种 蛋糕 出 售 , 由 于 售 出 哪 一 种 蛋 粒 是 随机 的 ,因而 售 出 一 只 蛋糕 的 价格 是 
一 个 随机 变量 , 它 取 1 元 1. 2 元 、1.5 元 各 个 值 的 概率 分 别 为 0.3.0.2.0. 5. 若 售 出 300 只 蛋糕 . 

(1) 求 收 入 至 少 400 元 的 概率 . 

《2) 求 售 出 价格 为 1. 2 元 的 蛋糕 多 于 60 只 的 概率 . 

8. 一 复杂 的 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 所 组 成 ,在 整个 运行 期 间 每 个 部 件 损 
坏 的 概率 为 0. 10. 为 了 使 整个 系统 起 作用 ,至少 必 须 有 85 个 部 件 正常 工作 , 求 整 个 系统 起 作 
用 的 概率 . 

9. 已 知 在 某 十 字 路 口 ,一 周 事故 发 生 数 的 数学 期 望 为 2. 2 ,标准 差 为 1.4. 

(1) 以 怀表 示 一 年 (以 52 周 计 ) 此 十 字 路 口 事 故 发 生 数 的 算术 平均 ,试用 中 心 极限 定理 
求 头 的 近似 分 布 ,并 求 P{ 双 一 2}. 

(2) 求 一 年 事故 发 生 数 小 于 100 的 概率 . 

10. 某 种 小 汽车 氧化 氮 的 排放 量 的 数学 期 望 为 0.9 g/km, 标 准 差 为 1.9 g/km, 某 汽车 公 
司 有 这 种 小 汽车 100 辆 ,以 X 表示 这 些 车 辆 氧化 氮 排 放量 的 算术 平均 , 问 当 工 为 何 值 时 束 > 
L 的 概率 不 超过 0.01. 

11， 随 机 地 选取 两 组 学 生 ,每 组 80 人 ,分 别 在 两 个 实验 室 里 测量 某 种 化 合 物 的 pPH. 各 人 
测量 的 结果 是 随机 变量 ,它们 相互 独立 ,服从 同一 分 布 ,数学 期 望 为 5 ,方差 为 0.3, 以 飞 , 立 分 
别 表 示 第 一 组 和 第 二 组 所 得 结果 的 算术 平均 . 

(1) 求 P{(4. 9 一 叉 一 5. 1). 

(2) 求 P{ 一 0.1< 和 一 了 <0.1}. 

12. 一 公寓 有 200 户 住 户 ,一 户 住户 拥有 汽车 辆 数 X 的 分 布 律 为 


从 0 ] 2 
p |0.1 0.6 0.3 
问 需要 多 少 车 位 ,才能 使 每 辆 汽车 都 具有 一 个 车 位 的 概率 至 少 为 0. 95. 
13.， 某 种 电子 器 件 的 寿命 (小 时 ) 具 有 数学 期 望 w( 未 知 ) ,方差 到 一 400. 为 了 估计 pz, 随机 
地 取 ? 只 这 种 器 件 ,在 时 刻 本 0 投入 测试 (测试 是 相互 独立 的 ) 直 到 失效 , 测 得 其 寿命 为 X ， 
和 2 县 一 上 六 学 作为 zx 的 估计 ,为 使 已 { | 请 < 之 0.95, 问 ? 至 少 为 多 少 ? 


14. 某 药 厂 断 言 ,该 厂 生 产 的 某 种 药品 对 于 医治 一 种 又 难 血液 病 的 治愈 率 为 0.8, 医 院 任 
意 抽查 100 个 服用 此 药品 的 病人 , 若 其 中 多 于 75 人 治愈 ,就 接受 此 断言 ,否则 就 拒绝 此 断言 . 

(1) 若 实际 上 此 药品 对 这 种 疾病 的 治愈 率 是 0. 8. 问 接受 这 一 断言 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 若 实际 上 此 药品 对 这 种 疾病 的 治愈 率 为 0. 7, 问 接受 这 一 断言 的 概率 是 多 少 ? 


第 六 章 “ 样 本 及 抽样 分 布 


前 面 五 章 我 们 讲述 了 概率 论 的 基本 内 容 , 随 后 的 四 章 将 讲述 数理 统计 . 数理 
统计 是 具有 广泛 应 用 的 一 个 数学 分 支 , 它 以 概率 论 为 理论 基础 ,根据 试验 或 观察 
得 到 的 数据 ,来 研究 随机 现象 ,对 研究 对 象 的 客观 规律 性 作出 种 种 合理 的 估计 和 
判断 . 

数理 统计 的 内 容 包括 :如 何 收集 .整理 数据 资料 ;如 何 对 所 得 的 数据 资料 进 
行 分 析 、 研 究 , 从 而 对 所 研究 的 对 象 的 性 质 .特点 作出 推断 . 后 者 就 是 我 们 所 说 的 
统计 推断 问题 . 本 书 只 讲述 统计 推断 的 基本 内 容 . 

在 概率 论 中 ,我 们 所 研究 的 随机 变量 , 它 的 分 布 都 是 假设 已 知 的 ,在 这 一 前 
提 下 去 研究 它 的 性 质 、 特 点 和 规律 性 ,例如 求 出 它 的 数字 特征 ,讨论 随机 变量 函 
数 的 分 布 , 介 绍 常 用 的 各 种 分 布 等 . 在 数理 统计 中 ,我 们 研究 的 随机 变量 , 它 的 分 
布 是 未 知 的 ,或 者 是 不 完全 知道 的 ,人 们 是 通过 对 所 研究 的 随机 变量 进行 重复 独 
立 的 观察 ,得 到 许多 观察 值 , 对 这 些 数 据 进行 分 析 , 从 而 对 所 研究 的 随机 变量 的 
分 布 作 出 种 种 推断 的 . 

本 章 我 们 介绍 总 体 、 随 机 样本 及 统计 量 等 基本 概念 ,并 着 重 介 绍 几 个 常用 统 
计量 及 抽样 分 布 . 


1 随机 样本 


我 们 知道 ,随机 试验 的 结果 很 多 是 可 以 用 数 来 表示 的 , 另 有 一 些 试验 的 结果 
虽 是 定性 的 ,但 总 可 以 将 它 数量 化 . 例如 ,检验 某 个 学 校 学 生 的 血型 这 一 试验 ,其 
可 能 结果 有 OO 型 .A 型 .B 型 .AB 型 4 种 ,是 定性 的 . 如 果 分 别 以 1,2,3,4 依次 
记 这 4 种 血型 ,那么 试验 的 结果 就 能 用 数 来 表示 了 . 

在 数理 统计 中 ,我 们 往往 研究 有 关 对 象 的 某 一 项 数量 指标 (例如 研究 某 种 型 
号 灯泡 的 寿命 这 一 数量 指标 ). 为 此 ,考虑 与 这 一 数量 指标 相 联 系 的 随机 试验 ,对 
这 一 数量 指标 进行 试验 或 观察 . 我 们 将 试验 的 全 部 可 能 的 观察 值 称 为 总 体 ,这 些 
值 不 一 定 都 不 相同 ,数目 上 也 不 一 定 是 有 限 的 ,每 一 个 可 能 观察 值 称 为 个 体 . 总 
体 中 所 包含 的 个 体 的 个 数 称 为 总 体 的 容量 . 容量 为 有 限 的 称 为 有 限 总 体 ,容量 为 
无 限 的 称 为 无 限 总 体 . 

例如 在 考察 某 大 学 一 年 级 男生 的 身高 这 一 试验 中 , 若 一 年 级 男生 共 
2 000 人 ,每 个 男生 的 身高 是 一 个 可 能 观察 值 , 所 形成 的 总 体 中 共 含 2 000 个 可 
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能 观察 值 ,是 一 个 有 限 总 体 . 又 如 考察 某 一 湖泊 中 某 种 鱼 的 含 冬 量 ,所 得 总 体 也 
是 有 限 总 体 . 观察 并 记录 某 一 地 点 每 天 (包括 以 往 、 现 在 和 将 来 ) 的 最 高 气温 ,或 
者 测量 一 湖泊 任 一 地 点 的 深度 ,所 得 总 体 是 无 限 总 体 . 有些 有 限 总 体 , 它 的 容量 
很 大 ,我 们 可 以 认为 它 是 一 个 无 限 总 体 . 例如 ,考察 全 国正 在 使 用 的 某 种 型 号 灯 
泡 的 寿命 所 形成 的 总 体 , 由 于 可 能 观察 值 的 个 数 很 多 ,就 可 以 认为 是 无 限 总 体 . 

总 体 中 的 每 一 个 个 体 是 随机 试验 的 一 个 观察 值 , 因 此 它 是 某 一 随机 变量 和 
的 值 ,这 样 ,一 个 总 体 对 应 于 一 个 随机 变量 X. 我 们 对 总 体 的 研究 就 是 对 一 个 随 
机 变量 X 的 研究 ,X 的 分 布 函数 和 数字 特征 就 称 为 总 体 的 分 布 函数 和 数字 特 
征 .今后 将 不 区 分 总 体 与 相应 的 随机 变量 ,笼统 称 为 总 体 X. 

例如 ,我 们 检验 自生 产 线 出 来 的 零件 是 次 品 还 是 正品 ,以 0 表示 产品 为 正 
总 ,以 1 表示 产品 为 次 品 . 设 出 现 次 品 的 概率 为 诱 (常数 ) ,那么 总 体 是 由 一 些 
“] 和 一 些 “0" 所 组 成 ,这 一 总 体 对 应 于 一 个 具有 参数 为 尹 的 (0 一 1) 分 布 : 

忆 {( 和 一 Z)} 一 加 (1 一 加 )1 ,zz 一 0，] 
的 随机 变量 . 我 们 就 将 它 说 成 是 (0 一 1) 分 布 总 体 . 意 指 总 体 中 的 观察 值 是 (0 一 1) 
分 布 随机 变量 的 值 .又 如 上 述 灯 泡 寿 命 这 一 总 体 是 指数 分 布 总 体 , 意 指 总 体 中 的 
观察 值 是 指数 分 布 随机 变量 的 值 . 

在 实际 中 ,总 体 的 分 布 一 般 是 未 知 的 ,或 只 知道 它 具 有 某 种 形式 而 其 中 包含 
着 未 知 参 数 . 在 数理 统计 中 ,人 们 都 是 通过 从 总 体 中 抽取 一 部 分 个 体 , 根 据 获得 
的 数据 来 对 总 体 分 布 作 出 推断 的 . 被 抽出 的 部 分 个 体 叫做 总 体 的 一 个 样本 . 

所 谓 从 总 体 抽 取 一 个 个 体 ,就 是 对 总 体 X 进行 一 次 观察 并 记录 其 结果 . 我 
们 在 相同 的 条 件 下 对 总 体 X 进行 ”次 重复 的 .独立 的 观察 . 将 二 次 观察 结果 按 
试验 的 次 序 记 为 Xi,Xs，…X,. 由 于 Xi,X:,…，,X, 是 对 随机 变量 X 观察 的 结 
果 , 且 各 次 观察 是 在 相同 的 条 件 下 独立 进行 的 ,所 以 有 理由 认为 XU ,X。 ，…，,X， 
是 相互 独立 的 , 且 都 是 与 X 具有 相同 分 布 的 随机 变量 . 这 样 得 到 的 Xi ,X。: ,…， 
X， 称 为 来 自 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 ,z 称 为 这 个 样本 的 容量 . 以 后 如 无 特 
别 说 明 , 所 提 到 的 样本 都 是 指 简 单 随机 样本 . 

当 半 次 观察 一 经 完成 ,我 们 就 得 到 一 组 实数 zz，…zw, 它 们 依次 是 随机 
变量 入 1， 太 2? ，，… 及。 的 观察 值 , 称 为 样本 值 . 

对 于 有 限 总 体 , 采 用 放 回 抽样 就 能 得 到 简单 随机 样本 ,但 放 回 抽样 使 用 起 来 
不 方便 , 当 个 体 的 总 数 六 比 要 得 到 的 样本 的 容量 ” 大 得 多 时 ,在 实际 中 可 将 不 
放 回 抽样 近似 地 当 作 放 回 抽样 来 处 理 ， 

至 于 无 限 总 体 , 因 抽取 一 个 个 体 不 影响 它 的 分 布 , 所 以 总 是 用 不 放 回 抽样 . 
例如 ,在 生产 过 程 中 ,每 隔 一 定时 间 抽 取 一 个 个 体 , 抽 取 个 就 得 到 一 个 简单 随 
机 样本 ,实验 室 中 的 记录 ,水 文 `. 气 象 等 观察 资料 都 是 样本 . 试制 新 产品 得 到 的 样 
品 的 质量 指标 ,也 常 被 认为 是 样本 . 
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综合 上 述 ,我 们 给 出 以 下 的 定义 . 

定义 设 X 是 具有 分 布 困 数 下 的 随机 变量 , 若 Xi ,Xs ，…， 太 ， 是 具有 同一 
分 布 函 数 顾 的 .相互 独 立 的 随机 变量 , 则 称 Xi ，,Xs。，…，,AX， 为 从 分 布 函 数 下 (或 
总 体 上 、 或 总 体 X) 得 到 的 容量 为 ”的 简单 随机 样本 ,简称 样本 ,它们 的 观察 值 
zyzz Zn 称 为 样本 值 , 又 称 为 X 的 = 个 独立 的 观察 值 . 

也 可 以 将 样本 看 成 是 一 个 随机 辐 量 ,写成 (Xi,X:,，…，,X,), 此 时 样本 值 相 
应 地 写成 (zi yzz，…,zo). 若 (ziyz，…，zn) 与 (2,y，…y) 都 是 相应 于 样本 
(Xi,X，…,X) 的 样本 值 , 一 般 来 说 它们 是 不 相同 的 . 

由 和 定义 得 : 若 Xi ,Xs ，X， 为 下 的 一 个 样本 , 则 Xi,X，…，,X。 相互 独立 ， 
且 它 们 的 分 布 函数 都 是 开 , 所 以 (CX， ,入 2 ,X,) 的 分 布 盟 数 为 


二 9 \ 立 2 并) 一 RE 
1 二 1 
又 着 及 具有 概率 密度 三, 则 (CX， ， 太 ; ,Xu) 的 概率 密度 为 
闻 各 9 . 工 > 9 9 交 ，) -一 TTrez)， 


《2 直方 图 和 箱 线 图 


为 了 研究 总 体 分 布 的 性 质 , 人 们 通过 试验 得 到 许多 观察 值 ,一般 来 说 这 些 数 
据 是 杂乱 无 章 的 . 为 了 利用 它们 进行 统计 分 析 ,将 这 些 数据 加 以 整理 ,还 常 借 助 
于 表格 或 图 形 对 它们 加 以 描述 . 本 节 将 通过 例子 对 连续 型 随机 变量 X 引入 “ 频 
率直 方 图 .接着 介绍 数据 的 “ 箱 线 图 ”. 它们 使 人 们 对 总 体 X 的 分 布 有 一 个 粗略 
的 了 解 . 


《一 ) 直方 狠 


例 1 下 面 列 出 了 84 个 伊 特 拉 斯 放 (Etruscan) 人 男子 的 头颅 的 最 大 宽度 
(mm) ,现在 来 画 这 些 数据 的 “频率 直方 图 ” 

141 148 132 138 154 142 150 146 155 158 
150 140 147 148 144 150 149 145 149 158 
143 141 144 144 126 140 144 142 141 140 
145 135 147 146 141 136 140 146 142 137 
148 154 137 139 143 140 131 143 141 149 
148 135 148 152 143 144 141 143 147 146 
150 132 142 142 143 153 149 146 149 138 
142 149 142 137 134 144 146 147 140 142 
140 137 152 145 
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解 这些 数据 杂乱 无 章 , 先 要 将 它们 进行 整理 . 这 些 数据 的 最 小 值 .最 大 值 
分 别 为 126 .158, 即 所 有 数据 落 在 区 间 [L126,158j 上 , 现 取 区 间 [L124. 5,159. 5]， 
它 能 覆盖 区 间 [L126 ,158]. 将 区 间 [L124.5,159 ,5 等 分 为 7 个 小 区 间 包 ,小 区 间 的 
长 庆 记 为 A,A=(159.5 一 124.5)77= 一 5.A 称 为 组 虑 . 小 区 间 的 端点 称 为 组 限 . 数 
出 落 在 每 个 小 区 间 内 的 数据 的 频数 广 , 算 出 频率 六 /mr (2 一 84, 一 1,2,…,7) 如 


下 表 : 
组 。 限 | 频数/ 累积 频率 
一 | 一 

124. 5~-129.5 1 0.011 9 0.011 9 
129. 5 一 134.5 4 0. 047 6 0.059 5 
134. 5 一 139. 5 10 0,119 1 0.178 6 
139. 5 一 144.5 33 0. 392 9 0.5715 
本 24 0.285 7 0.857 2 
149. 5~154.5 9 0. 107 ] 0.952 4 
45 1595 3 0.035 7 ] 


现在 自 左 至 右 依次 在 各 个 小 区 间 上 作 以 志 /A 为 高 的 小 矩形 . 如 图 6 一 1 所 示 这 


样 的 图 形 叫 频率 直方 图 . 显然 这 种 小 矩形 的 面积 就 等 于 数据 落 在 该 小 区 间 的 频 
率 访 /m. 由 于 当 半 很 大 时 ,频率 接近 于 概率 ,因而 一 般 来 说 ,每 个 小 区 间 上 的 小 
窍 形 面积 接近 于 概率 密度 曲线 之 下 该 小 区 间 之 上 的 曲 边 梯形 的 面积 . 于 是 ,一 般 
来 说 ,直方 图 的 外 廓 曲线 接近 于 总 体 X 的 概率 密度 曲线 . 从 本 例 的 直方 图 看 (图 
6 一 1) , 它 有 一 个 峰 , 中 间 高 ,两 头 低 ,比较 对 称 .看 起 来 样本 很 像 来 自 某 一 正 态 总 
体 X〈 在 第 八 章 中 将 进一步 讨论 ). 从 直方 图 上 还 可 以 估计 X 落 在 某 一 区 间 的 
概率 ,例如 从 图 上 看 到 有 51.2%% 的 人 最 大 头颅 宽度 落 在 区 间 (134. 5,144. 5) 之 
内 ,最 大 头颅 宽度 小 于 129. 5 的 仅 占 1.1% 等 等 . 





| ES 
1]129.$ 134.5 139.$ 144.5 149.5 154.$S 1S9.5 


图 6 一 1 


中 作 直 方 图 时 , 先 取 一 个 区 间 ,其 下 限 比 最 小 的 数据 稍 小 ,其 上 限 比 最 大 的 数据 稍 大 ,然后 将 这 一 
区 间 分 为 上 个 小 区 间 ,通常 当 较 大 时 取 10 一 20, 当 mr<50 时 则 上 取 5 一 6. 若 上 取得 过 大 , 则 会 出 现 某 
些小 区 间 内 频数 为 霉 的 情况 (一 般 应 设法 避免 ), 分 点 通常 取 比 数据 精度 高 -- 位 ,以 免 数 据 落 在 分 点 上 . 
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《二 ) 箱 线 图 


先 介绍 样本 分 位 数 . 

定义 设 有 容量 为 7 的 样本 观察 值 z， 9 六 2 9 ”” ”9 -mn ,样本 户 分 位 数 (0 一 训 一 1 ) 
记 为 zs, 它 具 有 以 下 的 性 质 :(1) 至 少 有 zz 个 观察 值 小 于 或 等 于 zs;(2) 至 少 有 
mi(1 一 力 ) 个 观察 值 大 于 或 等 于 zv- 

样本 户 分 位 数 可 按 以 下 法 则 求 得 . 将 zi ,zz ，…z 按 自 小 到 大 的 次 序 排 列 
成 zy 委 Zoo) 和 …< 委 Zn， 

1 者 zi 不 是 整数 , 则 只 有 一 个 数据 满足 定义 中 的 两 点 要 求 , 这 一 数据 位 
于 大 于 zz 的 最 小 整数 处 , 即 为 位 于 Lzztj 十 1 处 的 数 . 例如 ,z 一 12, 思 一 0. 9,zz 一 
10.8,nx(1 一 力 ) 王 1.2, 则 z 的 位 置 应 满足 至 少 有 10. 8 个 数据 委 z。， (zy 应 位 于 
第 11 或 大 于 第 11 处 ); 且 至 少 有 1. 2 个 数据 二 z，， (zy 应 位 于 第 11 或 小 于 第 11 
处 ), 故 zx* 应 位 于 第 11 处 . 

2” 若 zzp 是 整数 . 例如 在 一 20, 一 0. 95 时 ,zx 的 位 置 应 满足 至 少 有 19 
个 数据 过 zr， (zp 应 位 于 第 19 或 大 于 第 19 处 ) 且 至 少 有 1 个 数据 全 z。，(z， 应 
位 于 第 20 或 小 于 第 20 处 ) , 故 第 19 或 第 20 的 数据 均 符 合 要 求 , 就 取 这 两 个 数 
的 平均 值 作 为 z,. 综 上 ， 

| ， 当 zzp 不 是 整数 ， 
民 


帮 方 [zem) 中 二] 当 zzbp 是 整数 . 


符 别 , 当 性 一 0.5 时 ,0. 5 分 位 数 zos 也 记 为 @ 或 M, 称 为 样本 中 位 数 , 即 有 
四 ， 当 ) 是 奇数 ， 


王 [zepb 十 zd+ro]， 当 ” 是 偶数 . 


易 知 , 当 ) 是 奇数 时 中 位 数 Zzos 就 是 Z 委 Zo 委 … 委 zo 这 一 数组 最 中 间 的 一 
个 数 ; 而 当 ?> 是 偶数 时 中 位 数 Zzo5 就 是 zo， 过 Zoo 生 … 和 过 Zzo 这 一 数组 中 最 中 间 
两 个 数 的 平均 值 . 
0. 25 分 位 数 zo.x 称 为 第 一 四 分 位 数 , 又 记 为 Qi ;0. 75 分 位 数 zzs 称 为 第 三 
四 分 位 数 , 又 记 为 Q:. 0.25 .0.5 9 0.75 在 统计 中 是 很 有 用 的 . 
例 2 设 有 一 组 容量 为 18 的 样本 值 如 下 (已 经 过 排序 ) 
122 126 133 140 145 145 149 150 157 
162 166 175 177 177 183 188 199 212 
求 样本 分 位 数 :zos yzoos yzos. 
解 〈1) 因为 zzp 王 18X0.2 王 3.6,zo?* 位 于 第 [3.6] 十 1=4 处 , 即 有 


二 0.2 一 郊 (4) 一 1 40， 


2 直方 图 和 箱 线 图 。 了 了 33 。 


(2) 因为 zzp 王 18X0.25 一 4.5,xzox 位 于 第 14. 5] 十 1=5 处 , 即 有 
Zo 25 一 145. 
(3) 因为 abp 王 18X0. 5 一 9,zos 是 这 组 数 中 间 两 个 数 的 平均 值 , 即 有 


.0.5 一 本 (157 十 162) 一 159， 5。 


下 面 介 绍 箱 线 图 . 

数据 集 的 箱 线 图 是 由 箱子 和 直线 组 成 的 图 形 , 它 是 基于 以 下 5 个 数 的 图 形 
概括 :最 小 值 Min ,第 一 四 分 位 数 Qi ,中 位 数 M ,第 三 四 分 位 数 Ga 和 最 大 值 
Max. 它 的 作法 如 下 : 

(1 ) 画 一 水 平 数 轴 , 在 轴 上 标 上 Main Qi， AT QQ ，]IMax， 在 数 轴 上 方面 一 个 
上 下 侧 平行 于 数 轴 的 矩形 箱子 ,箱子 的 左右 两 侧 分 别 位 于 Qi ,Q, 的 上 方 . 在 M 
点 的 上 方 画 一 条 垂直 线段 . 线段 位 于 箱子 内 部 . 

(2) 自 箱子 左 侧 引 一 条 水 平 线 直至 最 小 值 Min; 在 同一 水 平 高 度 自 箱子 右 
侧 引 一 条 水 平 线 直至 最 大 值 . 这 样 就 将 箱 线 图 作 好 了 ,如 图 6 一 2 所 示 . 箱 线 图 也 
可 以 沿 垂直 数 轴 来 作 . 自 箱 线 图 可 以 形象 地 看 出 数据 集 的 以 下 重要 性 质 . 


OO 中 心 位 置 :中 位 数 所 在 的 位 置 就 是 
本 _[T 

GO 散布 程度 :全 部 数据 都 落 在 LMin， 
Maxj] 之 内 ,在 区 间 [LMin， QJj,LQ,，M]， Min 名 M 吃 Max 
LM,Q:],LQ: ,Maxj] 的 数据 个 数 各 占 174. 
区 间 较 短 时 ,表示 落 在 该 区 间 的 点 较 集 中 ， 
反之 较为 分 散 . 

(3) 关于 对 称 性 : 奉 中 位 数位 于 箱子 的 中 间 位 置 . 则 数据 分 布 较为 对 称 . 又 
知 Min 离 M 的 中 离 较 Max 离 M 的 中 离 大 , 则 表示 数据 分 布 向 左倾 斜 , 反 之 表 
示 数 据 向 右倾 斜 , 且 能 看 出 分 布 尾 部 的 长 短 . 

例 3 以 下 是 8 个 病人 的 血压 (收缩 压 ,mmHg) 数 据 ( 已 经 过 排序 ), 试 作出 
箱 线 图 . 





图 6 一 2 


104 110 117 118 122 123 132 150 


解 因 mp 一 8X0.25 一 2, 故 Q, = 亏 (110 十 117) 一 113. 三 


ng 一 8X0.5 一 4, 故 zs 一 Q: 一 亏 (118 十 122) 一 120. 


因 ap 一 8X0.75 一 6, 故 zs 一 Qs 一 斑 (123 十 132) 一 127. 5. 


Min 王 102,Max 王 150, 作 出 箱 线 图 如 图 6 一 3 所 示 . 
例 4 下 面 分 别 给 出 了 25 个 男子 和 25 个 女子 的 肺活量 (以 升 计 . 数据 已 经 
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过 排序 ) 
了 于 明和 
Je 4 do do 3ao 30 3 3.7 
3.7 3.8 3.8 4.0 4.1 4.2 4.2 
男 了 组 4.1 4.1 4.3 4.3 4.5 4.6 4.7 4.8 4.8 
二 
9 1 


试 分 别 画 出 这 两 组 数据 线 图 . 
解 ”女子 组 Min 王 2.7,Max 一 4. 2,M 一 3.5， 
因 zzjp 王 25X0. 25 王 6. 25,Q, 一 3. 2. 
因 zz 一 25X0.75 一 18. 75,Q, 一 3. 7. 
男子 组 Min 一 4. 1 ,Max 一 6.7,M 一 5. 3， 
因 zt 一 25X0.25 一 6.25,Q, 一 4. 7. 
因 zzt 一 25X0.75=18.75， Q, 一 5. 8. 
作出 箱 线 图 如 图 6 一 4 所 示 . 站 


全 


Min 名 AMf CC; Max 
6 一 3 图 6 一 4 


箱 线 图 特别 适用 于 比较 两 个 或 两 个 以 上 数据 集 的 性 质 ,为 此 ,我 们 将 几 个 数 
据 集 的 箱 线 图 画 在 同一 个 数 轴 上 . 例如 在 例 3 中 可 以 明显 地 看 到 男子 的 肺活量 
要 比 女子 大 ,男子 的 肺活量 较 女 子 的 肺活量 为 分 散 . 

在 数据 集中 某 一 个 观察 值 不 寻常 地 大 于 或 小 于 该 数 集中 的 其 他 数据 , 称 为 
疑似 异常 值 . 疑似 异常 值 的 存在 ,会 对 随后 的 计算 结果 产生 不 适当 的 影响 . 检查 
疑似 异常 值 并 加 以 适当 的 处 理 是 十 分 重要 的 . 箱 线 图 只 要 稍 加 修改 ,就 能 用 来 检 
测 数据 集 是 否 存 在 疑似 异常 值 . 

第 一 四 分 位 数 Q, 与 第 三 四 分 位 数 Q, 之 间 的 距离 :Q, 一 Q, 天 为 JQR , 称 为 
四 分 位 数 间距 . 若 数据 小 于 Q, 一 1.5JQR 或 大 于 Q, 十 1. 5IJQR ,就 认为 它 是 疑似 
异常 值 . 我们 将 上 述 箱 线 图 的 作法 (1)、(2)、(3) 作 如 下 的 改变 

(1) 同 (1) 

(2 ICQR 一 Q: 一 y 若 一 个 数据 小 于 Cu， 和 DTQKR 或 大 于 Qi 机 


$3 抽样 分 布 。 了 35 。 





一 二 一 
让 


1.5TQR , 则 认为 它 是 一 个 疑似 异常 值 . 画 出 疑似 异常 值 ,并 以 * 表示 ， 
(3 ) 自 箱子 左 侧 引 一 水 平 线段 直至 数据 集中 除去 疑似 异常 值 后 的 最 小 值 ， 
又 自 箱子 右 侧 引 一 水 平 线 直 至 数据 集中 除去 拟 似 异常 值 后 的 最 大 值 . 按 (1 )、 
(2 ) (3 ) 作 出 的 图 形 称 为 修正 箱 线 图 . 
例 5S 下 面 给 出 了 某 医 院 21 个 病人 的 住院 时 间 ( 以 天 计 ), 试 画 出 修正 箱 线 
图 (数据 已 经 过 排序 ). 
人 
10 12 12 13 15 18 23 55 


Min GO hf CC; Max 


图 06 一 5 

解 Min 一 1,Max 王 55,M 一 7， 

因 21X0.25 一 5. 25 ,得 Q, 一 4， 

又 21X0.75 王 15.75 ,得 Q, 王 12， 

故 TIQR 一 Q: 一 Qi 一 8， 

Q, 十 1.5IQR=12 十 1.5X8=24,Q, 一 1.5JQR 王 4 一 12 王 一 8. 

观察 值 55 之 24, 故 55 是 疑似 异常 值 , 且 仅 此 一 个 疑似 异常 值 . 作出 修正 箱 
线 图 如 图 6 一 5 所 示 . 可 见 数 据 分布 不 对 称 ,而 向 右倾 斜 , 在 中 位 数 的 右边 较为 分 
散 . 口 

数据 集中 ,疑似 异常 值 的 产生 源 于 (1) 数 据 的 测量 .记录 或 输入 计算 机 时 的 
销 误 ;(2) 数 据 来 自 不同 的 总 体 ;(3) 数 据 是 正确 的 ,但 它 只 体现 小 概率 事件 . 当 检 
测 出 疑似 异常 值 时 ,人 们 需 对 疑似 异常 值 出 现 的 原因 加 以 分 析 . 如 果 是 由 于 测量 
或 记录 的 错误 ,或 某 些 其 他 明显 的 原因 造成 的 ,将 这 些 疑 似 异 常 值 从 数据 集中 丢 
弃 就 可 以 了 . 然而 当 出 现 的 原因 无 法 解释 时 要 作出 丢弃 或 保留 这 些 值 的 决策 无 
疑 是 困难 的 ,此 时 我 们 在 对 数据 集 作 分 析 时 尽量 选用 稳健 的 方法 ,使 得 疑似 异常 
值 对 我 们 的 结论 的 影响 较 小 . 例如 我 们 采用 中 位 数 来 描述 数据 集 的 中 心 趋势 ,而 
不 使 用 数据 集 的 平均 值 , 因 为 后 者 受 疑 似 异 常 值 的 影响 较 大 . 


3 抽样 分 布 


样本 是 进行 统计 推断 的 依据 . 在 应 用 时 ,往往 不 是 直接 使 用 样本 本 身 , 而 是 
针对 不 同 的 问题 构造 样本 的 适当 函数 ,利用 这 些 样本 的 函数 进行 统计 推断 . 
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定义 ” 设 和 ,XXX， 是 来 自 总 体 入 的 一 个 样本 ,g(X: ,XXX ) 是 大 ， 
Xe ，……X， 的 男 数 , 行 吕 中 不 含 未 知 参 数 , 则 称 g(AI，A2 ,X,) 是 一 统计 量 . 

因为 XI ，Xz ，…， 玉 ， 都 是 随机 变量 ,而 统计 量 BAI1，A: ,…，X。) 是 随机 变量 
的 函数 ,因此 统计 量 是 一 个 随机 变量 . 设 zi ,zsz,，…，,z, 是 相应 于 样本 Xi ，,Xs，…， 
从。 的 样本 值 , 则 称 多 (TI yTz "Za) 是 &(AI 和 2 ,X,) 的 观察 值 . 

下 面 列 出 见 个 常用 的 统计 量 . 设 Xi ,X ，…，,X, 是 来 自 总 体 忆 的 一 个 样本 ， 
zlyzz， 和 zw 是 这 一 样本 的 观察 值 . 定义 





样本 平均 值 
| 
忒 一 元 之 Xi 
样本 方差 
2 ] 2 
本 二 ( 袜 避 一 
样本 标准 闭 
S 一 VS: = 
样本 下 阶 (原点 ) 扼 


样本 & 阶 中 心 矩 
B = 二 >(X ,一 一 X), 开 一 2 3 
它们 的 观察 值 分 别 为 








二 一 “一 一 ,一 了 一 刘 丰 者 
包 站 人 /人 王 )*， 大 一 2,3， 


这 些 观察 值 仍 分 别称 为 样本 均值 .样本 方差 、 样 本 标准 差 、 样 本 & 阶 (原点 ) 拓 以 
及 样本 玉 阶 中 心 矩 . 


我 们 指出 , 若 总 体 X 的 上 阶 矩 ECX 天 ， 存在 , 则 当 mco 时 ,A, - 工 。 


3$3 抽样 分 布 。737 。 


7 这 是 因为 Xi ,X:，…，,X,， 独立 且 与 X 同 分 布 ,所 以 XI，X2 9 X 
独立 且 与 X 回 分 布 . 故 有 
ECX4) 一 已 (X 拉 一 … 一 局 (CX4) 一 避 。 
从 而 由 第 五 章 的 芋 钦 大 数 定 理 知 
_ LN PP 一 二 
4 一 一 之 大 一 Mr， 一 1,2，…. 


进而 由 第 五 章 中 关于 依 概 率 收 倒 的 序列 的 性 质 知道 
人 
其 中 g 为 连续 函数 . 这 就 是 下 一 章 所 要 介绍 的 矩 估计 法 的 理论 根据 . 
经 验 分 布 范 数 我们 还 可 以 作出 与 总 体 分 布 函 数 F(z) 相 应 的 统计 量 一 一 - 
经 验 分 布 函 数 . 它 的 作法 如 下 : 设 Xi ,X: ,…，,X, 是 总 体 下 的 一 个 样本 ,用 SCz)， 
一 co<z<co 表 示 矶 ,加 ，,X, 中 不 大 于 的 随机 变量 的 个 数 . 定义 经 验 分 布 
困 数 下,(z) 为 


F,(z) 一 二 SCz)， 二 
对 于 一 个 样本 值 ,那么 经 验 分 布 函数 下,(z) 的 观察 值 是 很 容易 得 到 的 (ECz) 的 


观察 值 仍 以 F,(Cz) 表 示 ). 例如 
(1) 设 总 体 下 具有 一 个 样本 值 1,2,3, 则 经 验 分 布 函数 F;,(z) 的 观察 值 为 


0 ， 若 2Z<1， 
部 ， 者 1 和 >z<<2， 
3) 一 
王 ， 若 2 委 z<3， 
3， 
(2) 设 总 体 正 具有 一 个 样本 值 1,1,2, 则 经 验 分 布 函数 已 (z) 的 观察 值 为 
0， 大 了 <1， 


Fa3(Cz) 一 本 ， 蔡 1 委 z<<2， 
1， 者 xz 之 2. 
一 般 , 设 1 9 之 2 9” ”9 Thn 是 总 体 的 一 个 容量 为 拉 的 样本 值 . 先 将 19 29 ”9 
zw 按 目 小 到 大 的 次 序 排列 ,并 重新 编号 . 设 为 
zs 委 Za 和 … 委 Zn， 
则 经 验 分 布 函 数 FF,(z) 的 观察 值 为 
0， 和 着 工 <zo)， 


尺 
上 人工 ) 一 本 者 关 由 S 工 二 1D) ? 


二 若 六 并 ， 
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对 于 经 验 分 布 函数 F,(Cz), 格 里 汶 科 (Gilivenko) 在 1933 年 证 明了 以 下 的 结 

果 :对 于 任 一 实数 z, 当 nr 一 cc 时 下 ,(Cz) 以 概率 1 一 致 收敛 于 分 布 函 数 FF(GCz), 即 
己 tlim _Sup | 下 (2Z) 一 上 (z)|1 一 0} 一 1. 

因此 ,对 于 任 一 实数 zx 当 ?” 充 分 大 时 ,经 验 分 布 函 数 的 任 一 个 观察 值 忆 ,(z) 与 总 
体 分 布 范 数 FFCz) 只 有 微小 的 差别 ,从 而 在 实际 上 可 当 作 ECz) 来 使 用 山 . 

统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 . 在 使 用 统计 量 进行 统计 推断 时 常 需 知 道 它 的 
分 布 . 当 总 体 的 分 布 评 数 已 知 时 ,抽样 分 布 是 确定 的 ,然而 要 求 出 统计 量 的 精确 
分 布 ,一 般 来 说 是 困难 的 .本 节 介 绍 来 自 正 态 总 体 的 几 个 常用 统计 量 的 分 布 . 


一 ) Y 分 布 
届 Xi ,X:，…，,X。 是 来 自 总 体 N(0,1) 的 样本 , 则 称 统计 量 
X 一 XI 十 是 2 十 … 十 : 3 
服从 自由 度 为 的 大 分 布 , 记 为 妇 一 (m)， 


此 处 ,自由 度 是 指 (3. 1) 式 右 端 包含 的 独立 变量 的 个 数 . 
六 2) 分 布 的 概率 密度 为 
] nm/2 一 1 一 y/2 
ro 站 (3. 2) 
0， 其 他 . 
六) 的 图 形 如 图 6 一 6 所 示 ， 





liZ23J3J4 5 On 6、 aeGd4 


图 6 一 6 
现在 来 推 求 (3. 2) 式 . 


中 对 于 任意 国定 的 z， 一 ce<z<co SGz)~pn ECz))， 从 而 可 知 对 于 国定 的 >x， 


是 攻 FE[> 并 ] 二 一 E[S(z)] 一 二 [mnF(z 站 一 FCz). 


3$3 抽样 分 布 *。 了 139 。 


首先 由 第 二 章 8 5 例 3 及 第 三 章 8 5 例 3 知 好 (1) 分 布 即 为 T{ 却 ,2) 分 布 


现 贡 一 N(0,1) ,由 定义 姥 一 邓 (D)， 即 姥 一 T( 序 ,2) 一 12 和 再 由 Xi， 
X，…,X，, 的 独立 性 知 X1, Xi X* 相 互 独立 ,从 而 由 下 分布 的 可 加 性 ( 见 第 
三 章 》$5 例 3) 知 

2 一 > ~T 了 (2 (3. 3) 
即 得 ,2 的 概率 密度 如 (3. 2) 式 所 示 . 口 


根据 工分 布 的 可 加 性 易 得 * 分 布 的 可 加 性 如 下 : 
X 分 布 的 可 加 性 设 刀 一 刀 Cma)》 人 一 巡 (az) 并且 妈 ,xs 相互 独立 , 则 有 


入 十 和 好 一 太 (ma 十 7 ). (3. 4) 
X 分 布 的 数学 期 望 和 方 关 若 入 一 类 (C2), 则 有 
E(2) 一 mn DC(xz2) 一 27. (3.5) 


事实 上 , 因 X; 一 人 N(0,1), 故 
开 (X;) 一 DCX) 一 1， 
站 (X;) 一 厂 (XI ) 一 [EX ) 一 3 一 1 一 2 一 1，2 7 


于 是 FE(Xe) 一 已 (> NI) 一 > CN) 一 
ii 一 Li 一 ] 


D(D) 一 也 (> 和 大) 一 >DD( 邓 ) 一 275. 
一】 


一 


六 分 布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 正 数 ,0 一 ax<<1, 称 满足 条 件 
P( 刀 之 天 (0 一 | ， fy)dy 一 (3. 6) 


Xe tn 
的 点 和 Co) 为 太 (C2) 分 布 的 上 a 分 位 点 ,如 图 
6 一 7 所 示 . 对 于 不 同 的 wmn, 上 ea 分 位 点 的 值 
已 制 成 表格 ,可 以 查 用 (参见 附 表 5). 例如 对 
于 ac 一 0. 1,2 一 25, 查 得 yo (25) 王 34.382. 但 
该 表 只 详 列 到 "一 40 为 止 , 费 希 尔 (R. A. Fisher) 
曾 证 明 , 当 ) 充分 大 时 ,近似 地 有 有 


好 (De 三 (z 二 V28 一 1)》， 《3. 体 


其 中 = 是 标准 正 态 分 布 的 上 分 位 点 .利用 (3. 7) 式 可 以 求 得 当 x 盖 40 时 和 (7m) 
分 布 的 上 x 分 位 点 的 近似 值 . 


例如 ,由 《3. 7) 式 可 得 好 (50)< 二 (1. 645 十 V99)? 王 67.221 (由 更 详细 的 
表 得 Xios(50) 一 67. 505). 


Xe(m) 
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(二 ) 分 布 
设 X 一 N(C0,1),Y 一 认 (za), 且 和 X,Y 相互 独立 , 则 称 随机 变量 
迷 
一 (3. 8) 
AWAY /7 


服从 自由 度 为 对 的 上 分 布 . 记 为 一 上 72). 
i 分 布 又 称 学 生 氏 (Student) 分 布 . 上 zz) 分 布 的 概率 密度 函数 为 


2 一 《1 十 1)72 
AD) 一 下 十 102 (1 十 亏 ,一 co<t<co (3. 9) 
A/ Tc 工 (7 2 ) 


人 





6 一 8 


(证 略 ). 图 6 一 8 中 画 出 了 (bo 的 图 形 .大 ( 芒 的 图 形 关 于 上 一 0 对 称 , 当 盖 充 分 大 
时 其 图 形 类 似 于 标准 正 态 变量 概率 密度 的 图 形 .事实 上 ,利用 工 函数 的 性 质 可 
得 





] 2 
lim 六 (zt) 一 本 二 和 9 
并 一 DO A 1 拒 


故 当 交 足够 大 时 上 分 布 近似 于 N(0,1) 分 布 .但 对 于 较 小 的 zt 分 布 与 N(0,1) 
分 布 相差 较 大 ( 昂 附 表 2 与 附 表 4). 
上 分布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 ,0 一 ac<1 , 称 满足 条 件 


己 人 全 万 (72)) 可见 二 二 从: 本 
的 点 天 (2) 为 4m) 分 布 的 上 a 分 位 点 (如 图 6 一 9)， 


ia(7) 


3$3 抽样 分 布 


由 上 分 布 上 ua 分 位 点 的 定义 及 天 ( 切 图 形 的 对 称 性 知 





"了 47 。 


《3. 12) 


3.137 


《3. 14) 


1 (1) 一 一 大 《1)。 
i 分 布 的 上 a 分 位 点 可 自 附 表 4 查 得 .在 ">45 时 ,对 于 常用 的 w 的 值 , 就 用 
正 态 近似 
t 《12) 全:Z， 
全 市 
设 U 一 Ga) ,YY 一 米 (nz)， 且 LU Y 相互 独立 , 则 称 随 机 变量 
__L7/ mn 


服从 自 由 度 为 (ma ,772 ) 的 上 分布, 记 为 下 一 下 (7 , 122 ) 。 
F(m zz) 分 布 的 概率 密度 为 


_ 工 ma 十 加 272 (Cam 一 2 人 vv>0 
UK(y) 一 4TGa /2)T(CzsV2)[1 十 (ma yz 7] 


0， 其 他 . 
(证 略 ). 图 6 一 10 中 画 出 了 VCy) 的 图 形 . 


巡 () 






(7 六 (10,.40) 






(Pi7 广 (11,3) 


图 6 一 10 


由 定义 可 知 , 若 下 一 下 (7 yy? ) ,出 
去 一 Fn yma) 
F 分 布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 w,0<c<<1 , 称 满 足 条 件 
P{ 下 全 FoCm va 一 | Wo)dy 一。 


《3. 15) 


《3. 16 ) 


7 


的 点 下 。(721 722 ) 为 上 (71 ,722 ) 分布 的 上 au 分 位 点 (图 6 一 11). 王 分 布 的 上 ma 分 位 点 


有 表格 可 查 ( 见 附 表 6). 
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下 分 布 的 上 a 分 位 点 有 如 下 的 重要 


性 质 中 ， 
] C 
1-。( 7 (3. 18 ) 
 (P 
(3.18) 式 常用 来 求 民 分 布 表 中 未 列 出 的 和 
和 用 的 上 x 分 位 点 . 例如 ， 图 6 一 11 
了 95(12， 的 人 人 


Foos(9,12) 2.80 


《四 ) 正 态 总 体 的 梓 本 均值 与 样本 方差 的 分 布 


设 总 体 X (不管 服从 什么 分 布 ,只 要 汐 值 和 方差 存在 ?的 均值 为 A， 方差 为 
0 ,Xi,Xz，…,X, 是 来 自 X 的 一 个 样本 ,X,S: 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 , 则 


有 
ECX) 一 kw， DCX) 一 o2/m (3. 19) 


而 ECS) = 如 二 ( 袜 站 一 到 )]= 二 > EGG) 一 xE(Z)] 
4 一 





er 十 A) 一 ao/ 十 M2) |= 0 ， 
i 二 1 
即 尼 (S ) 一 呈 . 《3. 20) 


进而 , 设 X 一 NCu,o2) ,由 第 四 章 $ 2 的 (2.8) 式 知 尺 二 这 也 服从 正 


态 分 布 , 于 是 得 到 以 下 的 定理 : 
定理 一 ” 设 Xi ,X:,…，,X, 是 来 自 正 态 总 体 N(pso2z) 的 样本 ,X 是 样本 均 
值 , 则 有 
X 一 NGCnyo2/7z)， 
对 于 正 态 总 体 N(u,o ) 的 样本 均值 X 和 样本 方差 S:, 有 以 下 两 个 重要 定 


中 《〈3. 18) 式 的 证 明 如 下 : 若 下 一 Fn na ), 按 定义 


ee 一 ce 了 于 
1 一 a 一 P{F>Fi-。(Cnlyz)) 一 P{ 去 < 半 - 却 < 本 中 


] 
9 P{ 于 一 《721 ， | 一 ” P{ 去 > 记 ) 下 全 


1 __ 
于 是 P{ 记 > FT | = 放 且 
再 由 到 一 FCm ,7 ) 知 P{ 去 >RCn ,71 ) } =<“ (2) 
比较 (1),(2) 两 式 得 


] 


一 下 (2 ai) , 即 下 1 一 居 《7 2 一 到 


] 
下 | 《3 7322) 


$3 抽样 分 布 。， 743 。 


理 . 

定理 二 ” 设 Xi ,X: ,…，,X, 是 来 自 总 体 No:) 的 样本 ,X,S: 分 别 是 样本 
均值 和 样本 方差 , 则 有 
一 1)S- 
Cr 

2” 勤 与 S: 相互 独立 . 

定理 的 证 明 见 本 章 末 附 录 . 

定理 三 ” 设 Xi,Xz,…,X, 是 来 自 总 体 No ) 的 样本 ,X,S: 分 别 是 样本 
均值 和 样本 方差 , 则 有 


]” 人 交 (11 一]); 如 : 洒 且 


和 
全 一 才 一 :2 一 1)， 《3. 22) 
SX 大 

证 ”由 定理 一 、 定 理 二 


有 一 0 
7 帮 一 NC0,1D)， 二 


G/N/ 记 


且 两 者 独立 .由 上 分 布 的 定义 知 
一 6 加 C@z 一 1)S 一 纺 姑 一 1 )。 





0/Vm co(7 一 ]) 
化 简 上 式 左 边 , 即 得 (3. 22) 式 . 口 
对 于 两 个 正 态 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 有 以 下 的 定理 . 
定理 四 设 Xi，X2，…，X， 与 放生 二 文生 二 2 本 , 分别 是 来 自 正 态 总 体 NGCAa， 


cf) 和 N(m ya) 的 样本 ,上 且 这 两 个 样本 相互 独立 0. 设 X 一 这 > x,?- 











贡 分 别 是 这 两 个 样本 的 样本 均值 ; Si = 人 _ 束 )2,S; 一 
二 分 别 是 这 两 个 样本 的 样本 方差 , 则 有 

。 Si/S ER 

] 02 /2 7 一 上 上 (71 ] ,7?2 ]1); 


2” Il 一 困 2 2 一 时 ， 
( 尺 一 友 ) 一 ( 放 了 人 


S。 /一 十 二 
771 722 
《zz 一 1)S 十 (7 一 1)7S: SS 
二 1 1 2 2 一 
其 中 Sa 人 SS 一 从 


全 是 指 随 机 向 量 (X ,入 2 ) 与 (Y 2 9 ) 相 互 独立 . 
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证 1 由 定理 二 
[3 

0l 
由 假设 Si1,S: 相互 独立 , 则 由 天 分 布 的 定义 知 
站 


(7 一 1)oi (7 一 ])az 


人 办 人 
一 入 (ma 一 人 人 一 1) 


mL 





S1/S: 汪汪 

另 D2 /0 下 (7 1 7?; 隐 攻 

C 气 7 亏 7 国 | 工 有 

2 易 知 又 一 7 一 Nm 2 人 凡 有 

0 
二 
771 好 2 
又 由 给 定 条 件 知 
四 2 E 2 
一， (rm 二 全 ~X (ma 一 1)， 


且 它 们 相互 独立 , 故 由 入 分 布 的 可 加 性 知 
Vy 一 四 一 DSi Cu 一 DS 
I 


由 本 章 附录 2* 知 U 与 V 相互 独立 . 从 而 按 上 分布 的 定义 知 


站 人 人 作 Et， > 2 人 [ 
AWAY 十 1 一 2) S 工 T 工 


好 ] 好 2 
本 节 所 介绍 的 几 个 分 布 以 及 四 个 定理 ,在 下 面 各 章 中 都 起 着 重要 的 作用 .应 
注意 ,它们 都 是 在 总 体 为 正 态 这 一 基本 假定 下 得 到 的 . 


小 结 


一 X 《7 四 





在 数理 统计 中 往往 研究 有 关 对 象 的 某 一 项 数量 指标 .对 这 一 数量 指标 进行 试验 或 观 
察 ,将 试验 的 全 部 可 能 的 观察 值 称 为 总 体 ,每 个 观察 值 称 为 个 体 . 总 体 中 的 每 一 个 个 体 是 某 
一 随机 变量 X 的 值 , 因 此 一 个 总 体 对 应 一 个 随机 变量 X. 我 们 将 不 区 分 总 体 与 相应 的 随机 变 
量 X, 笼 统称 为 总 体 X. 随机 变量 X 服从 什么 分 布 ,就 称 总 体 服 从 什么 分 布 . 在 实际 中 遇 到 
的 总 体 往往 是 有 限 总 体 , 它 对 应 一 个 离散 型 随机 变量 . 当 总 体 中 包含 的 个 体 的 个 数 很 大 时 ， 
在 理论 上 可 以 认为 它 是 一 个 无 限 总 体 . 我 们 说 某 种 型 号 的 灯泡 寿命 总 体 服 从 指数 分 布 ,是 指 
无 限 总 体 而 言 的 . 又 如 我 们 说 某 一 年 龄 段 的 男性 儿童 的 身高 服从 正 态 分 布 ,也 是 指 无 限 总 体 
而 言 的 . 无 限 总 体 是 人 们 对 具体 事物 的 抽象 . 无 限 总 体 的 分 布 的 形式 较为 简明 ,便于 在 数学 
上 进行 处 理 ,使 用 方便 . 

在 相同 的 条 件 下 ,对 总 体 X 进行 次 重复 的 .独立 的 观察 ,得 到 个 结果 Xi ,X。 ,…，,X，， 
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称 随 机 变量 Xi ,X? ，…',X, 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 , 它 具 有 两 条 性 质 : 

1 Xi ,Xi ，…，X，。 都 与 总 体 具有 相同 的 分 布 ; 

2 XI ,X:，…，X。 相互 独立 ， 
我 们 就 是 利用 来 自 样本 的 信息 推断 总 体 , 得 到 有 关 总 体 分 布 的 种 种 结论 的 . 

样本 Xi ,X:，…X 的 图 数 85(X ，Xz ，…X), 若 不 包含 未 知 参数 , 则 称 为 统计 量 . 统计 量 
是 一 个 随机 变量 , 它 是 完全 由 样本 所 确定 的 . 统计 重 是 进行 统计 推断 的 工具 . 样本 均值 


和 样本 方差 





是 两 个 最 重要 的 统计 量 . 统计 基 的 分 布 称 为 抽样 分 布 . 下 面 是 三 个 来 自 正 态 分 布 的 抽样 分 
布 : 
和 信 分 布 ， 上 上 分布 ， 下 分 布 . 

这 三 个 分 布 称 为 统计 学 的 三 大 分 布 , 它 们 在 数理 统计 中 有 着 广泛 的 应 用 . 对 于 这 三 个 分 布 ， 
要 求 读者 掌握 它们 的 定义 和 密度 函数 图 形 的 轮廓 ,还 会 使 用 分 位 点 表 写 出 分 位 点 . 

关于 样本 均值 X .样本 方差 $: ,有 以 下 的 结果 . 

1]. 设 Xi ,X，…,X。 是 来 自 总 体 X( 不 管 服 从 什么 分 布 , 只 要 它 的 均值 和 方差 存在 ) 的 样 
本 , 且 有 开 (X) 一 wx,D(X) 一 o , 则 有 

下 (X) 一 0 D(X) 一 oz /mn 

2 设 总 体 X 一 入 (po ) XI 入: so 是 来 自 入 的 样本 , 则 有 

1” X 一 Nusaey/mz) 

2。 一 DS_ 

厅 

3” X 与 S: 相互 独立 ; 

4” 0 

3. 对 于 两 个 正 态 总 体 X 一 NGCun ,ai),Y~NCe ,ci), 有 定理 四 的 重要 结果 . 
图 重要 术语 及 主题 

总 体 ”简单 随机 样本 ”统计 量 

X 分 布 .上 分 布下 分 布 的 定义 及 它们 的 密度 函数 图 形 轮廓 

1 


上 = 分 位 点 “Fnm mm) 一 严 CL 
小 结 中 关于 样本 均值 ,样本 方差 的 重要 结果 
附 采 
1 定理 二 的 证 明 
令 ZU= 一 二 4,i 一 1,2,…s, 则 由 定理 二 的 假设 知 ,Zi ,Z, ,…,2, 相互 独立 , 且 都 服从 
N(0,1) 分 布 ,而 


好 (一 1)3 
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> ls 天 一 
人 


( 怀 ; 一 友 ) 于 
(7 一 1)S- 交 -了 定 | 全 -| 
1 gf 0 


一 SCz 一 2): 一 > 玫 一 2 


取 一 并 阶 正 交 矩阵 4=(a ) ,其 中 第 一 行 的 元 素 均 为 1/Va. 作 正 交 变 换 


YY 一 4Z， 
『Y， 学 
YY Z， 
其 中 这 和 一 
过 ds 


由 于 一 2 一 1 ,2 ， 71。 故 了 9 2 YY 仍 为 正 态 变量 . 由 2 一 NO,1)，z 一 1， 


一 ] 


2,…,m 知 
E(Y;) 一 已 (> av2i) 一 >,ai 古 (Zi) = 0. 
7m1 ?了 =] 
又 由 COov(LCi CO) 一 0 (0 一 0, 当 zi 天 130; 一 1, 当 i 一 1 ) ,7 一 1,2……,7, 知 


COV(Y ， 六 一 Cov( 之 /or ， 忆 ,au2， 】 


二 阅 >oovcov(Z 2) = 一 oo 一 0 


一 1 (一 j 一 1 


(由 正 交 矩阵 的 性 质 ), 故 i ,Y: ,…,Y。 两 两 不 相关 . 又 由 于 ) 维 随机 变量 (Yi ,Y: ,…,Y, ) 是 
由 半 维 正 态 随机 变量 (Xi ,X: ,…,X,) 经 由 线性 变换 而 得 到 的 ,因此 ,(Yi,Y: ,…,Y,) 也 是 ， 
维 正 态 随机 变量 (参见 第 4 章 $4). 于 是 由 Y ,ys ,…，,Y, 两 两 不 相关 可 推 得 Yi ,Y* ,…,Y, 相 
互 独立 (参见 第 4 章 $4), 且 有 有 一 NO0,1), 一 1,2, ,wm, 而 


TY 人 7 一 ma Zi 


一】 到 | VPa 
之 /好 一 YTY= (4Z)T(4Z) = ZT(4T4)ZE = ZT 了 2=ZIZ = 》 7， 
一 ] 1 
二 2 荐 天 
于 是 全 = 之 下 一 之 下 一 在 一 之 于， 
2 1 一 2 


由 于 Y: ,…，,Y, 相互 独立 , 且 世 一 N(0,1D ,ii 一 2,3,…o2, 知 > Y? ~ Xi (一 1). 从 而 证 得 
1 一 2 


_ 1 Gz 
2 0 一 米 (7 一 1). 


再 者 ,又 一 0Z 十/ 一“ 
好 


由 六 ,Y:，…,Y, 的 独立 性 , 推 知 芭 与 S: 相互 独立 . 


+ 仅 依赖 于 Yi ,而 3: = -于 -> Y? 仅 依赖 于 YY, ，…',Y, 再 
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2"” 定理 二 的 推广 
定理 二 中 愉 与 $” 相互 独立 这 一 结论 ,还 能 推广 到 多 个 同方 差 正 态 总 体 的 情形 . 例如 ,对 
于 两 个 同方 差 正 态 总 体 的 情形 . 设 X%,Y,Si,S; 是 定理 四 2 中 所 说 的 正 态 总 体 Na , 叶 )， 
Ne , 喧 ) 的 样本 均值 和 样本 方差 . 只 要 引 人 正 交 扼 阵 
4 10 
T= ( 。 ，)， 
其 中 4, 为 mw 阶 正 交 和 矩阵 ,其 第 一 行 元 素 都 是 1/wm (i 王 1,2) ,与 上 面 同 样 的 做 法 ,考察 向 量 
Z 一 TY 
各 分 量 的 独立 性 ,其 中 
朵 一 (Vs vvV)， 
Wi 一 (Xi 一 向 )/6， ii 一 1 2 il， 
Vi 一 ( 一 各 ) 人 /oo 一 1 2 7 十 7 一 7 
就 可 证 得 X,Y,Si ,S; 相互 独立 . 
对 于 和 na (7 过 2) 个 同方 差 的 正 态 总 体 的 情形 , 设 忆 ,,S; 分 别 是 总 体 N(u yo ),i 一 1,2,，…， 
2 的 样本 均值 和 样本 方差 , 且 设 各 样本 相互 独立 , 则 叉 ,X，…,Xw ,Si ,Si ,S2 相互 独立 . 


习题 





1. 在 总 体 N(52,6.3") 中 随机 抽取 一 容量 为 36 的 样本 , 求 样 本 均值 束 落 在 50.8 到 53.8 
之 间 的 概率 ， 

2. 在 总 体 N(12,4) 中 随机 抽 一 容量 为 5 的 样本 Xi ,Xs ,Xi ,X4 ,Xi:. 

(1) 求 样本 均值 与 总 体 均 值 之 差 的 绝对 值 大 于 1 的 概率 . 

(2) 求 概 率 已 {max{XI ,Xz ,XXX 二 15)5P{(min{X ,XXX X <10)}. 

3. 求 总 体 N(20,3) 的 容量 分 别 为 10,15 的 两 独立 样本 均值 差 的 绝对 值 大 于 0. 3 的 概 
率 . 

4. (1) 设 样本 Xi Xs，…, Xe 来自 总 体 N(o,1),yY=(X 十 和 站 十 筷 ) 
十 (X4 十 Xs 十 Xe)2 , 试 确定 常数 C 使 CY 服从 y: 分 布 . 

C(X, 十 X) 


(2) 设 样本 Xi ,X ，…，Xi 来 自 总 体 入 0 一 ( 砚 十 双 干 XJ75 试 确定 常数 C 使 了 


服从 + 分 布 . 

(3) 已 知 X 一 上 nm) ,求证 X2 一 下 (1 ,m). 

5. (1) 已 知 某 种 能 力 测试 的 得 分 服从 正 态 分 布 NCu,o ) ,随机 取 10 个 人 参与 这 一 测试 . 
求 他 们 得 分 的 联合 概率 密度 ,并 求 这 10 个 人 得 分 的 平均 值 小 于 7 的 概率 ， 

(2) 在 (1) 中 设 pi 一 62, 咏 一 25, 若 得 分 超过 70 就 能 得 奖 , 求 至 少 有 一 人 得 奖 的 概率 . 

6. 设 总 体 X 一 2(1,pP) ,Xi ,X: ,…,X。 是 来 自 X 的 样本 . 

(1) 求 (X ,Xs 和 …X,) 的 分 布 律 . 


(2) 求 >,X 的 分 布 律 . 
1 
(3) 求 巴 (和 ) ,D( 入 ) ,下 (5S2 )， 
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7. 设 总 体 X 一 太 (m) ,Xi ,X。 ,Xio 是 来 自 X 的 样本 , 求 下 (各 ) ,D( 马 ) ,ECS2: ). 
8. 设 总 体 X 一 NIno) ,XI Xe ，…,Xo 是 来 自 X 的 样本 . 
(1) 写 出 X ,X。 ,… ,Xi 的 联合 概率 密度 . 
(2) 写 出 XXX 的 概率 密度 . 
9， 设 在 总 体 Nnpo ) 中 抽 得 一 容量 为 16 的 样本 ,这 里 wo 均 未 知 . 
(1) 求 P{1S: [os2.041} ,其 中 3: 为 样本 方差 
(2) 求 D(S: ). 
10. 下 面 列 出 了 30 个 美国 NBA 球员 的 体重 (以 磅 计 ,1 磅 =0. 454kg) 数 据 . 这 些 数据 是 
从 美国 NBA 球 队 1990 一 1991 赛季 的 花 名 册 中 抽样 得 到 的 . 
225 232 232 245 235 245 270 225 240 240 
217 195 225 185 200 220 200 210 271 240 
220 230 215 252 225 220 206 185 227 236 
(1) 画 出 这 些 数据 的 频率 直方 图 (提示 :最 大 和 最 小 观察 值 分 别 为 271 和 185, 区 间 
L184.5,271. 5] 包 含 所 有 数据 ,将 整个 区 间 分 为 5 等 份 ,为 计算 方便 ,将 区 间 调 整 为 (179. 5， 
279. 5)， 
《2) 作出 这 些 数 据 的 箱 线 图 , 
11. 截 尾 均 值 ” 设 数据 集 包 含 ”个 数据 ,将 这 些 数据 自 小 到 大 排序 为 
ZU To 委 … 委 Zou， 
删 去 100a% 个 数值 小 的 数 ,同时 删 去 100x%% 个 数值 大 的 数 ,将 留 下 的 数据 取 算 术 平 均 , 记 为 
Ze, 即 





其 中 [za cj 是 小 于 或 等 于 ma 的 最 大 整数 (一 般 取 c 为 0.1~0.2). 工 称 为 100c%% 截 尾 均 值 . 例 
如 对 于 第 10 题 中 的 数据 , 取 =0.1, 则 有 En]=[30x0.1]=3, 得 100x0.1% 截 尾 均 值 
_ 200 十 200 十 … 十 245 十 245 
30 一 6 
若 数据 来 自 某 一 总 体 的 样本 , 则 z。 是 一 个 统计 量 . z。 不 受 样本 的 极端 值 的 影响 . 截 属 均 
值 在 实际 应 用 问题 中 是 常会 用 到 的 . 
试 求 第 10 题 的 30 个 数据 的 e<=0. 2 的 截 尾 均值 . 


一 225.416 7. 


oa 


第 七 章 参数 估计 


统计 推断 的 基本 问题 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 估计 问题 , 另 一 类 是 假设 检验 
问题 . 本 章 讨 论 总 体 参数 的 点 估计 和 区 间 估 计 ， 


1 扣 估计 


设 总 体 X 的 分 布 函 数 的 形式 已 知 , 但 它 的 一 个 或 多 个 参数 未 知 ,借助 于 总 
体 X 的 一 个 样本 来 估计 总 体 未 知 参 数 的 值 的 问题 称 为 参数 的 点 估计 问题 . 

例 1 在 某 炸药 制造 厂 ,一 天 中 发 生 着 火 现象 的 次 数 X 是 一 个 随机 变量 , 假 
设 它 服从 以 >0 为 参数 的 泊 松 分 布 ,参数 1 为 未 知 . 现 有 以 下 的 样本 值 , 试 估计 
参数 1. 






发 生 下 次 着 火 的 天 数 m|175 90 54 22 


解 由 于 XGA), 故 有 A 一 天 (X). 我 们 自然 想到 用 样本 均值 来 估计 总 体 
的 均值 下 (X). 现 由 已 知 数 据 计 算得 到 


右 
> ，Aors 
一 k 二 0 
g 
之 /mu 
天 一 们 





= 二 LOX75 十 1X90 十 2X54 十 3X22 二 4X6-5X2 十 6X 一 1 外 


即 刁 (X) 一 人 的 估计 为 1. 22. 口 

点 估计 问题 的 一 般 提 法 如 下 : 设 总 体 X 的 分 布 函数 下 (zs0) 外 的 形式 为 已 
知 ,g 是 待 估 参数 . Xi ,X: ，…,X, 是 X 的 一 个 样本 ,zi,z，…yzv 是 相应 的 一 个 
样本 值 . 点 估计 问题 就 是 要 构造 一 个 适当 的 统计 量 2(Xi ,X:，…，,X,) ,用 它 的 观 
察 值 2(zi ,zz ，……,zy) 作 为 未 知 参 数 0 的 近似 值 .我 们 称 OCX,Xs ，…,X,) 为 8 的 
估计 量 , 称 0Cz,z，…z) 为 8 的 估计 值 . 在 不 致 混淆 的 情况 下 统称 估计 量 和 佑 


-一 一 一 








帆 ”多 于 一 个 未 知 参 数 时 ,可 同样 讨论 . 
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计 值 为 估计 ,并 都 简 记 为 久 . 由 于 估计 量 是 样本 的 函数 . 因此 对 于 不 同 的 样本 值 ， 
的 估计 值 一 般 是 不 相同 的 . 
例如 在 例 1 中 ,我 们 用 样本 均值 来 估计 总 体 均 值 . 即 有 估计 量 
i 一 成 入 ) 一 3 村 1 一 250. 


估计 值 i= 成 发) 一 二 a = 1. 22. 
下 面 介 绍 两 种 常用 的 构造 估计 量 的 方法 : 抢 估 计 法 和 最 大 似 然 估计 法 . 
《一 ) 算 售 计 法 
疯 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 fCzib ,0 ，…,2) ,或 X 为 离散 型 


随机 变量 ,其 分 布 律 为 PtX 一 Z)} 王 如 zi0 0 0 其 中 太 ,0 为 待 估 
参数 ,Xi 入 2 及， 是 来 目 入 的 样本 . 假设 总 体 入 的 前 友 除 窍 


凡 一 ECXD = | zzi8 人)dr (连续 型 ) 


或 岂 一 EX') 一 >zp(zib 20) (X 离散 型 ) 


一 12 
(其 中 Rx 是 X 可 能 取 值 的 范围 ) 存 在 . 一 般 来 说 ,它们 是 %0. ,9 ,…,b: 的 函数 . 基 
于 样本 甜 
Ai 一 二 立时 

依 概率 收敛 于 相应 的 总 体 抢 j(L 王 1,2,…,) ,样本 和 矩 的 连续 函数 依 概率 收敛 于 
相应 的 总 体 矩 的 连续 函数 ( 见 第 六 章 8$ 3) ,我 们 就 用 样本 抢 作 为 相应 的 总 体 矩 的 
们 计量 ,而 以 样本 矩 的 连续 函数 作为 相应 的 总 体 矩 的 连续 函数 的 估计 量 . 这 种 估 
计 方 法 称 为 矩 估 计 法 . 矩 估计 法 的 具体 做 法 如 下 : 设 

0 (O ,0 2)， 

pa 一 pz 0 和)， 


pi 一 Ap OO) 
这 是 一 个 包含 大 个 未 知 参数 0, ,2 ，…,6， 的 联 立 方程 组 . 一 般 来 说 ,可 以 从 中 解 
出 0 ,2 ,…, ,得 到 

页 一 六 (psp AD)， 

岂 一 加 (ayp AD) 


引 ae 和 (Ai 9 AL2 9 ， At ) 


S$1 点 估计 。 了 5 。 


以 A， 分 别 代替 上 和 式 中 的 ms 一 1, 2 类, 就 以 


一 bi(A ,AAA 一 1 2 
分 别 作为 0, 一 1,2,… 兴 的 佑 计量 ,这 种 估计 量 称 为 矩 估 计量 . 抢 估 计量 的 观 
察 值 称 为 矩 估 计 值 . 
例 2 设 总 体 X 在 Le, 妇 上 服从 均匀 分 布 ,a,b 未知 . Xi,Xz，…，,X。 是 来 自 
X 的 样本 , 试 求 ao 的 矩 估 计量 . 
解 AM 一 下 (人 X) 一 (十 D)72， 
必 一 下 (X2) 一 DCX) 十 [E(X)] 
一 (0 一 a)/12 十 (十 50)2714. 
Q& 十 六 一 20， 
1 一 V12(p 一 /34). 
解 这 一 方程 组 得 
4 一 和 一 V3e 一同) ，2 一 和 十 V3Ge 一 司 )， 


分 别 以 Ai ,A, 代替 和 ,me ,得 到 ao, 的 矩 估计 量 分 别 为 (注意 到 工 > ) 半 本 


过 所 2 
方 之/(X 筷 )2: ) ， 


a 一 4 一 VS 一 届 ) 一 入 一/>(X 一 部) ， 
i 一 1 


一 4 十 V30A 二 AAA = 三 CCX 一 L 
例 3 设 总 体 X 的 均值 w 及 方差 cc: 都 存在 , 且 有 于 二 0. 但 wo 均 为 未 知 . 
又 设 入 ， 从 2 1 及 是 来 自 及 的 样本 . 试 求 HG 的 和 矩 估 计量 . 


| 一 下 (入 ) 一 Ap 
一 忆 (X2:) 一 疡 ( 症 ) 十 [ 瑟 (X) 了 三 到 十 好. 


解 得 人 
5 一 户 一 月， 
分 别 以 AA; ,4A: 代替 192 ,得 灰 和 的 矩 估 计量 分 别 为 
A 一 AA， 5 
52 一 -和 举 = 二 对 一 RN 国有) 


所 得 结果 表明 ,总 体 均值 与 方差 的 矩 估 计量 的 表达 式 不 因 不 同 的 总 体 分 布 而 异 . 
例如 ,太一 NGC GO ) Ra 未 知 , 即 得 有 GT 的 插 佑 计量 为 
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AR 网 ] < 一 
4 一 驴 ， 宁 一 之 (一 口 


(二 ) 最 大 似 然 估计 法 
若 总 体 X 属 离散 型 ,其 分 布 律 P{(X=z)}= 一 pzib),9EG@ 的 形式 为 已 知 ,6 


为 待 佑 参数 ,9 是 9 可 能 取 值 的 范围 . 设 Xi ,和 ，…, 和 ,是 来 目 X 的 样本 , 则 Xi， 
Xz:，…,X，。 的 联合 分 布 律 为 


TTaczso). 
又 设 福 19 交 29 ”9 尼 1 是 相应 于 样本 入 1 )， 太 2 ，…。， 太 ， 的 一 个 样本 值 . 易 知 样本 入 1 9 
Xz，…,X, 取 到 观察 值 ri ,zz,，……zw 的 概率 ,; 即 事件 {Xi: 三 ZX 一 Ze， XXX， 
一 Z} 发 生 的 概率 为 


L(Cg) 一 LOzzyzio) 一 | pz,06E 9. 外 名 和 
i 一 1 


这 一 概率 随 9 的 取 值 而 变化 , 它 是 2 的 困 数 ,上 (0) 称 为 样本 的 似 然 函 数 ( 注 意 ,这 
里 1 yw 之 2 9 ”9v 汇 是 已 知 的 样本 值 , 它 们 都 是 常数 ). 

关于 最 大 似 然 估 计 法 ,我 们 有 以 下 的 直观 想法 :现在 已 经 取 到 样本 值 疡 ， 
zz 了 ,这 表明 取 到 这 一 样本 值 的 概率 工 (0) 比 较 大 . 我 们 当然 不 会 考虑 那些 
不 能 使 样本 zi ,zs ，…z, 出 现 的 gE@ 作 为 6 的 估计 ,再 者 ,如 果 已 知 当 0 一 EGG 
时 使 LO) 取 很 大 值 , 而 @ 中 的 其 他 0 的 值 使 地 (2) 取 很 小 值 ,我们 自然 认为 取 4 作 
为 未 知 参数 0 的 佑 计 值 , 较 为 合理 . 由 费 硕 尔 (R. A. Fisher) 引 进 的 最 大 似 然 估计 
法 ,就 是 夯 定 样本 观察 值 zx ,zz ,……z 在 0 取 值 的 可 能 范围 8 内 挑选 使 似 然 函 数 
L(ziyzz30) 达 到 最 大 的 参数 值 0, 作 为 参数 2 的 估计 值 . 即 取 8 使 


二 0) 一 max 工 (2 世 ; 9 5 和 0)。 全 


这 样 得 到 的 2 与 样本 值 ri ,ze，…z 有 关 , 常 记 为 8(ziyzr，…z), 称 为 参数 0 
的 最 大 似 然 估 计 值 ,而 相应 的 统计 量 2(X,X, ，…,X,) 称 为 参数 0 的 最 大 似 然 
估计 量 . 

耕 总 体 X 属 连 续 型 ,其 概率 密度 f(z;b),9E @ 的 形式 已 知 ,6 为 待 估 参 数 ， 
日 是 2 可 能 取 值 的 范围 . 设 入 1 从 2 及 是 来 自 久 的 样本 , 则 入 1， 人 入: 5X 的 
联合 密度 为 


1 


设 中 1] ?2 9 ” ”9 并 nr 是 相应 于 样本 Xi， 六 的 一 个 样本 值 , 则 随机 点 (X ， 
入 ,…X) 落 在 点 (zi ,Zn 的 邻 域 ( 边 长 分 别 为 dziy dz ，……，dz， 的 关 维 
立方 体 ) 内 的 概率 近似 地 为 


$1i 点 估 计 。 了 153 。 


TTrez ;0) dz 5 3) 
其 值 随 9 的 取 值 而 变化 . 与 离散 型 的 情况 一 样 ,我 们 取 6 的 估计 值 8 使 概率 
(1. 3) 取 到 最 大 值 , 但 因子 [dz, 不 随 9 而 变 , 故 只 需 考虑 函数 


LO) 一 世 (Czl zas0O) 一 TTrczsog) (1. 4) 
的 最 大 值 .这 里 工 (9) 称 为 样本 的 似 然 函 数 . 大 


1LCzlyZz… 和 Zi) 一 InaxL(Cziy Ze 3O)， 
pEB 


则 称 200ziyz，…z) 为 9 的 最 大 似 然 估 计 值 , 称 20X:,X: ,，…，,X,) 为 0 的 最 大 似 
然 估 计量 . 

这 样 ,确定 最 大 似 然 佑 计量 的 问题 就 归结 为 微分 学 中 的 求 最 大 值 的 问 
题 了 . 


d 区 
末世 (0) 一 0 六 


解 得 马 . 又 因 工 (0) 与 lnL(9) 在 同一 2 处 取 到 极 值 , 因 此 ,6 的 最 大 似 然 估 计 6 也 可 


以 从 方程 


d 区 
jin 工 (9) 一 0 (1.6) 


求 得 ,而 从 后 一 方程 求解 往往 比较 方便 . (1. 6) 称 为 对 数 似 然 方程 . 
例 4 设 X 一 多 1,). Xi ,Xi ，…X。 是 来 自 X 的 一 个 样本 , 试 求 参 数 的 
最 大 似 然 估计 量 . 
解 设 zi 9 并 2 9 ”” ”9 是 相应 于 样本 入 1， 和 2， 及 ， 的 一 个 样本 值 . 入 的 分 布 
律 为 
卫 (X 一 站) 一 因 (1 一 加) ， 一 0，1. 


故 似 然 本 数 为 
[1( 旋 ) 一 Ta 基 〈《 ] 一 四 一 力 之 和 = 司 《1 一 力 ) 呈 之 一 4 ， 
fi 一 ] 
而 jn 元 ( 记 ) 一 ( >)ln 力 十 (2 一 > Zi)ln(1 一 少 )， 
一 | 1 一】 
站 |; 1 WA 
从 如 -1 时 il 
人 PS 了 (b) 一 一 一 RS 1 


中 这 里 没有 提 到 工 (9) 取 最 大 值 的 充分 条 件 ,但 对 于 具体 的 函数 是 容易 讨论 的 ， 
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解 得 问 的 最 大 似 然 估计 值 
三 
户 的 最 大 似 然 估 计量 为 可 
三 = 2 宇 受 
我 们 看 到 这 一 估计 量 与 矩 估计 量 是 相同 的 图 


最 大 似 然 估计 法 也 适用 于 分 布 中 含 多 个 未 知 参 数 四 ,0 ， 人 的 情况 . 这 
时 , 似 然 画 数 工 是 这 些 未 知 参数 的 图 数 . 分 别 令 


河上 一 0 一 12 ,天 


或 令 蕊 四 工 一 0， z 一]， 2 “，, 尺 。 (1.7) 


解 上 述 由 & 个 方程 组 成 的 方程 组 , 即 可 得 到 各 未 知 参 数 0 (一 1,2,…,) 的 最 大 


似 然 估计 值 0. (1. 7) 称 为 对 数 似 然 方程 组 . 

例 $S 设 X 一 NG ),npo 为 未 知 参 数 ,zi,zz,…，z 是 来 自 X 的 一 个 样 
本 值 . 求 wsec- 的 最 大 似 然 估 计量 . 

解 X 的 概率 密度 为 





| 一 六 _ :| 

小 (Zz3gHoyI ) 2 Ap) |， 
似 然 旺 数 为 

L(uvo) 一 TI[ 二- -二 -ex xp| 一 5 一 0 

一 27)-”2(o2)- ?exp| 一 加 十 袜 C = 计 | 

本 7 7 ] 
而 mn 工 一 一 了 2 (= 一 0)2. 

人 了 (SN 

9H G ii=1 
令 


9 一 一 -对 四 0 
5 工 3 十 丈 玉 过 之/ 人工 包 ) 0. 


由 前 一 式 解 得 六 一 二 > )z, = 工 , 代 人 后 一 式 得 2 = 工 > )(z, 一 z)5. 因此 得 1/ 
和 的 最 大 似 然 估计 量 分 别 为 


一 其， 


已 


1 
:一 袜 ( 一 一 叉 )2. 


$1 点 估计 "4135。 


它们 与 相应 的 和 矩 估计 量 相 同 . 口 ] 
例 0 设 总 体 入 在 La ,0 上 服从 均匀 分 布 ,GyD 未 知 》 .并 1 9 之 2 9 ”9 是 一 个 样 
本 值 . 试 求 a,2 的 最 大 似 然 估 计量 . 
解 ” 记 za 王 min{ziyz，…z)zo 一 max(zyz wz.X 的 概率 密度 





是 
oa<z<b， 
7Czriayb) 一 4 0 一 Q 
0， 其 他 . 
似 然 函数 为 
] 
一 -一 一 一 ， <z yz TD 
re] 本 可 a 委 ri yz Ts<b 

0 其 他 . 

由 于 ac 过 Zi zsb, 等 价 于 ca 委 zo yzo 和 0. 似 然 函 数 可 写成 


2 太 工 C) 9 D 之 om 9 


] 
ro 本 人 林 
0， 其 他 . 
于 是 对 于 满足 条 件 Ca 和 Zo) ,0 一 on 的 任意 QyD 有 


人 


(0 一 CQ)” (ren 一 on ) 

印 上 (a ,) 在 C 一 二 01) 00 一 之 (w) 时 取 到 最 大 值 Czew 5 故 Qyb 的 最 大 似 然 估 

计 值 为 
& 一 za) 一 min z,， 0 一 二 ， 一 max Zi， 
1 大 1 三 7 1 过 1iS7 

4 一 min 汪 6 一 max X,， 口 ] 

此 外 ,最 大 似 然 估 计 具 有 下 述 性 质 : 设 2 的 函数 x=x(9),0OE@ 具 有 单 值 反 

明 数 0=0(x),xE 久 又 假设 2 是 X 的 概率 分 布 中 参数 0 的 最 大 似 然 估计 , 则 


xx 一 x(0) 是 x(6) 的 最 大 似 然 估计 . 这 一 性 质 称 为 最 大 似 然 估计 的 不 变性 . 
事实 上 ,因为 0 是 9 的 最 大 似 然 估 计 , 于 是 有 
14ZI 9，Z2 9 ;0) 一 max 二 (2 yn) 
其 中 zi ,zs，…yzw 是 X 的 一 个 样本 值 , 考 虑 到 2 一 x(b), 且 有 0 一 0(z) ,上 式 可 
写成 


工 (2 9 并 2 9 并) ;0(zx) ) 一 max (十 和 ;DOCUL) )， 


这 就 证 明了 zx 一 x(b) 是 w(b) 的 最 大 似 然 佑 计 . 
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当 总 体 分 布 中 含有 多 个 未 知 参 数 时 ,也 具有 上 述 性 质 . 例如 ,在 例 5 中 已 得 
到 的 最 大 似 然 佑 计 为 


函数 x=x(o) 一 vc 有 单 值 反 函 数 吧 一 好 (wx0) ,根据 上 述 性 质 ,得 到 标准 差 c 
的 最 大 似 然 估 计 为 





我 们 还 要 提 到 的 是 ,对 数 似 然 方程 (1.6) 或 对 数 似 然 方 程 组 (1.7) 除 了 一 些 
简单 的 情况 外 ,往往 没有 有 限 函 数 形式 的 解 ,这 就 需要 用 数值 方法 求 近似 解 . 党 
用 的 算法 是 牛顿 一 拉 弗 森 (Newton-Raphson) 算 法 ,对 于 (1.7) 有 时 也 用 拟 牛 顿 
算法 ,它们 都 是 迭代 算法 ,读者 可 参考 有 关 的 参考 书 . 


Y2 基于 规 尾 样本 的 最 大 似 然 估 计 


在 研究 产品 的 可 靠 性 时 ,需要 研究 产品 寿命 工 的 各 种 特征 . 产品 寿命 工 是 
一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 称 为 寿命 分 布 . 为 了 对 寿命 分 布 进行 统计 推断 ,就 需要 
通过 产品 的 寿命 试验 ,以 取得 寿命 数据 . 

一 种 典型 的 寿命 试验 是 ,将 随机 抽取 的 ) 个 产品 在 时 间 上 三 0 时 ,同时 投入 
试验 ,直到 每 个 产品 都 失效 . 记录 每 一 个 产品 的 失效 时 间 , 这 样 得 到 的 样本 ( 即 
由 所 有 产品 的 失效 时 间 0 委 和 受 捐 委 … 么 所 所 组 成 的 样本 ) 叫 完全 样本 . 然而 产 
品 的 寿命 往往 较 长 ,由 于 时 间 和 财力 的 限制 ,我 们 不 可 能 得 到 完全 样本 ,于 是 就 
考虑 截 尾 寿 命 试验 . 截 尾 寿命 试验 常用 的 有 两 种 :一 种 是 定时 截 尾 寿命 试验 . 假 
设 将 随机 抽取 的 ?个 产品 在 时 间 上 一 0 时 同时 投入 试验 ,试验 进行 到 事先 规定 的 
截 尾 时 间 停止 . 如 试验 截止 时 共有 头 个 产品 失效 ,它们 的 失效 时 间 分 别 为 

0 委 商 委 丰 入 全 委 加 委 训 ， 
此 时 产 是 一 个 随机 变量 ,所 得 的 样本 刻 ,和 ,… 姑 称 为 定时 截 尾 样 本 . 另 一 种 是 
定数 截 尾 寿命 试验 . 假设 将 随机 抽取 的 个 产品 在 时 间 上 一 0 时 同时 投入 试验 ， 
试验 进行 到 有 着 个 (ma 是 事先 规定 的 ,mm 一 m 产 品 失 效 时 停止 .zu 个 失效 产品 的 
失效 时 间 分 别 为 
0 祥 二 < 福 间 < 扩 人 Y 
这 里 加 是 第 关 个 产品 的 失效 时 间 , 如 是 随机 变量 . 所 得 的 样本 扇 , 声 ,如 称 
为 定数 截 尾 样 本 . 用 截 尾 样本 来 进行 统计 推断 是 可 靠 性 研究 中 常见 的 问题 . 
设 产品 的 寿命 分 布 是 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


$《 2 基于 截 尾 样本 的 最 大 似 然 估 计 。 了 57 ， 


] -ve 
ro -1 
0， i 妇 0， 
6>0 未 知 . 设 有 ?个 产品 投入 定数 截 尾 试验 , 截 尾 数 为 mm, 得 定数 截 尾 样本 0 所 
站 委 居 过 … 委 加 ,现在 要 利用 这 一 样本 来 估计 未 知 参数 06〈 即 产品 的 平均 寿命 ). 
在 时 间 区 间 L0, 如 j 有 痉 个 产品 失效 ,而 有 ?一头 个 产品 在 上 时 尚未 失效 , 即 有 7 
一 呈 个 产品 的 寿命 超过 上 。 我 们 用 最 大 似 然 估计 法 来 估计 2, 为 了 确定 似 然 函 
数 ,需要 知道 上 述 观 察 结果 出 现 的 概率 . 我 们 知道 一 个 产品 在 忆 沁 十 dt 失效 


的 概率 近似 地 为 Fn)d6 一 本 eedn ii 一 1,2，m, 其 余 n 一 六 个 产品 寿命 超 


过 ?tn 的 概率 为 (|， 广 sd: ) “一 Ce ", 故 上 述 观察 结果 出 现 的 概率 近 
似 地 为 
( ) (en “di ) (二 eed 四 (二 ce “de ) (ertm718ym 
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__ [六 d 二 
其 中 db ，…,dtn 为 常数 . 因 忽 略 一 个 常数 因子 不 影响 0 的 最 大 似 然 估 计 , 故 可 


取 似 然 函数 为 


1 一 [Ce He 十 we -wo ] 
1(O) -一 一 人 可 L 间 卫 !2 fo 下、 下 一 天 ， 
C" 


对 数 似 然 函 数 为 
In LO) 一 一 mln b 一 万 [二 十 所 十 光 十 各 十 (一 加 )tn] 
令 人 in L(b) = 一 玫 十 声 [ 十 各 十 必 十 各 十 (一 zto] 一 0 


于 是 得 到 0 的 最 大 似 然 估计 为 
方 - 业 0 
AN 
其 中 sb) 一 三 十 志士 … 十 加 十 (2 一 mm)tn 称 为 总 试验 时 间 , 它 表示 直至 时 刻 如 为 
止 个 产品 的 试验 时 间 的 总 和 . 
对 于 定时 截 尾 样本 





0 委 有 下 委 玫 委 和 雪 如 委 加 
(其 中 am 是 截 尾 时 间 ) ,与 上 面 的 讨论 类 似 , 可 得 似 然 函 数 为 


了 (DO) 二 交加 十 to 十 … 十 杞 十 (7 一 天 )80 


0 的 最 大 似 然 估 计 为 
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8 用 
772 9 
其 中 St 加) 一 态 十 大 十 十 加 二 (人头 一 细 7 加 称 为 总 试验 时 间 , 它 表 示 直 至 时 刻 to 为 


止 半 个 产品 的 试验 时 间 的 总 和 ， 
例 设 电 池 的 寿命 服从 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 


1 _ -we 
Fi) -让 人 
0 ， 上 < 妇 0， 
6>0 未 知 . 随机 地 取 50 只 电池 投入 寿命 试验 ,规定 试验 进行 到 其 中 有 15 只 失 
效 时 结束 试验 , 测 得 失效 时 间 ( 小 时 ) 为 
115 1l9 131 138 142 147 148 155 
158 159 163 166 167 170 172 
试 求 电池 的 平均 寿命 0 的 最 大 似 然 估 计 . 
解 7 一 50,x 一 15,s(05) 一 115 十 119 十 … 十 170 十 172 十 (50 一 15) X172 一 
8 270, 得 2 的 最 大 似 然 估计 为 


0 一 从 一 551. 33( 小 时 ). 口 


3 估计 量 的 评选 标准 


自前 一 节 可 以 看 到 ,对 于 同一 参数 ,用 不 同 的 估计 方法 求 出 的 估计 量 可 能 不 
相同 ,如 第 一 节 的 例 2 和 例 6. 而 且 , 很 明显 ,原则 上 任何 统计 量 都 可 以 作为 未 知 
参数 的 估计 量 .我 们 自然 会 问 , 采 用 哪 一 个 估计 量 为 好 呢 ? 这 就 涉及 用 什么 样 的 
标准 来 评价 估计 量 的 问题 . 下 面 介 绍 几 个 常用 的 标准 . 


一 ) 无 仿 性 


设 XXX 是 总 体 X 的 一 个 样本 ,6E 回 是 包含 在 总 体 X 的 分 布 中 的 
待 估 参 数 , 这 里 @ 是 0 的 取 值 范围 

无 偏 性 若 估计 量 0=0CX ,X ，…X) 的 数学 期 望 已 (0) 存 在 ,上 且 对 于 任意 
OEB 有 

尼 (0O) 一 0， (3. 1) 
则 称 9 是 0 的 无 偏 估计 量 . 

佑 计量 的 无 偏 性 是 说 对 于 某 些 样本 值 , 由 这 一 估计 量 得 到 的 估计 值 相对 于 
真 值 来 说 偶 大 ,有 些 则 偏 小 .反复 将 这 一 估计 量 使 用 多 次 ,就 “平均 ?来 说 其 偏差 
为 零 . 在 科学 技术 中 下 (0) 一 0 称 为 以 作为 2 的 估计 的 系统 误差 . 无 偏 估计 的 实 
际 意义 就 是 无 系统 误差 . 


8$3 估计 量 的 评选 标准 。 了 59 。 


例如 , 设 总 体 X 的 均值 为 w ,方差 至 盖 0 均 未 知 , 由 第 六 章 (3. 19) (3. 20) 知 
开 (X ) 一 ， (S: ) 一 
这 就 是 说 不 论 总 体 服 从 什么 分 布 , 样 本 均值 X 是 总 体 均 值 wp 的 无 偏 估计 ;样本 


方差 $; = -二 >) (CX 一 到 )* 是 总 体 方差 的 无 偏 估计 . 而 估计 量 二 > CX, 一 


X) 六 却 不 是 吐 的 无 偏 估 计 , 因 此 我 们 一 般 取 S: 作为 史 的 估计 量 . 
例 1 设 总 体 X 的 &A 阶 矩 一 下 (X) (人 1) 存在 ,又 设 Xi ,X:，…,X, 是 


X 的 一 个 样本 . 试 证 明 不 论 总 体 服从 什么 分 布 兴 阶 样本 撼 As = 二 >Xf 是 4 


7 
阶 总 体 矩 wx 的 无 偏 估计 量 . 
证 及] ， 和 2 及。 与 藉 同 分 布 , 故 有 
开 (X ) 一 下 (X“) 一 AM， zi 一 】 ,2 17。 


即 有 E(AN) = 工 > ECX) = 和 (3. 2) 口 
例 2 设 总 体 X 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


[二 ae， 半 05 
Me-| 0 
0， 其 他 ， 
其 中 参数 b>0 为 未 知 , 又 设 Xi ,Xs，…，X, 是 来 自 X 的 样本 , 试 证 X 和 ?2Z 一 
nmin(tXi,X ，…，X,)) 都 是 0 的 无 偏 估 计量 . 
证 ”因为 EX) 一 EC(CX) 一 0, 所 以 和 是 9 的 无 偏 估计 量 . 而 Z= min{fX ， 
X:，……,X,} 具 有 概率 密度 


| 巡 e-m/e， 六 


太 (z30) 一 | 
0， 其 他 . 
故 知 RE 了 和 
EC(zZ) 一 0 
即 22 也 是 参数 9 的 无 偏 估 计量 . 郴 


由 此 可 见 一 个 未 知 参 数 可 以 有 不 同 的 无 偏 估计 量 .事实 上 ,在 本 例 中 X，， 
0 中 的 每 一 个 都 可 以 作为 0 的 无 仿 估 计量 . 


(《-_) 有 效 性 
现在 来 比较 参数 9 的 两 个 无 偏 估 计量 9， 和 0 ,如 果 在 样本 容量 ”相同 的 情 
况 下 ,0, 的 观察 值 较 6, 更 密集 在 真 值 g 的 附近 ,我 们 就 认为 8 较 和 为 理想 . 由 于 
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方差 是 随机 变量 取 值 与 其 数学 期 望 (此 时 数学 期 望 E(b,) = E(b:) 一 9) 的 偏离 程 
度 的 度量 ,所 以 无 但 估 计 以 方差 小 者 为 好 . 这 就 引出 了 和 估 计量 的 有 效 性 这 一 
有 效 性 设 0， 一 4 (及 1 ， 从 2 ,X,) 与 0， 一 0 (X， ， 入: ,…,X,) 都 是 6 的 无 偶 
佑 计量 , 若 对 于 任意 EGG@, 有 
D(0) 坪 D(b,) 


目 至 少 对 于 某 一 个 gE @ 上 式 中 的 不 等 号 成 立 , 则 称 9 较 6。 有 效 . 
例 3( 续 例 2) 试 证 当 ”1 时 ,6 的 无 偏 估计 量 入 较 6 的 无 偏 估计 量 zZ 


有 效 . 
证 由 于 DCX) 王 玉 , 故 有 (和 ) 一 太 /7 再 者 ,由 于 D(Z) 一 多 /到 , 故 有 
D(zZ) 一 湖 . 当 ”全 1 时 DZ) 二 DCX), 故 X 较 m2 有 效 . 口 ] 
(三 ) 相合 性 


前 面 讲 的 无 偏 性 与 有 效 性 都 是 在 样本 容量 ”固定 的 前 提 下 提出 的 . 我 们 自 
然 希望 随 着 样本 容量 的 增 大 ,一 个 估计 量 的 值 稳定 于 待 估 参 数 的 真 值 . 这 样 ,对 
估计 量 又 有 下 述 相合 性 的 要 求 . 

相合 性 ” 设 0(CX ,X:,…,X,) 为 参数 0 的 估计 量 , 若 对 于 任意 gE@, 当 > 
co 时 0CX,X: ，…X。) 依 概率 收敛 于 0, 则 称 8 为 8 的 相合 估计 量 . 

即 , 若 对 于 任意 4E @ 都 满足 :对 于 任意 s>0, 有 


im 已 { | 0 一 0ij 一 es) 一 1， 


则 称 0 是 2 的 相合 估计 量 . 
例如 由 第 六 章 》3 知 ,样本 &(&R1) 阶 矩 是 总 体 X 的 & 阶 矩 几 三 已 (X) 的 
相合 估计 量 ,进而 若 待 估 参 数 0 一 SCHa 9? [ML2 9 At) 其 中 后 为 连续 果 数 , 则 O 的 抑 


估计 量 gb=-g( pm) 一 g(A,A At) 是 9 的 相合 估计 量 . 

由 最 大 似 然 估 计 法 得 到 的 估计 量 ,在 一 定 条 件 下 也 具有 相合 性 . 其 详细 讨论 
已 超出 本 书 范围 , 从 略 . 

相合 性 是 对 一 个 估计 量 的 基本 要 求 , 若 估计 量 不 具有 相合 性 ,那么 不 论 将 样 
本 容量 ”取得 多 么 大 ,都 不 能 将 0 估计 得 足够 准确 ,这 样 的 估计 量 是 不 可 取 的 . 

上 述 无 俩 性 ` 有效 性 、 相 合 性 是 评价 估计 量 的 一 些 基本 标准 ,其 他 的 标准 这 
里 就 不 讲 了 . 
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$4 区 间 估 计 


对 于 一 个 未 知 量 , 人 们 在 测量 或 计算 时 , 常 不 以 得 到 近似 值 为 满足 ,还 需 估 
计 误差 , 即 要 求知 道 近似 值 的 精确 程度 ( 亦 即 所 求 真 值 所 在 的 范围 ). 类 似 地 ,对 
于 未 知 参 数 0, 除 了 求 出 它 的 点 估计 0 外 ,我 们 还 希望 估计 出 一 个 范围 ,并 希望 知 
道 这 个 范围 包含 参数 0 真 值 的 可 信 程 度 . 这 样 的 范围 通常 以 区 间 的 形式 给 出 , 同 
时 还 给 出 此 区 间 包 含 参数 0 真 值 的 可 信 程 度 . 这 种 形式 的 估计 称 为 区 间 估 计 , 这 
样 的 区 间 即 所 谓 置 信 区 间 . 现在 我 们 引入 置信 区 间 的 定义 . 
置信 区 间 设 总 体 X 的 分 布 林 数 下 (z;0) 含 有 一 个 未 知 参数 0,9EG@ (@ 是 
0 可 能 取 值 的 范围 ), 对 于 给 定 值 xc (0 和 ca 一 1) , 若 由 来 自 X 的 样本 XXX。 ，…， 
X，, 确定 的 两 个 统计 量 0 一 0(X ，Xa ，…,X,) 和 6 一 6(X ,X: ，…,X,) (0 一 5) ,对 于 
任意 E @ 满足 
己 {(0(XI，X 入)<0O<OCOXI XXX,)} 过 1 一 a， [人 


则 称 随机 区 间 (9,0) 是 9 的 置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 区 间 ,g 和 5 分 别称 为 置信 水 
平 为 1 一 a 的 双 侧 置信 区 间 的 置信 下 限 和 置信 上 限 ,1 一 c 称 为 置信 水 平 . 

当 X 是 连续 型 随机 变量 时 ,对 于 给 定 的 c, 我 们 总 是 按 要 求 P16 一 0 一 0) 
一 1 一 x 求 出 置信 区 间 . 而 当 X 是 离散 型 随机 变量 时 ,对 于 给 定 的 w, 常 常 找 不 到 
区 间 (0,0) 使 得 P{(06 一 2 一 0)} 恰 为 1 一 wx. 此 时 我 们 去 找 区 间 (6,5) 使 得 P16 一 9 一 8 
至 少 为 1 一 ac, 且 尽 可 能 地 接近 1 一 wx. 

(4. 1) 式 的 含义 如 下 : 若 反复 抽样 多 次 (各 次 得 到 的 样本 的 容量 相等 ,都 是 
?1). 每 个 样本 值 确 定 一 个 区 间 (2,6) ,每 个 这 样 的 区 间 要 么 包含 9 的 真 值 ,要 入 不 
包含 0 的 真 值 ( 参 见 图 7 一 1). 按 伯 努 利 大 数 定理 ,在 这 么 多 的 区 间 中 ,包含 0 真 
值 的 约 占 100(1 一 c) %% ,不 包含 人 真 值 的 约 仅 占 100c%. 例如 , 若 一 0.01, 反 复 
抽样 1000 次 , 则 得 到 的 1000 个 区 间 中 不 包含 9 真 值 的 约 仅 为 10 个 . 

例 1 设 总 体 X~ NGCo )，o: 为 已 知 ,w 为 未 知 , 设 古 ,Xs ,…,X, 是 来 自 
X 的 样本 , 求 w 的 置信 水 平 为 1 一 ac 的 置信 区 间 . 

解 ”我 们 知道 X 是 5w 的 无 偏 估计 . 且 有 


一 一 


和 一 wk No,1)， (4. 2) 
0/Vm 


7 几 所 服从 的 分 布 N(0,1) 不 依赖 于 任何 未 知 参数 . 按 标准 正 态 分 布 的 上 “分 
加 好 
位 点 的 定义 ,有 (参见 图 7 一 2) 


| 


<zwj=1 一 w， (4. 3) 
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X 一 二 X 民 : 本 
即 P| 有 SO a/ | 1 一 a. (4. 4) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 w 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 
二 5 二 5 
(一 站 ro， X+ 后 = 《4.5) 
这 样 的 置信 区 间 和 常 写成 
二 人 
(了 二 所 = (4 6 ) 
如 
图 7 一 ] 图 7 一 2 


如 果 取 1 一 ac 一 0. 95, 即 xc 王 0. 05, 又 和 震 5 一 1 ,7 一 16 , 查 表 得 Ya/j2 一 包 0.025 一 
1. 96. 于 是 我 们 得 到 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 


二 ] __ 
十 


再 者 , 欠 由 一 个 样本 值 算 得 样本 均值 的 观察 值 却 =5. 20, 则 得 到 一 个 区 间 
(5. 20 士 0.49) , 即 (〈4. 71，5. 69). 

注意 ,这 已 经 不 是 随机 区 间 了 . 但 我 们 仍 称 它 为 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 其 
含义 是 : 若 反 复 抽 样 多 次 ,每 个 样本 值 (* 王 16) 按 (4.7) 式 确定 一 个 区 间 , 按 上 面 
的 解释 ,在 这 么 多 的 区 间 中 ,包含 w 的 约 占 95%% ,不 包含 wx 的 约 仅 占 5%. 现在 抽 
样 得 到 区 间 (4. 71,5. 69) , 则 该 区 间 属 于 那些 包含 wx 的 区 间 的 可 信 程 度 为 95%， 
或 “该 区 间 包 含 wx 这 一 陈述 的 可 信 程 度 为 95 为 . 口 

置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 并 不 是 唯一 的 . 以 例 1 来 说 , 若 给 定 w 王 0. 05， 
则 又 有 


区 一 1 
Pi 一 z 一 2Z0. | 一 0.95， 
0. 0Dd 三 站 . 01 


即 PiX 一 中 ro <“< + 站 rooj|j=0 95 . 


故 ( 肥 一 六 row 又 二 (4. 8) 


0 站 
V 天 


5 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 。 了 63 。 


也 是 w 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 我 们 将 它 与 (4.5) 中 令 <=0. 05 所 得 的 
置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 相 比较 ,可 知 由 (4.5) 所 确定 的 区 间 的 长 度 为 2 


全 ro 一 3. 92 后 ,这 一 长 度 要 比 区 间 (4: 8) 的 长 度 乒 Co 十 Zool ) 一 4. 08 义 


万 为 短 置信 区 间 短 表示 估计 的 精度 高 . 故 由 (4. 5) 给 出 的 区 间 较 (4. 8) 为 优 . 易 
知 , 像 NC0,1) 分 布 那样 其 概率 密度 的 图 形 是 单 峰 且 对 称 的 情况 , 当 固 定时， 
以 形 如 (4. 5) 那 样 的 区 间 其 长 度 为 最 短 ,我 们 自然 选用 它 . 

参考 例 1 可 得 寻求 未 知 参数 0 的 置信 区 间 的 具体 做 法 如 下 . 

] ” 寻求 一 个 样本 Xi ,X: ,…，X。 和 0 的 本 数 太 三 页 (XXX,;0) ,使 
得 叉 的 分 布 不 依赖 于 0 以 及 其 他 未 知 参 数 , 称 具有 这 种 性 质 的 函数 柬 为 枢 
轴 重 . 

2” 对 于 给 定 的 置信 水 平 1 一 , 定 出 两 个 常数 ac,2 使 得 

P{e 一 页 (XXX,30)<0) 一 1 一 a。 

若 能 从 ae 一 砚 (X ,Xs，…X50)<0 得 到 与 之 等 价 的 0 的 不 等 式 06 一 9 一 5, 其 中 
0 一 0CX XXX) ,0 一 0(X，X ，…X，) 都 是 统计 量 . 那么 (6,5) 就 是 0 的 一 个 
置信 水 平 为 1 一 ac 的 置信 区 间 . 

图 数 泵 (Xi ,XXX,39) 的 构造 ,通常 可 以 从 2 的 点 估计 着 手 考虑 . 常用 的 正 
态 总 体 的 参数 的 置信 区 间 可 以 用 上 述 步骤 推 得 . 


S 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 


(一 ) 单个 尽 体 Ne) 的 情况 


设 已 给 定 置信 水 平 为 1 一 ca, 并 设 Xi ,Xs ,…，,X， 为 总 体 NCnso) 的 样本 . 斑 ， 
S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 . 
1. 均值 wk 的 置信 区 间 


(1) oz 为 已 知 ,此 时 由 8$4 例 1 采用 (4. 2) 中 的 枢 轴 量 二 -上 ,已 得 到 的 一 
他 好 


个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 为 
(二 ee) 人 ) 
(2) co 为 未 知 , 此 时 不 能 使 用 (5. 1) 给 出 的 区 间 , 因 其 中 含 未 知 参 数 r 考虑 
到 他 是 e 的 无 偏 估 计 , 将 (4.2) 中 的 c 换 成 S= VS: ,由 第 六 章 $3 定理 三 ， 


知 
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苹 一 < (7 一 1)， (5. 2) 
5 
并 且 右 边 的 分 布 t(z 一 1) 不 依赖 于 任何 未 c/2 a/2 
基 一 六 扩 1 中 
知 参数 . 使 用 S - 恬 作 为 枢 轴 量 可 得 (参见 2 CO 
图 7 一 3) 站 
P{ 一 za 人 Cn 一 1 <3<tan 一 15- 人 (5.3) 
即 


四 
和 om 一 1 =1 一 
P| 人 / 尺 全 /2 Q 


于 是 得 w 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 
(Zn 一 D) (5. 4) 
例 1 有 一 大 批 糖果 . 现 从 中 随机 地 取 16 袋 , 称 得 重量 (以 g 计 ) 如 下 : 
506 508 499 503 504 510 497 512 
514 505 493 496 506 502 509 496 
设 绕 装 糖果 的 重量 近似 地 服从 正 态 分 布 , 试 求 总 体 均值 w 的 置信 水 平 为 0. 95 的 
置信 区 间 . 
解 ”这 里 1 一 ac 王 0.95,a/2 一 0.025 ,nm 一 1 一 15,toxs(15) 一 2.1315, 由 给 出 的 
数据 算得 却 一 503.75,* 一 6. 2022. 由 (5. 4) 式 得 均值 wx 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 
的 置信 区 间 为 


(5o3. 75 士 上 2022 X2. 1315 )， 
V 


印 《500. 4，507.1 
这 就 是 说 佑 计 袋 装 糖果 重量 的 均值 在 500. 4g 与 507. 1g 之 间 ,这 个 估计 的 可 信 


程度 为 95 多 . 车 以 此 区 间 内 任 一 值 作 为 “ 的 近似 值 , 其 误差 不 大 于 一 六 = X 


/和 
2.1315X2 王 6.61(g), 这 个 误差 估计 的 可 信 程 度 为 95 乃 ， 口 ] 

在 实际 问题 中 ,总 体 方差 叶 未 知 的 情况 居多 , 故 区 间 (5.4) 较 区 间 (5.1) 有 
更 大 的 实用 价值 


2. 方 关 的 置信 区 间 
此 处 ,根据 实际 问题 的 需要 ,只 介绍 六 未 知 的 情况 . 
5 的 无 偏 估 计 为 $ ,由 第 六 章 $ 3 定理 二 知 


《5 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 。， 了 765 。 











一 了 5 
7 C/2 
并 且 上 式 右 端的 分 布 不 依赖 于 任何 未 知人 参 cj/2 
数 , 取 守 一 2 作为 枢 轴 量 , 即 得 (参见 图 。 和 0 Xp(n-) 
Eee 兴 图 7 一 4 
P{N-weGn 一 D< < 一 D =1-e， (5. 6) 
(一 1)S- 2 AR E 
即 PP 27<a 人 攻 (5. 6) 
这 就 得 到 方差 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 ac 的 置信 区 间 
(nm 一 1)S: (一 1)8: 
(ae ED Re 


由 (5. 6) 式 , 还 可 得 到 标准 差 c 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 
SR 2 -和 | (5.8) 
注意 ,在 罕 度 函数 不 对 称 时 、 如 入 严 分 布 ， 习惯 上 仍 是 取 对 称 的 分 位 点 
(如 图 7 一 4 中 的 上 分 位 点 Xi-ow2zCn 一 1) 与 Xe 一 1)) 来 确定 置信 区 间 的 . 
例 2 求 例 1 中 总 体 标准 差 e 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
解 ”现在 co/2 王 0.025,1 一 /2 一 0. 975,m 一 1 一 15, 查 表 得 说 os (15) 一 
27. 488 ,Xa.ss(15) 一 6.262, 又 :一 6. 2022 ,由 (5.8) 式 得 所 求 的 标准 差 c 的 一 个 
置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 
(4. 58，9. 60). 口 


(一 ) 两 个 尽 体 NG sai) ,NG ,acD) 的 情况 


在 实际 中 常 遇 到 下 面 的 问题 :已 知 产品 的 某 一 质量 指标 服从 正 态 分 布 , 但 由 
于 原料 .设备 条 件 .操作 人 员 不 同 , 或 工艺 过 程 的 改变 等 因素 ,引起 总 体 均值 .总 
体 方 差 有 所 改变 . 我 们 需要 知道 这 些 变化 有 多 大 ,这 就 需要 考虑 两 个 正 态 总 体 均 
值 差 或 方差 比 的 估计 问题 . 

设 已 给 定 置信 水 平 为 1 一 c, 并 设 入 1，X2，…， 入。 是 来 自 第 一 个 总 体 的 样本 ; 
Yi , 罗 ，…,Y。 是 来 自 第 二 个 总 体 的 样本 ,这 两 个 样本 相互 独立 . 目 设 台 , 立 分 别 
为 第 一 、 第 二 个 总 体 的 样本 均值 ,Si,S; 分 别 是 第 一 .第 二 个 总 体 的 样本 方差 . 

1. 两 个 总 体 均 值 差 w 一 pe 的 置信 区 间 

(1) olyci 均 为 已 知 . 因 和 , 节 分 别 为 wywa 的 无 偏 估 计 , 故 束 一 了 是 wx 一 
的 无 偏 估计 .由 X,Y 的 独立 性 以 及 环 一 NGCa , 咯 /m) ,YNCe ,o/oa ) 得 
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X 一 7Y~N(m 一 ,于 十 于) 


好 > 


仆 一 妆 一 人 一 上 2 No,D， (5. 9) 
/al | 时 
721 13> 
取 (5. 9) 左 边 的 果 数 为 枢 轴 量 , 即 得 六 一 六 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 
(X-Y7 二 zw 鄙 十 本 ， TO) 
711 订 ? 
(2) 中 一 于 一 于 ,但 o 为 未 知 . 此 时 ,由 第 六 章 $ 3 定理 四 


一) 一 人 一 和 7 pw 十 证 一 2). (5. 11) 


天 1 722 


取 (5. 11) 左 边 的 函数 为 酌 轴 量 , 可 得 关 一 咏 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 


间 为 
(X-7+uom+m 一 2S。 二 5 1 基 
172 


1 
2 一 -CT 


例 3 为 比较 工 , 工 两 种 型 号 步枪 子弹 的 枪 口 速度 ,随机 地 取 工 型 子弹 10 
发 ,得 到 枪 口 速度 的 平均 值 为 元 一 500 my/s, 标 准 关 % =1. 10 my/s, 随 机 地 取 T 
型 子弹 20 发 ,得 到 枪 口 速度 的 平均 值 为 环 王 496 my/s. 标准 差 哑 王 1. 20 my/s. 假 
设 两 总 体 都 可 认为 近似 地 服从 正 态 分 布 . 且 由 生产 过 程 可 认为 方差 相等 . 求 两 总 
体 均 值 差 心 一 和 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

解 ” 按 实际 情况 ,可 认为 分 别 来 自 两 个 总 体 的 样本 是 相互 独立 的 . 又 因由 假 
设 两 总 体 的 方差 相等 ,但 数值 未 知 , 故 可 用 (5. 12) 式 求 均 值 差 的 置信 区 间 . 由 于 
1 一 a 一 0..95,a/2 一 0.025 ,2 一 10，72 一 20,72 十 1 一 2 一 28,0 (028) 一 2. 048 4. 


一 (9X1.102 十 19X1. 202)/28,s 一 Vs = 一 1.168 8, 故 所 求 的 两 总 体 均值 差 
所 一 好 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 是 


1 
(二 一 亚 士 wX 如 os(28) 贡 十 站 ) =(4 士 0.93)， 


即 (3. 07，4. 93). 

本 题 中 得 到 的 置信 区 间 的 下 限 大 于 零 ,在 实际 中 我 们 就 认为 同比 六 大 . 品 
例 4 为 提高 某 一 化 学 生产 过 程 的 得 率 , 试 图 采用 一 种 新 的 催化 剂 . 为 慎重 

起 见 , 在 实验 工厂 先进 行 试验 . 设 采 用 原来 的 催化 剂 进行 了 半 三 8 次 试验 ,得 到 

得 率 的 平均 值 五 一 91.73, 样 本 方差 si 一 3.89; 又 采用 新 的 催化 剂 进行 了 冯 王 8 


$5 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 。， 了 67 ， 


次 试验 ,得 到 得 率 的 平均 值 五 王 93. 75 ,样本 方差 引 = 4. 02. 假设 两 总 体 都 可 认 
为 服从 正 态 分布 , 且 方差 相等 ,两 样本 独立 . 试 求 两 总 体 均 值 差 w 一 pa 的 置信 
水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

解 ”现在 


二 和 
o 一 人 了 一 1)51 十 (各 一 1) 呈 一 3 96,s 一 V3.96. 
121 十 mi 一 2 


由 《5. 12) 式 得 所 求 的 置信 区 间 为 


( 志 一 到 士 am(14)m 言 十 嘉 ) 一 (一 2.02 士 2. 13)， 

即 (一 4.15，0. 11). 

由 于 所 得 置信 区 间 包 含 零 , 在 实际 中 我 们 就 认为 采用 这 两 种 催化 剂 所 得 的 得 率 

的 均值 没有 显著 差别 . 口 
2. 两 个 总 体 方差 比 oi/ez 的 置信 区 间 


我 们 仅 讨 论 总 体 均 值 w ,ws 均 为 未 知 的 情况 ,由 第 六 章 8$ 3 定理 四 











2 /CC2 
3175 一 下 (mi 一 1 一 1)， 二 14) 
0i /az3 
S1/S; 
并 且 分 布 FCm 一 1,ms 一 1) 不 依赖 任何 未 知 参数 取 半 7 为 枢 轴 量 得 
2 / cv2 
PFCm 一 1] ,7?? 人 2 下 2 (7 一 ,72 一 1) | 一 1 一 a， 
Oil/ az 
5 
即 
S1 1 oj Si 1 四 
人 作 人 站. 一】) |}=1 
(5. 15) 
于 是 得 ove 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 区 间 为 
全 > ] 5 1 
CE 2 ee 


例 S 研究 由 机 器 A 和 机 器 中 生产 的 钢管 的 内 径 (单位 :mm) ,随机 抽取 机 
种 A 生 产 的 管子 18 只 , 测 得 样本 方差 宇 一 0. 34; 抽 取 机 器 中 生产 的 管子 13 只 ， 
测 得 样本 方差 号 一 0. 29. 设 两 样本 相互 独立 , 且 设 由 机 器 A, 机 器 妃 生 产 的 管子 
的 内 径 分 别 服 从 正 态 分 布 NCm ,o) ,NGC ,o) ,这 里 几 ,o(i 一 1,2) 均 未 知 . 试 
求 方差 比 ci/e; 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 . 

解 ”现在 思 王 18, 守 一 0.34,m 一 13,s 一 0. 29,a 一 0. 10, RE 一 1 7 一 ]) 


] 


芝 二 芭 一 一 工 各 | 
Foot《k17 12) 2.59, 上 -wz(17,12) os(17,12) 天 (127 ) 2 38， 于 
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是 由 (5. 16) 式 得 ciy/ci 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 为 


4 且 国 本国 
人 29 人 2.59， 0 25 入 2 38 )， 
即 (0. 45，2. 79). 
由 于 cy/eo 的 置信 区 间 包 含 1 ,在 实际 中 我 们 就 认为 odi ,os 两 者 没有 显著 差 
别 . 口 


$6 (0 一 1 分布 参 数 的 区 间 估 计 


设 有 一 容量 "二 50 的 大 样本 , 它 来 自 (0 一 1) 分 布 的 总 体 X,X 的 分 布 律 为 
大 (zi 力 ) 一 轿 (1 一 加 ) 并 一 0，1， 7 
其 中 为 未 知 参 数 . 现在 来 求 回 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
已 知 (0 一 1) 分 布 的 均值 和 方差 分 别 为 


HA 一 力 ， 太一 加 (1 一 力 ). 《6. 2) 
设 Xi ,X: ，…，X, 是 一 个 样本 . 因 样 本 容量 较 大 ,由 中 心 极 限定 理 , 知 
有 入; 一 71 力 __ 
侣 革 虽 本 (6. 3) 
\/ 失 办 《上 一 力 ) V7 恩 (] 一 力 ) 
近似 地 服从 No,1) 分 布 , 于 是 有 
匡 一 7 
本 人 挛 和 一 Q。 四 
P| Zay/2 二 Za/2 一 疡 《6. 4) 
X 刀 力 
而 不 等 式 一 zx 拓 一生 一 上 一 一 < (6.5) 
V7? 力 (1 一 力 ) 
等 价 于 
(7 十 z2iy ) 力 :一 (27 筷 十 z2 ) 力 十 7 区 2? 一 0. (6. 6) 
记 RE (6.7) 


此 处 ae 一 z 十 zz ,pb 一 一 (22X 十 z2p)，c 一 2X .于 是 由 (6.5) 式 得 户 的 一 个 近似 的 
置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 区 间 为 
( 记 ， 旋 > ). 
例 设 目 一 大 批 产 品 的 100 个 样品 中 ,得 一 级 品 60 个 , 求 这 批 产 品 的 一 级 
品 率 户 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
解 ” 一 级 品 率 问 是 (0 一 1 分 布 的 参数 ,此 处 za 一 100, 去 =60/100 王 0.6 ,1 一 a 
一 0. 95,a/2 王 0.025,z 一 1.96, 按 (6.7),(6.8) 式 来 求 训 的 置信 区 间 ,其 中 


《7 单 侧 置信 区 间 。 1769 ，。 


2 一 7 十 z2 一 103. 84，0 一 一 (27 元 十 zy) 一 一 123. 84,c 一 1 天 一 36. 


于 是 力 ; 一 0. 50， 力 一 0. 69. 
故 得 户 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 近似 置信 区 间 为 
《0. 50，0. 69). L 


$7 单 侧 置信 区 间 


在 上 述 讨论 中 ,对 于 未 知 参数 2, 我们 给 出 两 个 统计 量 2, 2, 得 到 2 的 双 侧 置 
信 区 间 (0,0). 但 在 某 些 实际 问题 中 ,例如 ,对 于 设备 .元 件 的 寿命 来 说 ,平均 寿命 
长 是 我 们 所 和 希望 的 ,我 们 关心 的 是 平均 寿命 0 的 “下 限 ”; 与 之 相反 ,在 考虑 化 学 
药品 中 杂质 含量 的 均值 时 ,我 们 常 关心 参数 w 的 “上 限 ” 这 就 引出 了 单 侧 置信 
区 间 的 概念 . 
对 于 给 定 值 a(0<a<]) , 藻 由 样本 及 1 , 入: 琶 2 ， 及 确定 的 统计 量 0 一 OAX， “* 
X:*，…,X,), 对 于 任意 0EG@ 满 足 
Pt6> 人 二 1 一 a， 7. 
称 随 机 区 间 (6,se) 是 2 的 置信 水 平 为 1 一 c 的 单 侧 置信 区 间 ,2 称 为 0 的 置信 水 
平 为 1 一 ac 的 单 侧 置信 下 限 . 
又 若 统 计量 0 一 0(CX ,X: ,…,X,) ,对 于 任意 0EB@ 满 足 
P(9 一 9} 人 1 一 ao， 7 
称 随 机 区 间 ( 一 ,9) 是 9 的 置信 水 平 为 1 一 ac 的 单 侧 置信 区 间 ,5 称 为 0 的 置信 
水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 上 限 . 
例如 对 于 正 态 总 体 X, 若 均值 w, 方 差 呈 均 为 未 知 , 设 Xi ,Xe ,…，,X, 是 一 
个 样本 ,由 


入 一 A aa 
3 六 (7 一 ]) 
有 ( 见 图 7 一 5) 
区 一 6 _ 加 
PS < 四 D 一 1 一 c， 
即 P{z>X 记 oo 一 Dj = 一“ 
于 是 得 到 w 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 区 间 


2 避 
(一 吉 .oD'e)， (7. 3) 
的 置信 水 平 为 1 一 zc 的 单 侧 置 信 下 限 为 
& 盖 让 Cn 一 1) (7.4) 
太 
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又 由 
__ 2 
人 一 2 二 一 米 《2 一 1)， 
有 ( 见 图 7 一 6) 
__ 2 
P{ 王 -> 对- 一 D) =1 一 e， 
。 Sa | 
即 P| G t< | 下 
如 (7m 一 ]) XHa(n 一 H) 
图 7 一 5 图 7 一 6 


于 是 得 c 的 置信 水 平 为 1 一 的 单 侧 置信 区 间 
(7 一 1)S? 
人 1 
0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 上 限 为 
(天 一 1)S 
MI 共 一 
例 从 一 批 灯泡 中 随机 地 取 5 只 作 寿 命 试验 , 测 得 寿命 (以 h 计 ) 为 
1050 1100 1120 1250 1280 
设 灯 泡 寿 命 服 从 正 态 分 布 . 求 灯泡 寿命 平均 值 的 置信 水 平 为 0.95 的 单 侧 置信 
下 限 . 
解 1 一 一 0. 95 ,m 一 5， 大 (2 一 1) 一 tos(4) 一 2.1318 ,元 一 1 160,s 一 9 950. 
由 (7. 4) 式 得 所 求 单 侧 置信 下 限 为 


ez 一 1 065. 口 


《7.5) 


2 一 


LT 


G 


小 结 


参数 估计 问题 分 为 点 估计 和 区 间 估 计 . 点 估计 是 适当 地 选择 一 个 统计 量 作为 未 知 参数 
的 估计 ( 称 为 佑 计量), 若 已 取得 一 样本 ,将 样本 值 代 人 估计 量 , 得 到 估计 量 的 值 ,以 估计 量 的 
值 作 为 未 知 参数 的 近似 值 ( 称 为 估计 值 ). 

本 章 介绍 了 两 种 求 点 估计 的 方法 : 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估 计 法 . 

矩 估 计 法 的 做 法 是 ,以 样本 矩 作 为 总 体 矩 的 估计 量 ,而 以 样本 矩 的 连续 函数 作为 相应 的 
总 体 矩 的 连续 函数 的 估计 最, 从 而 得 到 总 体 未 知 参数 的 估计 . 


小 结 。177 。 


最 大 似 然 估计 法 的 基本 想法 是 , 若 已 观察 到 样本 (Xi ,Xs ,…,X,) 的 样本 值 Czi,zrz,…， 
zs), 而 取 到 这 一 样本 值 的 概率 为 问 (在 离散 型 的 情况 ) ,或 (X, ,Xs ,…,X。) 落 在 这 一 样本 值 
(ziyzay ze) 的 邻 域 内 的 概率 为 训 ( 在 连续 型 的 情况 ) ,而 与 未 知 参数 有 关 ,我 们 就 取 0 的 
估计 值 使 概率 户 取 到 最 大 . 

对 于 一 个 未 知 参数 可 以 提出 不 同 的 估计 量 , 因 此 自然 提出 比较 估计 量 的 好 坏 的 问题 ,这 
就 需要 给 出 评定 估计 量 好 坏 的 标准 . 估计 量 是 一 个 随机 变量 ,对 于 不 同 的 样本 值 ,一 般 给 出 
参数 的 不 同 估计 值 . 因而 在 考虑 估计 量 的 好 坏 时 ,应 从 某 种 整体 性 能 去 衡量 ,而 不 能 看 它 在 
个 别 样本 之 下 表现 如 何 . 本 章 介绍 了 三 个 标准 :无 偏 性 有 效 性 和 相合 性 . 相合 性 是 对 估计 
量 的 一 个 基本 要 求 ,不 具备 相合 性 的 估计 量 ,我 们 是 不 考虑 的 . 

操 估 计 不 能 反映 估计 的 精度 ,我 们 引入 了 区 间 估 计 . 置信 区 间 是 一 个 随机 区 间 (2,5) , 它 
覆盖 未 知 参数 具有 预先 给 定 的 高 概率 (置信 水 平 ), 即 对 于 任意 E @, 有 

P{O<0 一 和) 三 1 一 w， 
例如 ,对 于 正 态 分 布 NGp,o),o: 未 知 , 可 得 w 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 为 
(Go 一 D 记 ， 8+tzn 一 1D) 三 )， (5.4) 


位 


就 是 说 这 一 随机 区 间 覆 盖 /p 的 概率 三 1 一 o. 一 旦 有 了 一 个 样本 值 rz ,zs ,…，,z,, 将 它 代 人 
《5. 4) ,得 到 一 个 数字 区 间 


元 一 ， 一 ] 过， oo《 一 】 E 
(z /2《7 二 工 十 去/ 证 二 


) 人 
(一 c,c) 也 称 为 w 的 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 , 意 指 “( 一 c,c) 包 含 wx" 这 一 陈述 的 可 信 程 度 
为 1 一 c, 如 果 将 这 事实 写成 P{ 一 c 熏 pr<c} = 1 一 是 错误 的 ,因为 (一 c,c) 是 一 个 数字 区 间 ,要 
人 么 有 AGE (一 cc) ,此 时 己 { 一 cp 一 c} 一 1; 要 么 有 Ap 人 ( 一 cyc) ,此 时 忆 ( 一 c<Ap<c} 一 0. 

本 章 还 介绍 了 单 侧 置信 区 间 ,例如 ,对 于 正 态 分 布 N(po ),oz 未 知 , 可 得 A 的 置信 水 平 
为 1 一 x 的 单 侧 寺 信 区 间 为 


5 本 
G)(-=， X+uCn 一 1D 二 )， 单 侧 置 信 上 限 为 上 一 + 志 (x 一 1 二 


(11) (Zoo 一 D 广 ， co ， 单 侧 置信 下 限 为 & 一 叉 一 “Cn 一 1) 二 
卫 


在 形式 上 ,只 需 将 置信 区 间 (5.4) 的 上 下 限 中 的 “ax/2? 改 成 “ae”, 就 得 到 相应 的 单 侧 置信 上 
下 限 了 . 
嘻 重要 术语 及 主题 

和 矩 佑 计量 ”最 大 似 然 估 计量 

佑 计量 的 评选 标准 :无 偏 性 .有效 性 、 相 合 性 

参数 2 的 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 

参数 0 的 单 侧 置信 上 限 和 单 侧 置 信 下 限 

单个 正 态 总 体 均 值 .方差 的 置信 区 间 . 单 侧 置信 上 限 与 单 侧 置信 下 限 

两 个 正 态 总 体 均 值 差 .方差 比 的 置信 区 间 . 单 侧 置 信 上 限 与 单 侧 置信 下 限 
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习题 


1. 随机 地 取 8 只 活塞 环 , 测 得 它们 的 直径 为 (以 mm 计 ) 
74.001 74.005 74.003 74.001 
74.000 73.998 74.006 74.002 
试 求 总 体 均 值 w 及 方差 o 的 抢 估 计 值 ,并 求 样本 方差 了 . 
2. 设 Xi ，,Xs ，…,X， 为 总 体 的 一 个 样本 ,zi ,zz ，…zw 为 一 相应 的 样本 值 . 求 下 列 各 总 体 
的 概率 密度 或 分 布 律 中 的 未 知 参数 的 矩 估计 量 和 和 矩 估 计 值 . 


cz -etD， 
(1) 7(z= 人 7 一 人 ,其 中 c>0 为 已 知 ,g>1,9 为 未 知 参数 . 
性 ， 其 他 ， 
5 一: 
(2) 7 人 0SzS1, 其 中 8 一 0,0 为 未 知 参 数 . 
0， 其 他 ， 


(3) P{X 一 了 一 ( jd- 交 7 ,z=0,1,2，… ,其 中 0 一 p<1,p 为 未 知 参 数 . 
2 

3. 求 上 题 中 各 未 知 参 数 的 最 大 似 然 估 计 值 和 估计 量 . 

4. (1) 设 总 体 X 具有 分 布 律 


X ] 2 3 
| 


其 中 0 (0 一 6 一 1) 为 未 知 参数 .已 知 取得 了 样本 值 z =1, 之 一 2, 必 一 1. 试 求 2 的 矩 估 计 值 和 最 大 似 
然 估 计 值 . 

(2) 设 Xi,Xz，X，， 是 来 自 参 数 为 的 泊 松 分 布 总 体 的 一 个 样本 , 试 求 的 最 大 似 然 
估计 量 及 抢 估 计量 . 

(3) 设 随 机 变量 X 服从 以 ~,z 为 参数 的 负 二 项 分 布 ,其 分 布 律 为 

忆 { 玉 一 二 一 (。)zra 一 pn， 一 六 7 十] ，，…， 
r 一 ] 

其 中 > 已 知 , 户 未 知 . 设 有 样本 值 zi ,zz ,…，*zw, 试 求 请 的 最 大 似 然 估 计 值 . 

s$. 设 某 种 电子 器 件 的 寿命 (以 h 计 ) 开 服从 双 参 数 的 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 


人 0 下 和 
ri) 一 4 0 
0， 其 他 ， 


其 中 c,， 0 (cb>0) 为 未 知 参数 . 自 一 批 这 种 器 件 中 随机 地 取 件 进 行 寿 命 试验 . 设 它们 的 失 
效 时 间 依 次 为 委 z 委 … 扫 Zu， 

(1) 求 9 与 c 的 最 大 似 然 估 计 值 . 

(2) 求 6 与 c 的 矩 估 计量 . 

6. 一 地 质 学 家 为 研究 密歇根 湖 湖 浴 地 区 的 岩石 成 分 ,随机 地 自 该 地 区 取 100 个 样品 ,每 
个 样品 有 10 块 石 子 , 记 录 了 每 个 样品 中 属 石灰 石 的 石子 数 . 假设 这 100 次 观察 相互 独立 ,并 


*。 了 IT74 第 七 章 参数 估计 





且 由 过 去 经 验 知 ,它们 都 服从 参数 为 阅 一 10,z 的 二 项 分 布 , 户 是 这 地 区 一 块 石子 是 石灰 石 的 
概率 . 求 户 的 最 大 似 然 估 计 值 . 该 地 质 学 家 所 得 的 数据 如 下 : 





样品 中 属 石灰 石 的 石子 数 ; 
观察 到 ; 块 石 灰 石 的 样品 个 数 






2Z3 26 21 


7. (1]) 设 Xi ,XXX 是 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 , 且 X 一 (1M), 求 P{1X=0} 的 最 大 似 
然 估计 值 . 

《2) 某 铁路 局 证 实 一 个 扳 道 员 在 五 年 内 所 引起 的 严重 事故 的 次 数 服从 激 松 分 布 . 求 一 个 
扳 道 员 在 五 年 内 未 引起 严重 事故 的 概率 户 的 最 大 似 然 估 计 . 使 用 下 面 122 个 观察 值 .下 表 中 ， 
~ 表示 一 扳 道 员 五 年 中 引起 严重 事故 的 次 数 ,s 表示 观察 到 的 扳 道 员 人 数 . 


8. (1) 设 Xi ,X* ,…，X,， 是 来 自 概率 密度 为 
gz， 0<z<1， 
0， 其 他 
的 总 体 的 样本 ,9 未 知 , 求 U=e :2 的 最 大 似 然 估计 值 . 
(2) 设 Xi ,Xs，…,X。 是 来 自 正 态 总 体 N(z,1) 的 样本 .w 未 知 , 求 6- P{X>2)} 的 最 大 似 
然 估 计 值 . 


(3) 设 mm ,zs yz 是 来 自 总 体 5Cm,p) 的 样本 值 ,又 %= 二 (1 十 有 ), 求 8 的 最 大 似 然 估 
计 值 . 
9. 〈1) 验 证 教材 第 六 章 $ 3 定理 四 中 的 统计 量 


二 训 


Re 2 7tz 一 ] 2 《ml 一 1)Si 十 (ns 一 1)S 
5 se 和 zl 十 7 一 2 


是 两 总 体 公 共 方 差 " 的 无 偏 估计 量 (S: 称 为 c: 的 合并 估计 )， 
《2) 设 总 体 X 的 数学 期 望 为 pw,XI ,X2，…X。 是 来 自 X 的 样本 ,ai 人 2 9 rn 是 任意 常 


数 ,验证 ( 2oX,)/ > )e (其 中 >)a 关 0) 是 双 的 无 信 估 计量 
10. 设 筷 ,无 ， 天 是 来 自 总 体 和 的 一 个 样本 , 设 下 CX) 一 ww,D(X) 一 o， 
CD) 确定 常数 -使 (Xi 一 苞 ): 为 o 的 无 偏 估计 
(2) 确定 常数 < 使 ( 吕 )2 一 <S: 是 的 无 偏 估计 (部 ,3: 是 样本 均值 和 样本 方 盖 )， 
11， 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


了 _a-eve 

neo-| 0 0 0 一 bg 一 十 ce， 
0， 其 他 ， 

人 , 太 ? ge 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 


习 题 


(1) 验 证 6 的 最 大 似 然 估计 量 是 ; = 二 =- y "ln X.， 


了 
《2) 证 明 0 是 6 的 无 偏 估计 量 . 
12. 设 Xi,X* ,Xs,X 是 来 自 均 值 为 6 的 指数 分 布 总 体 的 样本 ,其 中 0 未知. 设 有 估计 量 


区 一 霹 (XI 十 筷 ) 十 二 (X: 二 区 人 


Tz: 一 (XI 十 2X: 十 3X3 十 4X4)/5， 
T: 一 (XI 十 Xs 十 Xs 十 X)/4. 
(1) 指出 五 ,T: ,Ts 中 哪 几 个 是 6 的 无 偏 估 计量 . 
(2) 在 上 述 29 的 无 偏 估计 中 指出 哪 一 个 较为 有 效 . 


13.、(〈1) 设 0 是 参数 b 的 无 偏 估 计 , 且 有 D(g ) >0, 试 证 


9 一 (0 ): 不 是 B 的 无 偏 估计 . 
《2)》 试 证 明 均 匀 分 布 


0 一 Zz 雪 0， 
ro-| 0 
0， 其 他 
中 未 知 参 数 g 的 最 大 似 然 估计 量 不 是 无 偏 的 . 
14. 设 从 均值 为 pw, 方差 为 呈 >0 的 总 体 中 分 别 抽取 容量 为 mm ,ms 的 两 独立 样本 . 各， 和 
X， 分 别 是 两 样本 的 均值 . 试 证 :对 于 任意 常数 a,b (a 十 b 王 1) ,7 一 ao 十 56, 都 是 w 的 无 偏 估 
计 , 并 确定 常数 ae, 使 D(Y) 达 到 最 小 ， 
1S. 设 有 台 仪 器 ,已 知 用 第 守 台 仪器 测量 时 ,测定 值 总 体 的 标准 差 为 n Ci; 一 1,2,，…,). 
用 这 些 仪器 独立 地 对 某 一 物理 量 各 观察 一 次 ,分 别 得 到 Xi ,X: ,…,X. 设 仪器 都 没有 系统 


误差 , 即 上 (X;) 一 0 (zi 一 1,2，……, 上 )， 间 QQ29 CA 取 何 值 , 方 能 使 使 用 8 一 一 人 估计 8 


时 , 6 是 无 偏 的 ,并 且 D(6) 最 小 ? 

16. 设 某 种 清漆 的 9 个 样品 ,其 干燥 时 间 ( 以 h 计 ) 分 别 为 

6.0 5.7 5.8 6.5 7.0 6.3 5.6 6.1 5.0 

设 干燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 N(n,o). 求 六 的 置信 水 平 为 0. 95 的 填 信 区 间 ,(1)》 若 由 以 往 
经 验 知 xz 一 0. 6(h),(2) 若 oz 为 未 知 . 

17. 分 别 使 用 金 球 和 铂 球 测定 引力 常数 (单位 :10-0ma。kg-: 。s-:). 

(1) 用 金 球 测 定 观 察 值 为 

6.683 6.681 6.676 6.678 6.679 6.672 
(2) 用 铀 球 测定 观察 值 为 
6.661 6.661 6.667 6.667 6.664 

设 测定 值 总 体 为 N(p,o )，mvo 均 为 未 知 . 试 就 (1),(2) 两 种 情况 分 别 求 wx 的 置信 水 平 为 0.9 
的 置信 区 间 ,并 求 o# 的 置信 水 平 为 0.9 的 置信 区 间 . 

18. 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 做 试验 ,得 炮 口 速度 的 样本 标准 差 *= 11 my/s. 设 炮 口 速度 服 
从 正 态 分 布 . 求 这 种 炮弹 的 炮 口 速度 的 标准 差 c 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
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19. 设 Xi ,X, ，,X, 是 来 自分 布 Nevo:) 的 样本 以 已 知 ,未 知 . 
G) 验证 > (X 一 /027o: ~ 好 (0 利用 这 一 结果 构造 o* 的 置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 


区 条 . 

(2) 设 px 一 6.5, 且 有 样本 值 7.5，2.0，12.1，8.8,9.4,，7.3,，1.9,， 2.8,， 7.0,，7. 3. 试 求 c 
的 冒 信 水 平 为 0.95 的 去 信 区 向 . 

20. 在 第 17 题 中 , 设 用 金 球 和 用 铂 球 测定 时 测定 值 总 体 的 方差 相等 . 求 两 个 测定 值 总 体 
均值 差 的 置信 水 平 为 0.90 的 置信 区 间 . 

21， 随 机 地 从 A 批 导 线 中 抽 4 根 , 又 从 吾 批 导 线 中 抽 5 根 , 测 得 电阻 (9Q) 为 

A 批 导线 : 0.143 0.142 0.143 0.137 
中 批 导 线 : 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140 

设 测定 数据 分 别 来 自分 布 Nm , 呈 ) ,Na 二 ), 且 两 样本 相互 独立 . 又 yj yo: 均 为 未 知 ， 
试 求 和 一 Ama 的 慎 信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

22， 研 究 两 种 固体 燃料 火箭 推进 器 的 燃烧 率 . 设 两 者 都 服从 正 态 分 布 , 并 且 已 知 燃烧 率 
的 标准 差 均 近似 地 为 0.05 cmy/s, 取 样本 容量 为 六 一 疾 一 20. 得 燃烧 率 的 样本 均值 分 别 为 元 
二 18 cmy/s, 一 24 cm/s, 设 两 样本 独立 . 求 两 燃烧 率 总 体 均 值 差 由 一 上 的 置信 水 平 为 0. 99 
的 置信 区 间 . 

23. 设 两 位 化 验 员 A,B 独立 地 对 某 种 聚合 物 含 毛 量 用 相同 的 方法 各 做 10 次 测定 ,其 测 
定 值 的 样本 方差 依次 为 鸣 一 0. 5419, 品 一 0. 6065. 设 国 , 中 分 别 为 A,B 所 测定 的 测定 值 总 体 
的 方差 . 设 总 体 均 为 正 态 的 , 且 两 样本 独立 . 求 方差 比 鸣 / 咯 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

24. 在 一 批 货物 的 容量 为 100 的 样本 中 ,经 检验 发 现 有 16 只 次 品 , 试 求 这 批 货 物 次 品 率 
的 置信 水 平 为 0.95 的 奸 信 区 间 . 

25. (1) 求 第 16 题 中 pw 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 

(2) 求 第 21 题 中 癌 一 me 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 下 限 . 

(3) 求 第 23 题 中 方差 比 oi/cs 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 

26. 为 研究 某 种 汽车 轮胎 的 磨损 特性 ,随机 地 选择 16 只 轮胎 ,每 只 轮胎 行驶 到 磨 坏 为 止 ， 
记录 所 行驶 的 路 程 ( 以 km 计 ) 如 下 : 

41 250 40 187 43175 41010 39265 41872 42654 41 287 
38 970 40 200 42550 41095 40680 43500 39775 40 400 


假设 这 些 数据 来 自 正 态 总 体 N(u,o) ,其 中 wo: 未 知 , 试 求 wx 的 填 信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置 
信 下 上限. 

27.、 科学 上 的 重大 发 现 往往 是 由 年 轻 人 做 出 的 . 下面 列 出 了 自 16 世纪 中 叶 至 20 世纪 里 
期 的 十 二 项 重大 发 现 的 发 现 者 和 他 们 发 现时 的 年 龄 : 


发 现 内 容 发 现 者 发 现时 间 年 龄 
1. 地 球 绕 太 阳 运 转 哥 白 尼 (Copernicus) “ 1543 40 
2. 辱 远 镜 、 天 文学 的 基本 定律 ”伽利略 (Galileo) 1600 36 
3. 运动 原理 .重力 、 微 积分 牛顿 (Newton) 1665 23 
4， 电 的 本 质 富兰克林 (Franklin) ”1746 40 





习 题 。 了 JI77 。 
5. 燃烧 是 与 氧气 联系 着 的 拉 瓦 锡 (Lavoisier) ”1774 31 
6， 地 球 是 渐进 过 程 演化 成 的 莱 尔 (Lyell) 1830 33 
7. 自然 选择 控制 演化 的 证 据 达尔 文 (Darwin) 1858 49 
8. 光 的 场 方 程 麦克 斯 韦 (Maxwell) 1864 33 
9. 放射 性 居 里 (Curie) 1896 34 
10. 量子 论 普 朗 克 (Plank) 1901 43 
11. 狭义 相对 论 , 王 一 mc 爱 因 斯 坦 (Einstein) 1905 26 
12， 量 子 论 的 数学 基础 薛 定 订 (Schrodinger) 1926 39 


设 样本 来 自 正 态 总 体 , 试 求 发 现 者 的 平均 年 龄 w 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 


第 八 蔓 假设 检 和 难 


S$1 假设 检验 


统计 推断 的 另 一 类 重要 问题 是 假设 检验 问题 . 在 总 体 的 分 布 范 数 完 全 未 知 
或 只 知 其 形式 .但 不 知 其 参数 的 情况 ,为 了 推断 总 体 的 某 些 未 知 特性 ,提出 某 些 
关于 总 体 的 假设 . 例如 ,提出 总 体 服从 泪 松 分 布 的 假设 ,又 如 ,对 于 正 态 总 体 提 出 
数学 期 望 等 于 m 的 假设 等 .我 们 要 根据 样本 对 所 提出 的 假设 作出 是 接受 ,还 是 
拒绝 的 决策 . 假设 检验 是 作出 这 一 决策 的 过 程 . 这 里 , 先 结合 例子 来 说 明 假 设 
检验 的 基本 思想 和 做 法 . 

例 1 某 车 间 用 一 台 包 装机 包装 葡萄 糖 . 袋 装 糖 的 净重 是 一 个 随机 变量 , 它 
服从 正 态 分 布 . 当 机 器 正常 时 ,其 均值 为 0.5 kg, 标 准 差 为 0.015 kg. 某 日 开工 
后 为 检验 包装 机 是 否 正 常 , 随 机 地 抽取 它 所 包装 的 糖 9 袋 , 称 得 净重 为 (kg) 

0.497 0.506 0.518 0.524 0.498 0.511 0.520 0.515 0.512 
问 机 器 是 否 正 常 ? 

以 wo 分 别 表 示 这 一 天 袋 装 糖 的 净重 总 体 X 的 均值 和 标准 差 .由 于 长 期 实 
践 表 明 标 准 差 比较 稳定 ,我 们 就 设 c 王 0. 015. 于 是 X~N(Cu,0.015:), 这 里 w 未 
知 . 问题 是 根据 样本 值 来 判断 w 王 0. 5 还 是 w 天 0. 5. 为 此 ,我 们 提出 两 个 相互 对 
立 的 假设 

HH。 :we 一 io 一 0.5 
和 

互 ; :Ap 天 po ， 
然后 ,我 们 给 出 一 个 合理 的 法 则 ,根据 这 一 法 则 ,利用 已 知 样本 作出 决策 是 接受 
假设 五 "( 即 拒绝 假设 互 ;) ,还 是 拒绝 假设 互 ,( 即 接受 假设 妃 ; ). 如 果 作 出 的 决 
策 是 接受 妃 。 则 认为 wxw 王 pm, 即 认为 机 器 工作 是 正常 的 ,否则 , 则 认为 是 不 正 
常 的 . 

由 于 要 检验 的 假设 涉及 总 体 均 值 w, 故 首先 想到 是 否 可 借助 样本 均值 X 这 
一 统计 量 来 进行 判断 . 我 们 知道 ,X 是 w 的 无 偏 估计 ,X 的 观察 值 工 的 大 小 在 一 
定 程 度 上 反映 w 的 大 小 . 因此 ,如 果 假 设 于 ,为 真 , 则 观察 值 z 与 m 的 偏差 1 工 一 mo | 
一 般 不 应 太 大 . 若 |Z 一 me | 过 分 大 ,我 们 就 怀疑 假设 瓦 , 的 正确 性 而 拒绝 五 ,， 


Yy1 假设 检验 。 了 79 。 
并 考虑 到 当 媚 ， 为 真 时 -你 一 NO 而 衡量 | 工 一 Au | 的 大 小 可 归结 为 衡量 


三 -各 | 的 大 小 基于 上 面 的 想法 ,我 们 可 适当 选 定 一 正 数 &, 使 当 观 察 值 芭 满足 


1 一 如 | > 时 就 拒绝 假设 吾 。, 反 之 ， | 一 , 就 接受 假设 囊 ,， 

然而 ,由 于 作出 决策 的 依据 是 一 个 样本 , 当 实际 上 瓦 为 真 时 仍 可 能 作出 拒 
绝 责 的 决策 (这 种 可 能 性 是 无 法 消除 的 ), 这 是 一 种 错误 , 犯 这 种 错误 的 概率 记 
"这 年 一 

P{ 当 妃 , 为 真 拒绝 本) 或 ，P，{ 拒 绝 瑟 ) 或 Pen { 拒 绝 且 ) 
记号 P,{ 。} 表 示 参 数 w 取 ro 时 事件 {。} 的 概率 ,P.-， {。} 表 示 取 。 规定 
的 值 时 事件 {。} 的 概率 . 我 们 无 法 排除 犯 这 类 错误 的 可 能 性 ,因此 自然 希望 将 犯 
这 类 错误 的 概率 控制 在 一 定 限度 之 内 , 即 给 出 一 个 较 小 的 数 (0<x<1) ,使 犯 
这 类 错误 的 概率 不 超过 ,即使 得 

忆 ( 当 五, 为 真 拒绝 互 , } 委 w. 国庆 


为 了 确定 常数 上 ,我 们 考虑 统计 量 人 一 姻 . 由 于 只 允许 犯 这 类 错误 的 概率 最 大 为 





























O/VP 
ax, 令 (1. 1) 式 右 端 取 等 号 , 即 令 
sY -一 入 一 一 一 
P{ 当 所 为 真 扫 绝 Hu)} 一 P 同 > 如 j- 大 
由 于 当 媚 。 为 真 时 ,Z 一 一 -您 一 N(0,1D) ,由 标准 正 态 分 布 分 位 点 的 定义 得 (如 
1 大 
图 8 一 1)， 
足 一 za/2。 
因而 , 若 Z 的 观察 值 满足 
|z| 一 了 -一 久 一 六 wy/2 4 
则 拒绝 匡 。 ,而 若 图 8 一 1 
| z| 王 7 在 一 Zo/2，9 
则 接受 五 


例如 ， 二 0. 05， 则 有 中 一 20. 05/2 一 Zo0.0255 二 1. 96， 区 区 区 | 8 一 00 一 
0. 015 ,再 由 样本 算得 工 王 0. 511 , 即 有 


一 





一 2 0 96， 








有 
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于 是 拒绝 吾 , ,认为 这 天 包装 机 工作 不 正常 . 避 
上 例 中 所 采用 的 检验 法 则 是 符合 实际 推断 原理 的 . 因 通常 < 总 是 取得 较 小 ， 


一 0 
一 般 取 = 王 0.01,0.05. 因而 者 。 为 真 , 即 当 w 一 mo 时 ， | 之 zu/ | 是 一 个 
小 概率 事件 ， 根据 实际 推断 原理 ， 就 可 以 认为 ,如 果 互 , 为 真 , 则 由 一 次 试验 得 到 
2 个 | > = 几乎 是 不 会 发 生 的 现在 在 一 次 观察 中 竟 





全 zu 的 z, 则 我 们 有 理由 怀疑 原来 的 假设 瓦 。 的 正确 性 ， 





因而 拒绝 互 。. 


瑟 。, 因 此 只 能 接受 假设 互 . 
在 上 例 的 做 法 中 ,我 们 看 到 当 样 本 容量 固定 时 , 选 定 后 , 数 & 就 可 以 确定 ， 


Ce 
厅 天 


出 决策 . 数 & 是 检验 上 述 假设 的 一 个 门槛 值 . 如 果 |z| 王 














| 





的 差异 是 显著 的 ,这 时 拒绝 媚 ;反之 ,如 果 |z|== 7 Z 与 po 的 差 


异 是 不 显著 的 ,这 时 接受 万 。. 数 C 称 为 显著 性 水 平 ,上 面 关 于 xzZ 与 Ab 有 无 显著 差 
异 的 判断 是 在 显著 性 水 平 < 之 下 作出 的 ， 


统计 量 Z 一 从 二 名称 为 检验 统计 量 . 
/wm 


前 面 的 检验 问题 通常 叙述 成 :在 显著 性 水 平 "下 ,检验 假设 
克 :Ap 一 po ， 万 :Ap 天 juo， Ke 
也 篆 说 成 “在 显著 性 水 平 下 ,针对 ; 检验 互 o”. 五 。 称 为 原 假设 或 零 假 设 , 媚 ， 
称 为 备 择 假 设 ( 意 指 在 原 假 设 被 拒绝 后 可 供 选 择 的 假设 ). 我 们 要 进行 的 工作 是 ， 
根据 样本 , 按 上 述 检验 方法 作出 决策 在 如 , 与 吾 ; 两 者 之 间接 受 其 一 . 

当 检 验 统计 量 取 某 个 区 域 C 中 的 值 时 ,我们 拒绝 原 假 设 刀 , , 则 称 区 域 C 为 
拒绝 域 ,拒绝 域 的 边界 点 称 为 临界 点 .如 在 上 例 中 拒绝 域 为 |x| 三 zw 而 > 一 
一 zj2 yz 一 zj2 为 帆 界 点 . 

由 于 检验 法 则 是 根据 样本 作出 的 ,总 有 可 能 作出 错误 的 决策 , 如 上 面 所 说 的 
那样 ,在 假设 鼠 。 实际 上 为 真 时 ,我 们 可 能 犯 拒绝 媚 。 的 错误 , 称 这 类 “ 弃 真 ”的 
错误 为 第 [类 错误 . 又 当 媚 。 实际 上 不 真 时 ,我 们 也 有 可 能 接受 媚 ,. 称 这 类 "“ 取 
伪 "的 错误 为 第 工 类 错误 . 犯 第 下 类 错误 的 概率 记 为 








81 假设 检验 。187 。 


P{ 当 厂 不 真 接受 刀 o) 或 Pen (接受 万 。}. 

为 此 ,在 确定 检验 法 则 时 ,我 们 应 尽 可 能 使 犯 两 类 错误 的 概率 都 较 小 . 但 是 ， 
进一步 讨论 可 知 ,一 般 来 说 , 当 样 本 容量 固定 时 , 若 减 少 犯 一 类 错误 的 概率 , 则 犯 
另 一 类 错误 的 概率 往往 增 大 . 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 都 减 小 ,除非 增加 样本 容 
量 . 在 给 定 样 本 容量 的 情况 下 ,一般 来 说 ,我 们 总 是 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,使 
它 不 大 于 a.a 的 大 小 视 具 体 情 况 而 定 ,通常 c 取 0. 1,0. 05,0. 01,0. 005 等 值 . 这 
种 只 对 犯 第 工 类 错误 的 概率 加 以 控制 ,而 不 考虑 犯 第 了 类 错误 的 概率 的 检验 , 称 
为 显著 性 检验 . 

形 如 (1. 2) 式 中 的 备 择 假设 五 ,表示 人 可 能 大 于 pe ,也 可 能 小 于 m , 称 为 双 
边 备 择 假 设 ,而 称 形 如 (1.2) 的 假设 检验 为 双边 假设 检验 ， 

有 时 ,我 们 只 关心 总 体 均 值 是 否 增 大 ,例如 ,试验 新 工艺 以 提高 材料 的 强度 . 
这 时 ,所 考虑 的 总 体 的 均值 应 该 越 大 越 好 . 如 果 我 们 能 判断 在 新 工艺 下 总 体 均 值 
较 以 往 正 常生 产 的 大 , 则 可 考虑 采用 新 工艺 . 此 时 ,我 们 需要 检验 假设 


Ho :ps ， 再 :pp 各 本 
形 如 (1. 3? 的 假设 检验 , 称 为 右边 检验 . 类 似 地 ,有 时 我 们 需要 检验 假设 
互 , :1 之 Apo ， 事 ， :AL< Lo 《1.4) 


形 如 (1. 4) 的 假设 检验 , 称 为 左边 检验 . 右边 检验 和 左边 检验 统称 为 单 边 检验 . 
下 面 来 讨论 单 边 检验 的 拒绝 域 . 
设 总 体 X 一 NG) ,ww 未知 、c 为 已 知 ,X，X ，…，X, 是 来 自 X 的 样本 . 给 
定 显著 性 水 平 c. 我 们 来 求 检 验 问 题 (1. 3) 
有 :ps 和 jp， 有 :AD>Am 
的 拒绝 域 . 
因 瓦 。 中 的 全 部 w 都 比 互 ! 中 的 /要 小 , 当 互 ; 为 真 时 ,观察 值 工 往往 偏 大 ， 
因此 ,拒绝 域 的 形式 为 
工 & (& 是 某 一 正常 数 ). 
下 面 来 确定 常数 &, 其 做 法 与 例 1 中 的 做 法 类 似 . 
Pt 当 万 。 为 真 拒绝 妃 。} 一 已 cm (X 靖 


7 > 
福 己 <， [> 各 


Ma 


5 
(上 式 不 等 号 成 立 是 由 于 Ac ,基地 > 基 - 多 ， 事件 | 人 > 人 人 = 人 > 


4 一 
OA 小 要 控制 忆 { 当 万 。 为 真 拒绝 五 } 委 ,只 需 令 
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P _- 冯 一 4 > 一 和 | 一 (].5) 


X 一 wa_N00， 1) ,由 (1.5) 得 到 4 一 如 一 
有 ee 


zx.( 如 图 8 一 2) ,一 和 十 - 乓 ** 即 得 检验 问题 
天 Za 
(1.3) 的 拒绝 域 为 


工 之 ja 一 -二 z， ， 


va 
即 2 (1.6) 
类 似 地 ,可 得 左边 检验 问题 (1. 4) 
Po: 之 Am， 克 :二 Am 
的 拒绝 域 为 
z 一 2 多 去 一 > (1.7) 


例 2 公司 从 生产 商 购买 和 牛奶。 公司 怀 疑 生 产 商 在 牛奶 中 挫 水 以 谋 利 。 通 
过 测定 牛奶 的 冰点 ,可 以 检验 出 牛奶 是 否 摊 水 . 天 然 牛奶 的 冰点 温度 近似 服从 正 
态 分 布 ,均值 wm 三 一 0. 545 ,标准 差 c=0. 008 避 . 牛奶 迭 水 可 使 冰点 温度 升 高 
而 接近 于 水 的 冰点 温度 (0 它 ). 测 得 生产 商 提交 的 5 批 牛奶 的 冰点 温度 ,其 均值 
为 元 一 一 0.535%C ， 站 取 ax 王 0. 05. 
解 ” 按 题 意 需 检验 假设 
刀 :ps 委 jo 王 一 0.545( 即 设 牛奶 未 挫 水 )， 
史 :Apo( 即 设 牛 奶 已 挫 水 ) 
这 是 右边 检验 问题 ,其 拒绝 域 如 (1.6) 式 所 示 , 即 为 


z 一 二 名 >>。 o5 一 1.645， 


O/V7 
现在 一 二 Q 235 一 一 0. 545) 一 2. 7951> 之 1. 645,z 的 值 落 在 拒绝 域 中 ,所 以 我 
0. 008/V5 
们 在 显著 性 水 平 一 0. 05 下 拒绝 是 , , 即 认为 牛奶 商 在 牛奶 中 摊 了 水 口 


综 上 所 述 ,可 得 处 理 参 数 的 假设 检验 问题 的 步骤 如 下 

1 根据 实际 问题 的 要 求 ,提出 原 假设 互 , 及 备 择 假 设 互 ,; 
2 给 定 显 著 性 水 平 以 及 样本 容量 mm; 

3 确定 检验 统计 量 以 及 拒绝 域 的 形式 ; 

4 按 Pt 当 互 。 为 真 拒绝 互 ,} 委 w 求 出 拒绝 域 ; 


$ 2 正 态 总 体 均 值 的 假设 检验 。 783 。 


5 取样 ,根据 样本 观察 值 作 出 决策 ,是 接受 囊 , 还 是 拒绝 囊 ,. 
下 面 我 们 只 讨论 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 问题 . 


2 正 态 总 体 均 值 的 假设 检验 


一) 早 个 总 体 NG ) 均 值 wx 的 检验 


1. co 已 知 , 关 于 ww 的 检验 (2Z 检验 ) 
在 1 中 已 讨论 过 正 态 总 体 NCp,o) 当 o 已 知 时 关于 ww 的 检验 问题 (1. 2 


(1.3),(1.4). 在 这 些 检验 问题 中 ,我 们 都 是 利用 统计 量 Z 一 一 八 来 确定 拒绝 
困 


域 的 . 这 种 检验 法 常 称 为 2 检验 法 . 
2. co 未知, 关于 关 的 检验 (检验 ) 
设 总 体 X 一 NGC) ,其 中 mo 未 知 ,我 们 来 求 检验 问题 
ji :1 一 Ap， 克 : :Ap 天 po 
的 拒绝 域 (显著 性 水 平 为 w)， 


设 入 1， 久 2 ，… 入， 是 来 自 总 体 尺 的 样本 . 由 于 7 未 知 , 现 在 不 能 利用 一 各 
CA 7 


来 确定 拒绝 域 了 . 注意 到 S 是 的 无 偏 估计, 我 们 用 S 来 代替 ,采用 


:一 全 一 徊 
S/V7 


作为 检验 统计 量 . 当 观察 值 |z| = 人 过 分 大 时 就 拒绝 妃 。 ,拒绝 域 的 形式 为 








Z 一 po 
> 有 
sa | 


由 第 六 章 $ 3 定理 三 知 , 当 忆 , 为 真 时 ,全 一 锯 _x(n 一 1); 故 由 
S/Vn 
P{ 当 HH 为 真 拒绝 H)} 一 P 
得 &=， (Cn 一 1), 即 得 拒绝 域 为 
交 必 攻 
SVAV1z 





1: 一 


工 - 各 
S/V7 








>k| = 


2 3 





对 于 正 态 总 体 NGun,o ), 当 王 未 知 时 ,关于 A 的 单 边 检验 的 拒绝 域 在 表 8. 1 
中 给 出 . 
上 述 利用 上 统计 量 得 出 的 检验 法 称 为 上 检验 法 . 
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一 一 


在 实际 中 , 正 态 总 体 的 方差 常 为 未 知 , 所 以 我 们 常用 上 检验 法 来 检验 关于 正 
态 总 体 均 值 的 检验 问题 . 
例 1 某 种 元 件 的 寿命 X( 以 h 计 ) 服 从 正 态 分 布 NGpo) use 均 未 知 . 现 
测 得 16 只 元 件 的 寿命 如 下 : 
159 280 101 212 224 379 179 264 
222 362 168 250 149 260 485 170 
问 是 否 有 理由 认为 元 件 的 平均 寿命 大 于 225 h? 
解 ” 按 题 意 需 检验 
He<scio 一 225， 有 :poe>225. 
取 ax 王 0.05. 由 表 8. 1 知 此 检验 问题 的 拒绝 域 为 


- 工 -如 > 一 1] 
上 邮 t (7 ) 
现在 z* 王 16 ,xs(15) 一 1.753 1. 又 算得 莹 =241. 5,s 王 98. 7259, 即 有 
一 工 一 和 -0.668 5 一 1.753 1 
0 E 
上 没有 落 在 拒绝 域 中 , 故 接受 五 , , 即 认 为 元 件 的 平均 寿命 不 大 于 225 h. 口 


一 ) 两 个 正 态 足 体 均值 差 的 检验 (检验 ) 


我 们 还 可 以 用 上 检验 法 检验 具有 相同 方差 的 两 正 态 总 体 均 值 差 的 假设 . 设 
Xi ,X: ，…,X。 是 来 自 正 态 总 体 NG ,o2) 的 样本 ,i ,Y:，…,Y, 是 来 自 正 态 总 
体 NCpms ,o2) 的 样本 , 且 设 两 样本 独立 . 又 分 别 记 它 们 的 样本 均值 为 往 ,, 记 样本 
方差 为 Si ,S;. 设 mm ,ma ,o 均 为 未 知 ,要 特别 引起 注意 的 是 ,在 这 里 假设 两 总 体 
的 方差 是 相等 的 . 现在 来 求 检 验 问 题 : 

囊 。 :pi 一 pz 一 人 G， 万 :7 一 如 天 人 

(8 为 已 知 常数 ) 的 拒绝 域 . 取 显 著 性 水 平 为 w. 

引用 下 述 : 统计 量 作为 检验 统计 量 : 


la 
S。 /二 十 二 
加 1 了 22 
: 《ma 一 1)SI 十 (rz 一 1)S; 7 
其 中 ”= 711 十 7 一 2 "95u 一 5 


当 的, 为 真 时 ,由 第 六 章 》 3 定理 四 知 ti 一 上 (mm 十 m 一 2). 与 单个 总 体 的 上 检验 法 

相仿 ,其 拒绝 域 的 形式 为 

二 一 3 一 全 
上 


221 12 


之 A. 


S 世 








》 2 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 。 了 85 ， 


由 
P{ 当 铠 为 真 拒绝 机 )} 一 Po -ae-]| 人 | >4 一 。 
人 
11 7 加 2 
可 得 4 一 zs (mm 十 必 一 2). 于 是 得 拒绝 域 为 
[1 (2. 2) 
1 ] 
Suw /一 十 一 
好 1 122 
关于 均值 差 的 两 个 单 边 检验 问题 的 拒绝 域 在 表 8. 1 中 给 出 . 常用 的 是 3 一 0 


的 情况 . 

当 两 个 正 态 总 体 的 方差 均 为 已 知 (不 一 定 相 等 ) 时 ,我 们 可 用 2Z 检验 法 来 检 
验 两 正 态 总 体 均值 差 的 假设 问题 , 见 表 8. 1. 

例 2 用 两 种 方法 (4 和 ) 测 定 冰 自 一 0.72 尼 转 变 为 0 和 的 水 的 融化 热 
《以 cal/g 计 ). 测 得 以 下 的 数据 : 

方法 4A:， 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 

8s0.04 79.97 80.05 80.03 80.02 80.00 80.02 

方法 已 : 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 78.97 
设 这 两 个 样本 相互 独立 , 且 分 别 来 自 正 态 总 体 NCA , 喧 ) 和 NGC yo ) pa yp ya 
均 未 知 . 试 检 验 假设 ( 取 显 著 性 水 平 <= 王 0.05) 

百 。:ja 一 和 安 0， 五 : :ja 一 A0. 

解 ”分别 画 出 对 应 于 方法 A 和 方法 了 吾 让 十 | 


的 数据 的 箱 线 图 ,如 图 8 一 3. 这 两 种 方法 所 


得 的 结果 是 有 明显 差异 的 ,现在 来 检验 上 壕 
假设 ， 


1 一 13， ZaA 一 80， 02， SA 一 0. 024:? | 1 1 1 | 1 
79.94 79.98 80.02 80.06 


27 一 8，Z5 一 79.98，55 一 0. 033 79.96 80.00 80.04 
2 2 
已 一 攻 区 下- 必 下 一 0 000 717 8&. 8 一 3 
并 4 一 工 B ， 
1 一 一 -一 -一 一 3.33 二 4 ug(13 十 8 一 2) 一 1.729 1 
5 ，wWT715 二 I78 
故 拒绝 五。, 认 为 方法 A 比方 法 中 测 得 的 融化 热 要 大 . L 


《三 ) 基于 成 对 数据 的 检验 (z 检验 ) 


有 时 为 了 比较 两 种 产品 ,两 种 仪器 ,两 种 方法 等 的 差异 ,我 们 常 在 相同 的 条 
件 下 做 对 比试 验 , 得 到 一 批 成 对 的 观察 值 . 然后 分 析 观 察 数 据 作 出 推断 . 这 种 方 
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法 常 称 为 逐 对 比较 法 . 
例 3 有 两 台 光 谱 仪 无, ,用 来 测量 材料 中 某 种 金属 的 含量 ,为 鉴定 它们 
的 测量 结果 有 无 显著 的 差异 ,制备 了 9 件 试 块 (它们 的 成 分 .金属 含量 .均匀 性 等 
均 各 不 相同 ) ,现在 分 别 用 这 两 台 仪器 对 每 一 试 块 测量 一 次 ,得 到 9 对 观察 值 
如 下 . 
Z(0%) 0.20 0.30 0.40 
y(C%%) 0.10 0.21 0.52 
d 一 一 y(%%) 10.10 0.09 一 0. 12 






0. /0 0.80 0.90 1.00 
唱和 9 
1 





0.50 0.60 
0.3< 0.78 
0. 18 一 0. 18 




















问 能 否认 为 这 两 台 仪器 的 测量 结果 有 显著 的 差异 ( 取 c 王 0.01)? 

解 本题 中 的 数据 是 成 对 的 , 即 对 同一 试 块 测 出 一 对 数据 . 我 们 看 到 一 对 与 
另 一 对 之 间 的 差异 是 由 各 种 因素 ,如 材料 成 分 .金属 含量 .均匀 性 等 因素 引起 的 . 
由 于 各 试 块 的 特性 有 广泛 的 差别 ,就 不 能 将 仪器 二 对 9 个 试 块 的 测量 结果 ( 即 
表 中 第 一 行 ) 看 成 是 同 分 布 随 机 变量 的 观察 值 . 因而 表 中 第 一 行 不 能 看 成 是 一 
个 样本 的 样本 值 . 同样 , 表 中 第 二 行 也 不 能 看 成 是 一 个 样本 的 样本 值 . 再 者 ,对 
于 每 一 对 数据 而 言 , 它 们 是 同一 试 块 用 不 同 仪器 天 , 夏 测 得 的 结果 ,因此 ,它们 
不 是 两 个 独立 的 随机 变量 的 观察 值 . 综 上 所 述 ,我们 不 能 用 表 8. 1 中 第 4 栏 的 
检验 法 来 作 检 验 . 而 同一 对 中 两 个 数据 的 差异 则 可 看 成 是 仅 由 这 两 台 仪器 性 能 
的 差异 所 引起 的 ,这 样 , 局 限于 各 对 中 两 个 数据 来 比较 就 能 排除 种 种 其 他 因素 ， 
而 只 考虑 单独 由 仪器 的 性 能 所 产生 的 影响 . 从 而 能 比较 这 两 台 仪 器 的 测量 结果 
是 否 有 显著 的 差异 . 

一 般 , 设 有 交 对 相互 独立 的 观察 结果 :(Xi ,Yi ),(Xs ,Y )，…，(X,,Y,)， 仿 
几 一 及 1 一 阅 用 ;一 入 一 Ye 也 一 和 一 了 ， 则 站) ， 也 ，… 也 ， 相互 独立 * 又 由 
于 Di,D:,…，,D, 是 由 同一 因素 所 引起 的 ,可 认为 它们 服从 同一 分 布 . 今 假 设 
Di 一 NGCpp,ob), 一 1,2, 2. 这 就 是 说 Di ,D: ,…,D, 构成 正 态 总 体 IN CHUmpyapD ) 
的 一 个 样本 ,其 中 jp ,op 未 知 . 我 们 需要 基于 这 一 样本 检验 假设 ， 

(]) 瑟 o:pp 一 0， 万 :pp 天 0; 

(2) 万 ,pps 扫 0， 万 op 二 0) 

(3) 万 。 :wp 人 0， 万 :wp 所 0. 
分 别 记 Di ,D: ,…，,D, 的 样本 均值 和 样本 方差 的 观察 值 为 4d,s, 按 表 8.1 第 2 
栏 中 关于 单个 正 态 总 体 均 值 的 上 检验 . 知 检验 问题 (1),(2),(3) 的 拒绝 域 分 别 
为 (显著 性 水 平 为 a) : 


dz 
li | 一 | -一 | 二 (2 一 1)， 
| /2 天 
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E 之 四 (一 1 
5SD/A /7z 
d 
和 < 妈 一 上 (7 一 1). 
SD/ Na 


现在 回 过 来 讨论 本 例 的 检验 问题 . 先 作 出 同一 试 块 分 别 由 仪器 起 测 得 
的 结果 之 差 , 列 于 上 表 的 第 三 行 . 按 题 意 需 检验 假设 
歼 。 :HLD 一 0， 互 ; :Ap 天 0. 
现在 2 一 9,tiz(8) 一 toos(8) 王 3.355 4 即 知 拒 绝 域 为 


dl 
-|>asss 
SD/ Vm 





0.06 
由 观察 值得 d 王 0. 06 ,so 一 0. 122 7 ,it| 
值 不 落 在 拒绝 域内 , 故 接受 囊 。, 认 为 两 台 仪 器 的 测量 结果 并 无 显著 差异 ._ ” 口 
例 4 做 以 下 的 实验 以 比较 人 对 红 光 或 绿 光 的 反应 时 间 ( 以 s 计 ). 实验 在 
氮 亮 红 光 或 绿 光 的 同时 ,启动 计时 器 ,要 求 受 试 者 见 到 红 光 或 绿 光 点 亮 时 ,就 按 
下 按钮 ,切断 计时 器 ,这 就 能 测 得 反应 时 间 . 测量 的 结果 如 下 表 : 
0.30 0.23 0.41 0.53 0.24 0.36 0.38 0.51 
0.43 0.32 0.58 0.46 0.27 0.41 0.38 0.61 
d 一 z 一 ?| 一 0.13 一 0.09 一 0.17 “0.07 一 0.03 一 0.05 “0.00 一 0.10 


一 1.467 一 3. 3554. 现 |:| 的 








































设 己 一 Xi 一 思 《一 1,2,…，8) 是 来 自 正 态 总 体 NCpp ,o 吃 ) 的 样本 ,wp , 吻 
均 未 知 . 试 检 验 假设 ( 取 显 著 性 水 平 c= 王 0. 05) 
瓦 。 :pp 二 0， 万 :pp 到 0. 
解 ” 现 在 ”一 8,Z 一 一 0.0625,sy 一 0.0765 ,而 





7 太一 一 2 311 一 一 由 us(7) 一 一 1.894 6， 
故 拒绝 五, ,认为 pp 过 0, 即 认为 人 对 红 光 的 反应 时 间 小 于 对 绿 光 的 反应 时 间 ,也 
就 是 人 对 红 光 的 反应 要 比 绿 光 快 . 吕 


3 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 


现在 来 讨论 有 关 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 问题 . 以 下 分 单个 总 体 和 两 个 总 
体 的 情况 来 讨论 . 

《一 ) 单个 总 体 的 情况 

设 总 体 入 一 NGC) 0 均 未 知 ) 及 1 ， 及: 9 从。 是 来 目 入 的 样本 . 要 求 检 
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验 假设 (显著 性 水 平 为 a) 
万 。 :0 一 at 9 妃 : : 玫 天 an 、 


ai 为 已 知 和 常数. 
由 于 S: 是 地 的 无 偏 估 计 , 当 刀 , 为 真 时 ,观察 值 * 与 o 的 比值 到 一 般 来 说 


应 在 1 附近 摆动 ,而 不 应 过 分 大 于 1 或 过 分 小 于 1. 由 第 六 章 》3 定理 二 知 当 瑟 。 
为 真 时 
人 全 一刀 Ca 一 D， 
我 们 取 
国人 
人 


作为 检验 统计 量 , 如 上 所 说 知道 上 述 检验 问题 的 拒绝 域 具有 以 下 的 形式 ， 
全 -< 或， 包 一 > 必 ， 


此 处 所 ,es 的 值 由 下 式 确定 : 
P{ 当 互 。 为 真 拒绝 瑟 。} 


人 (bo]U( 二 人 >)} = 


G0 
为 计算 方便 起 见 , 习 惯 上 取 





,| 一 1)S < 一 2 ,PC 一 1DS > 1 一 < 
PP -< 有 | 一生 P | 汪汪 站 | 一 生 ， 
故 得 下 二 ,2 一 XYo/2 (7 一 1). 于 是 得 拒绝 域 为 
上 二 
-3 和 Xi-wz (2 一 ]) 或 Cn 一 1)9 《3. ]) 
0 0 
下 面 来 求 单 边 检验 问题 (显著 性 水 平 为 a) 


末 :o 委 oo， 五 :co 二 上 〔3.27 
的 拒绝 域 . 因 歼 ,中 的 全 部 呈 都 比 妃 ; 中 的 o 要 小 , 当 万 为 真 时 ,S: 的 观察 
值 往往 偏 大 ,因此 拒绝 域 的 形式 为 
2 
下 面 来 确定 常数 玉 . 
P{ 当 万。 为 真 拒绝 五 。} = P2<2 (1S 这 人 } 
一 下 人 


2 
C0 G0 








《于 一 1)52 
0 


Q 这 里 指 的 是 中 一 一生 妊 -wz(n 一 1 与 :xz 一 1) 的 并 集 . 


$3 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 。 了 89 。 





2 E 
<P{ 于 证 全 > 于 | (因为 “<o)， 
由 
要 控制 已 ( 当 互 。 为 真 拒绝 五 .} 委 cc, 只 需 令 
Pz<d{ 守 -> 人 |=。 (3. 3) 
0 杂 人 0 
二 2 二 
因 记 一 和 一 这 (2 一 D), 由 (3.3) 得 汪 
CO 
一 六 (2 一 1) ( 见 图 8 一 4). 于 是 和 浊 放 
ee Xea(z-1) 
ec 一 
(2 一 1), 得 检验 问题 (3.2) 的 拒绝 域 为 ?三 
2 
后 ES 图 8 一 : 
-六 (2 一 1), 即 国 8 
本 2 
到 一 2 2 全 (3. 4) 
0 
类 似 地 ,可 得 左边 检验 问题 
万 。:o 之 吧 ， 五 :o < 于 
的 拒绝 域 为 
有 2 
和 人 (3. 5) 


In0 
以 上 检验 法 称 为 y 检验 法 . 
表 8 一 1 正 态 总 体 均值 ,方差 的 检验 法 (显著 性 水 平 为 ) 


检验 统计 重 备 择 假设 已 拒绝 域 


| 之 志 


zz 一 2 







| zj 之 zz 


1 之 《7 一 1) 
一 大 《Ht 一 1) 
| 之 大 -2 (2 一 1) 





Ai 一 /三 和 






Z 之 乙 
证 一 凡人 B 病 
3 Z< 姑 一 Z 
Ap 一 pz 一 人 
| =| 之 zol/2 






(cf ,0 已 知 ) 
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续 表 


检验 统计 量 备 择 假 设 刀 拒绝 域 
















Se 
Pa 一 Ap 一 2) 
A 一 pz 二 1 委 一 上 (m 十 mp 一 2) 
aa 一 人 
(ci - 大 和 ) | 导 一 四 一 DSi 十 (一 1)3 辆 本 的 和 人 
II 一 0 一 0 二 2 


访 之 Xe (7 一 1) 
扩 委 邓 -2 一 1) 
和 之 Xaja (72 一 1) 或 
好 委 说 -wz (7 一 1) 






(7 一 1)9? 
0 






1 





FF 之 F (mm 一 1,m2 一 ]1) 
FE FE- (一 ,1 一 ]) 
FE> 玉 (mm 一 1,722 一 1) 或 
下 委 -。2 (ma 一 1 722 一 ]1) 


一) 
三 一 万 (?2 一 ]) 
App 天 0 1: 之 rs (2 一 1) 





(成 对 数据 ) 


例 1 某 厂 生产 的 某 种 型 号 的 电池 ,其 寿命 (以 h 计 ) 长 期 以 来 服从 方差 天 
一 5 000 的 正 态 分 布 , 现 有 一 批 这 种 电池 ,从 它 的 生产 情况 来 看 ,寿命 的 波动 性 
有 所 改变 . 现 随机 取 26 只 电池 , 测 出 其 寿命 的 样本 方差 三 9 200. 问 根据 这 一 
数据 能 否 推断 这 批 电 池 的 寿命 的 波动 性 较 以 往 的 有 显著 的 变化 ( 取 ac 一 0.02)? 

解 本题 要 求 在 水 平 =0. 02 下 检验 假设 

万 :性 一 5 000， 万 : 叶 尖 5 000. 

现在 ?2 一 26, Xez (7 一 1) 一 Xio (25) 一 44. 314, Xi (25) 一 Xis(25) 一 

11.524. ol 一 5 000, 由 (3. 1) 式 拒绝 域 为 


过 于 2 二 2 
11. 524， 
CG5 00 


由 观察 值 部 一 9 200 得 名 一 4 一 46>>44. 314, 所 以 拒绝 可 ,认为 这 批 电池 寿命 


0 


的 波动 性 较 以 往 的 有 显著 的 变化 . 口 


8$3 正 态 总 体 方 差 的 假设 检验 。 了 9T 。 


(二 ) 两 个 尽 体 的 情 部 


设 Xi ，,Xs ,…-，X。 是 来 自 总 体 NA ,ol) 的 样本 ,YY ,…"，Y。 是 来 自 总 体 


Ne ,o) 的 样本 , 且 两 样本 独立 . 其 样本 方差 分 别 为 S! ,S:. 且 设 mma yclyaz 均 
为 未 知 . 现在 需要 检验 假设 (显著 性 水 平 为 a) 

万 :oil 委 o ， 万 :ct 二 史 ， (3. 6) 
当 五 , 为 真 时 ， Ce 吾 ,为 真 时 (S1 ) 一 呈 地 一 下 (S3 )， 


当 万 ,为 真 时 ， 观察 值 己 有 偏 大 的 趋势 故 拒绝 域 具有 形式 


号 
常数 确定 如 下 | 
P{ 当 夸 为 真 拒绝 H) 一 Ps > 


<PJ<4 | 汉 / 汪 > | (因为 ol /co 委 1)， 


要 控制 人 万 。 为 真 拒绝 五 ,和 ac, 只 需 令 








So 
和 一 一 
< 与 公 | 们 。 (3. 7) 
和 四 是 所 
由 第 六 章 、 3 定理 四 知 地 7 ~F(m 一 1,zms 一 1), 由 (3.7) 式 得 有 一下 (mi 一 1，m， 
1 2 
一 1). 即 得 检验 问题 (3. 6) 的 拒绝 域 为 
国 
一 言 之 玉 (ma 二 (3. 8) 
2 


上 述 检验 法 称 为 生 检 验 法 .关于 ci,c: 的 另外 两 个 检验 问题 的 拒绝 域 在 表 
8. 1 中 给 出 . 

例 2 设 》$2 例 2 中 的 两 个 样本 分 别 来 自 总 体 NO 只)，NCxsyo)， 且 两 
样本 独立 . 试 检验 古 。:o 王 中, 五 ; :只 天 o9 ,以 说 明 我 们 假设 只 = 王 咯 是 合理 的 . 
( 取 显 著 性 水 平 ec= 王 0. 01) 

解 ”此 处 嫉 =13,m 王 8,a 一 0.01 ,拒绝 域 为 


2 
准 伺 Fuos(12,7) 一 8.18， 
忆 
或 到 < 0 18 
号 2 
现在 SA 一 (0. 024” 55 一 0. 03? ,5 /5 二 0. 64， 
0. 18 一 0. 64 一 8. 18， 
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故 接 受 百 。, 认 为 两 总 体 方 关 相 等 . 两 总 体 方差 相等 也 称 两 总 体 具 有 方差 齐 性 ， 
这 也 表明 》 2 例 2 中 假设 两 总 体 方差 相等 是 合理 的 . 醒 


3$4 置信 区 间 与 假设 检验 之 间 的 关系 


置信 区 间 与 假设 检验 之 间 有 明显 的 联系 , 先 考察 置信 区 间 与 双边 检验 之 间 
的 对 应 关系 . 设 Xi ，…X, 是 一 个 来 自 总 体 的 样本 ,zk，……'z, 是 相应 的 样本 值 ， 
9 是 参数 9 的 可 能 取 值 范围 . 

设 (6(CX ，…,X,) ,9CX，…，X,)) 是 参数 0 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 “的 置信 区 
间 , 则 对 于 任意 bE @, 有 


Pi{6CXi，…，,X)<b<0(X，…,X,))}1 一 a， (4. 1) 
考虑 显著 性 水 平 为 的 双边 检验 
HH :0 一 % ， 末 :0 和 天 2. (4. 2) 
由 (4. 1) 式 
PP (8X 和 )< 六 <p(X ww X)} 达 1 一 c， 
即 有 


Pu {( 和 00X pyX))U( 0CX ，…X,))) sa. 
按 显 车 性 水 平 为 e 的 假设 检验 的 拒绝 域 的 定义 ,检验 (4. 2) 的 拒绝 域 为 
< 委 b(zz) 或 b 人 br) 
接受 域 为 
bz ez) < 一 b 一 bz，…zo)， 
这 就 是 说 , 当 我 们 要 检验 假设 (4. 2) 时 , 先 求 出 9 的 置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 
区 间 (2,0) ,然后 考察 区 间 (6,0) 是 否 包含 b , 若 bE(b,0) 则 接受 , 若 如 人 (0， 
9), 则 拒绝 互 ,. 
反之 ,对 于 任意 mmEG@, 考 虑 显著 性 水 平 为 we 的 假设 检验 问题 
fo:0 一 b， 万 :0 关 0， 
假设 它 的 接受 域 为 
人 ,< <0Cz 并 )， 
即 有 
Pu (0(CXi ee) ) < 名 一 0(CXi wy X)} 三 1 一 
由 b 的 任意 性 ,由 上 式 知 对 于 任意 bE@, 有 
Pi{bCX XDAOCOX mVX))} 三 1 一 w. 


因此 (6CX ,，…,X,) ,9CX,…，X,)) 是 参数 0 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 
间 . 
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这 就 是 说 ,为 要 求 出 参数 9 的 置信 水 平 为 1 一 ac 的 置信 区 间 ,我们 先 求 出 显 
著 性 水 平 为 w 的 假设 检验 问题 : 瑟 。 :6 一 % , 互 ; :0 天 b 的 接受 域 8(Czi，…z) 一 b 
一 gz zi), 那 么 ,(6CX ，…X,),6CX，…，X,)) 就 是 0 的 置信 水 平 为 1 一 “ 
的 置信 区 间 . 

还 可 验证 ,置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 区 间 ( 一 2 ,0(X，…,X。)) 与 显著 
性 水 平 为 wx 的 左边 检验 问题 瓦 。 :6 三 % , 本 :0 一 % 有 类 似 的 对 应 关系 . 即 若 已 求 
得 单 侧 置信 区 间 ( 一 co ,0(X ,…,X,)), 则 当 bE( 一 co,g(z…yzy)) 时 接受 
再 。, 当 多 多 (一 co,bCzi, zs)) 时 拒绝 囊 o. 反 之 , 若 已 求 得 检验 问题 刀 , :9b， 
HT ;0 一 0 的 接受 域 为 一 co 一 % 秋 gz, yz,), 则 可 得 0 的 一 个 单 侧 置信 区 间 
(一 co,bCX ，…，X，))， 

置信 水 平 为 1 一 c 的 单 侧 置信 区 间 (2(X ,…，,X。),co) 与 显著 性 水 平 为 a 的 
右边 检验 问题 五 :6 委 % ,五 :90>b 也 有 类 似 的 对 应 关系 . 即 若 已 求 得 单 侧 置信 
区 间 (0(X，…,X,)，,co). 则 当 pE(OCz zco) 时 接受 o ,当红 
(9 (zi yz),co) 时 拒绝 再 ,. 反之 , 若 已 求 得 检验 问题 有 :b<b ,本 :9>>b 的 
接受 域 为 CCzi，…z) 委 % 一 co, 则 可 得 9 的 一 个 单 侧 置 信 区 间 (0(CX ，…，X。)， 
co). 

例 1 设 X~NCy,1), 未 知 ,a 一 0.05,z 一 16, 且 由 一 样本 算得 工 = 5. 20 ,于 
是 得 到 参数 w 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 


村 ) 工 十 人 全 烛 < 有 ， 49 人 20 一 0. 49 ) 


一 ~- 一 -一 -- 一 一 


V]16 V16 
5 
现在 考虑 检验 问题 媚 , :w=5.5， 刀 :ww 天 5.5. 由 于 5.5E(4.71,5. 69) , 故 
接受 万 ". 口 


例 2 数据 如 上 例 * 试 求 右边 检验 问题 互 。:ps po , 克 ， :以 一 Ap 的 接受 域 ,并 
求 w 的 单 侧 置信 下 限 (c 一 0. 05)，. 


解 ”检验 问题 的 拒绝 域 为 > 一 工 - >=。 ,或 即 内 扫 4. 79. 于 是 检验 问题 


xy 
的 接受 域 为 pe 二 4. 79. 这 样 就 得 到 wx 的 单 侧 置信 区 间 (4. 79,co) , 单 侧 置信 下 限 
A 一 4 79. 癌 ] 


SS 样本 容量 的 选取 


以 上 我 们 在 进行 假设 检验 时 ,总 是 根据 问题 的 要 求 , 预先 给 出 显著 性 水 平 以 
控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,而 犯 第 开 类 错误 的 概率 则 依赖 于 样本 容量 的 选择 . 在 
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rr 


一 些 实际 问题 中 ,我们 除了 和 希望 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 外 ,往往 还 希望 控制 犯 
第 下 类 错误 的 概率 . 在 这 一 节 , 我 们 将 盖 明 如 何 选取 样本 的 容量 使 得 犯 第 开 类 错 
误 的 概率 控制 在 预先 给 定 的 限度 之 内 . 为 此 ,我 们 引入 施行 特征 函数 . 

定义 若 C 是 参数 0 的 某 检验 问题 的 一 个 检验 法 ， 

8(9) 一 忆 (接受 瑟 ,) (5. 1) 
称 为 检验 法 C 的 施行 特征 范 数 或 OC 函数 ,其 图 形 称 为 OC 曲线 . 

由 定义 知 , 藻 此 检验 法 的 显著 性 水 平 为 ,那么 当真 值 6E 互 。 时 ,8(0) 就 是 
作出 正确 判断 ( 即 五 。 为 真 时 接受 豆 , ) 的 概率 ,故此 时 8(0) 三 1 一 ;而 当 0O6 万 ， 
时 , 则 82) 就 是 犯 第 下 类 错误 的 概率 ,而 1 一 8(0) 是 作出 正确 判断 ( 即 五 。 为 不 真 
时 拒绝 古 。) 的 概率 . 函数 1 一 8(0) 称 为 检验 法 C 的 功效 函数 . 当 0 6E 万 时 , 值 
1 一 5” ) 称 为 检验 法 C 在 点 0 ”的 功效 . 它 表 示 当 参数 9 的 真 值 为 6* 时 ,检验 法 
C 作出 正确 判断 的 概率 . 

本 书 只 介绍 正 态 总 体 均 值 的 检验 法 的 OC 函数 及 其 图 形 . 

1. 和 检验 法 的 OC 基 数 

右边 检验 问题 . 互 , :px 和 pi， 互 ; :wm 的 OC 郴 数 是 


BC 一 忆 (接受 吕 ,) 王 P 人 < | 
X 一 zw。 必 二 
| 人 会 | = 一 (z 一 人 )， (5. 2) 
其 中 = 人 笃 -名 . 其 图 形 如 图 8 一 5 所 示 . 此 po 
a/Vm af 


OC 函数 8( 有 如 下 性 质 ; 


(1) 它 是 = 人 双 - 名 的 单调 递减 连续 函 4 
IO/V7 


数 ; 人 Lo 玫 
(2) lim 8 一 1 一 a， lim8() 一 0. 
4 记 


由 8Czz) 的 连续 性 可 知 , 当 参数 的 真 值 


Ap>Apm) 在 pe 附近 时 ,检验 法 的 功效 很 低 , 即 8(p) 的 值 很 大 , 亦 即 犯 第 I 类 错 
误 的 概率 很 大 . 因为 c 通常 取得 比较 小 ,而 不 管 ec 多 么 小 ,” 多么 大 ,只 要 ?给 定 ， 
总 和 存在 wm 附近 的 点 wm) 使 BF) 几乎 等 于 1 一 a. 

这 表明 ,无 论 样 本 容量 ”多 人 么 大 ,要 想 对 所 有 wE 互 , , 即 真 值 为 妃 , 所 规定 
的 任 一 点 时 ,控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 都 很 小 是 不 可 能 的 . 但 是 我 们 可 以 使 用 
OC 阴 数 8(x) 以 确定 样本 容量 ”使 当真 值 w 这 ij 十 8 〈5>0 为 取 定 的 值 ) 时 , 犯 
第 IJ 类 错误 的 概率 不 超过 给 定 的 这 是 由 于 po) 是 wx 的 递减 函数 , 故 当 pm 十 8 
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时 有 
BGpuo 十 0 之 BGA)， 

于 是 只 要 8( 十 9) 王 G(z 一 Vz6/o) 委 8, 亦 即 只 要 ) 满足 
zx 一 VC/o< 一 zz 

即 可 . 这 就 是 说 ,只 要 


> 到 下， (5. 3) 
就 能 使 当 wE 克 , 且 wm 十 8 时 ( 即 真 值 wx 三 me 十 8 时 ) 犯 第 I 类 错误 的 概率 不 
超过 有 
类 似 地 ,可 得 左边 检验 问题 互 。 :A 之 Ho , 五 ， :内 SAo 的 OC 果 数 为 
(ij 一 G(z. 十 1) ， 1 一 全- 各. (5.4) 
0/Vm 


当真 值 kw 人 pm 时 BC) 为 作出 正确 判断 的 概率 ;当真 值 wk<w 时 ,8(x) 给 出 犯 第 I 
类 错误 的 概率 . 只 要 样本 容量 满 足 
VT> 王 0， (5. 5) 


就 能 使 当 we 万; 且 wp 入 mm 一 (6>0, 为 取 定 的 值 ) 时 , 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 超 
过 给 定 的 值 8 
双边 检验 问题 互 。 :内 一 凡 o， 刀 ， :A 天 po 的 OC 晒 数 是 


4 
PCU) 一 己 . (接受 瓦 )= 忆 ， (天 <nn | 
O/V7 


和 > 
一 已 1 一 一 zz 怀 二 由 < 一 十 zj 一 各 (zz 一 人 一 更 (一 zs 一) 
/Nm 


一 G(zp 一 人) 十 G(zs 十 人) 一 1 一 人 各. (5. 6) 
a/V7 


OC 曲线 如 图 8 一 6 所 示 . 注意 8(x) 是 |A| 的 6 
严格 单调 下 降 函 数 . 了 
在 双边 检验 问题 中 , 若 要 求 对 ; 中 满 
足 |#w 一 po|>6>>0 的 处 的 郴 数值 BC(ps8， 6 

则 需 解 超越 方程 
pB=G(zuws 一 Vn8/c) 十 O 
征 (zu 十 Vz6/o) 一 1 
才能 确定 ". 通常 因 盖 较 大 , 故 总 可 以 认为 
xujz 十 Vnz6/o>4, 于 是 @(zuz 十 Vs/o)s1, 故 近似 地 有 
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pzG(zus 一 rz6/c)， 
由 此 知 只 要 样本 容量 对 满 足 
之 o/2 一 VnS/o 委 一 之 8? 


即 只 要 2” 满足 

Vm>(zoz 十 jg) 仿 ， (5.7) 
就 能 使 当 wE 万 |; 上 且 1w 一 pe 全 8 (6>>0, 为 取 定 的 值 ) 时 , 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 
超过 给 定 的 值 8. 


例 1( 工 业 产品 质量 抽验 方案 ) 设 有 一 大 批 产品 ,产品 质量 指标 X 一 N(CHp， 
o). 以 2 小 者 为 佳 , 厂 方 要 求 所 确定 的 验收 方案 对 高 质量 的 产品 (wpw 委 po ) 能 以 高 
概率 1 一 a 为 买方 所 接受 .买方 则 要 求 低 质 产品 (px 亿 mm 十 9,6>0) 能 以 高 概率 1 一 B 
被 拒绝 .a,8 由 厂 方 与 买方 协商 给 出 . 并 采取 一 次 抽样 以 确定 该 批 产品 是 否 为 买 
方 所 接受 . 问 应 怎样 安排 抽样 方案 .已 知 m 王 120,6 王 20, 且 由 工厂 长 期 经 验 知 

一 900. 又 经 商定 ,8 均 取 为 0. 05. 
解 ” 检验 问题 可 表达 为 
厅 。 :ASAo， 五 ; : :有 全 HAo， 《5。 8 ) 
且 要 求 当 w 之 悟 十 8 时 能 以 1 一 85=0. 95 的 概率 拒绝 互 ,. 由 Z。 检 验 ,拒绝 域 为 
Z 一 和 > 
G/V7 
故 OC 函数 为 加 
人 和 一 A -一 和 二 4 一 z 一 世 一 名 
p0O 忆 [ 太 < 已 人 << 和 和 
一 世 | z 一 人 一 名 
= 人 亿 企 ) (5. 9) 
现 要 求 当 pr>pw 十 8 时 8(oOs8 因 8 是 ww 的 递减 画 数 , 故 只 需 8( 十 9) 三 8 即 
可 . 此 时 ,由 (5. 9) 式 可 得 
ER 
YE 
按 给 定 的 数据 算得 wx24. 35, 故 取 一 25. 且 当 元 满足 二 7 候 之 和 一 ao 一 1.645 
GT/AW 天 


时 , 即 当 z 人 129. 87 时 ,买方 就 拒绝 这 批 产 品 ,而 当 z 上 <129. 87 时 ,买方 接受 这 批 
产品 . 口 
2. 上 检验 法 的 OC 函数 
右边 检验 问题 鼠 , :ps 委 po , 互 ; :Ap 全 Am 的 1 检验 法 的 OC 函数 是 


(1 一己 (接受 盏 ,) 一 P X 一 和 < on1D) 1， 
BAp 上 接受 万 。) SS 万 7 (5. 10) 
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其 中 变量 
全 0 本 十 本 
(2 A) /人 (> )， ) 全 全 ES 
我 们 称 变量 忆 二 您 服从 非 中 心 参数 为 》、 由 度 为 x 一 1 的 非 中 心 分布 .在 1 一 0 


时 , 它 是 通常 的 :xn 一 1) 变 量 . 
藻 给 定 ,8 以 及 >0, 则 可 从 书 末 附 表 7 查 得 所 需 容 量 ,使 得 当 AmE 瓦 , 且 


(一 伴 >5 时 犯 第 下 类 错误 的 概率 不 超过 有 
知 给 定 ws;8 以 及 8 二 0, 对 于 左边 检验 问题 万 , :1 全 j， 瑟 :一 po 的 上 检验 
法 ,也 可 从 附 表 7 查 得 所 需 容量 ,使 得 当 wE 媚 且 熏 名 入 一 ? 时 犯 第 类 错 


误 的 概率 不 超过 R 对 于 双边 检验 问题 再 :z 一 和 ,Fi :z 尖 Au 的 上 检验 法 也 可 从 
附 表 7 查 得 所 需 容量 ,使 得 当 pE 用 , 且 必 一 4@[ >》 时 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 
超过 及 

例 2 考虑 在 显著 性 水 平 < 一 0. 05 下 进行 上 检验 

了 :KK<68， 五 ， :/ 一 68. 

(1) 要 求 在 媚 , 中 yp 会 由 =68 十 c 时 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 超过 8 一 0. 05. 求 
所 需 的 样本 容量 . 

(2) 若 样本 容量 为 = 30, 问 在 厅 中 Ap 一 生 一 68 十 0. 75c 时 犯 第 耻 类 错误 
的 概率 是 多 少 ? 


解 (1) 此 处 "=p=0.05,mm 一 68,8= 公 一 名所 一 2 一 下 一 1, 查 附 表 7 
得 2 一 13. 

(2) 现在 ae 一 0.05,n 一 3018= 包 一 生 = 568 十 0.75o) 一 68 一 0.75, 查 附 表 7， 
得 8 一 0. 01. 口 


例 3 考虑 在 显著 性 水 平 w=0.05 下 进行 上 检验 
五， :1 一 14， 五 | :4 科 14. 


要 求 在 末 中 一 >>0.4 时 犯 第 下 类 错误 的 概率 不 超过 p=- 0. 1 , 求 所 需 样 本 
容量 . 
解 ”此 处 =0.05,8=0.1,6=0.4, 查 附 表 7 得 x 一 68. 口 


在 实际 问题 中 ,有 时 只 给 出 ,8 及 | 站 一 上 1 的 值 , 而 需要 确定 所 需 的 样本 容 
量 ". 这 时 由 于 c 未 知 ,不 能 确定 8= 王 | 同一 ye 的 值 , 因 而 不 能 直接 查 表 以 确定 
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样本 容量 . 此 时 可 采用 下 述 近似 方法 . 先 适 当 取 一 值 岂 ,抽取 容量 为 半 的 样本 ， 
根据 这 一 样本 计算 亲 的 值 ,以 ? 作为 于 的 估计 ,算出 8 的 近似 值 .由 w,8,5 的 值 
查 附 表 7 定 出 样本 的 容量 , 记 为 关 . 香 辣 , 则 取 阅 作为 所 求 的 容量 , 即 取 
2 一 7 . 否则 ,再 抽 守 一 u 个 独立 观察 值 与 原来 抽 得 的 观察 值 合并 ,重新 计算 9 
的 近似 值 .然后 用 $ 的 新 近似 值 和 ca,8 查 附 表 7, 再 次 定 出 样本 容量 . 记 为 mm. 若 
712 之 ?3 , 则 取 2 一 7 ,否则 再 按 上 法 重复 进行 .一 般 , 只 需 试 少数 几 次 就 可 得 到 所 
求 的 样本 容量 m 

下 面 考虑 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 上 检验 . 

若 两 个 正 态 总 体 NG , 只 ) ,No ,地 ) 中 国 一 四 一 吧 而 至 未知. 在 均值 差 

人 的 检验 问题 克 。 ; AI 一 6pz 一 0 也， 4 一 pz 天 0 (或 万 。 : MI 一 pp 委 0， 末 ， :AI 

Mpaz 盖 0 或 玖 ,由 一 6 三 0, :和 一 近 0) 的 上 检验 法 中 , 当 分 别 自 两 个 总 体 取得 
的 相互 独立 的 样本 其 容量 壮 三 好 二 寻 时 ,给 定 ay8 以 及 二 ma ee | /ec 的 值 后 可 
以 查 附 表 8 得 到 所 需 样本 容量 ,使 当 |m 一 pe |/c>8 时 犯 第 开 类 错误 的 概率 小 于 
或 等 于 有 当 仅 给 出 c,8 以 及 | 入 一 pe | 的 值 时 ,可 按 类 似 于 上 面 所 说 的 方法 处 理 . 

例 4 需要 比较 两 种 汽车 用 的 燃料 的 辛 烷 值 ,得 数据 : 

燃料 A 81 84 79 7 82 83 84 80 79 82 8l1 79 


燃料 吾 76 (4 78 79 8 79 82 76 81 79 82 78 


燃料 的 学 烷 值 越 高 ,燃料 质量 越 好 . 因 燃 料 妃 较 燃料 4 价格 便宜 ,因此 , 若 两 者 
六 烷 值 相同 时 , 则 使 用 燃料 B; 但 若 含量 的 均值 差 ws 一 ps 三 5, 则 使 用 燃料 A. 设 
两 总 体 的 分 布 均 可 认为 是 正 态 的 ,而 两 个 样本 相互 独立 . 问 应 采用 哪 种 燃料 ( 取 
a 一 0. 01,8 一 0.01)? 

解 ” 按 题 意 需要 在 显著 性 水 平 c=0.01 下 检验 假设 

万 :AAA 一 ps 委 0， 末 : :AAA 一 pp 一 0， 

并 要 求 在 pa 一 ps 全 5 时 , 犯 第 和 类 错误 的 概率 不 超过 8 一 0. 01. 

所 取 的 样本 容量 为 一 ms 王 12, 且 有 Z 一 80. 83,Z 一 78. 67,52 一 5. 61 5 
一 6.06. 经 显著 性 水 平 为 0. 1 的 五 检验 知 , 可 认为 两 总 体 的 方差 相等 , 即 有 只 一 
吗 , 记 为 到 . 因 六 一 性 , 取 宪 二 (号 十 品 ) 人 2 一 5. 835 作为 o 的 点 估计 , 取 2 一 V3， 
于 是 $= 王 5/o 王 2.07 , 查 表 , 当 u=0.01,8=0. 01,6 一 2.07 时 "二 8. 现 2 一 12, 故 已 
近似 地 满足 要 求 . 而 右边 检验 的 拒绝 域 为 











大 二 < 全 


一 
/ 一 让 计 二 三 如 oa 十 7 一 2) 一 2.508 3. 
由 样本 观察 值 筑 得 一 2. 19 一 2. 5083 , 故 接受 瑟 ,, 即 采用 燃料 也 口 
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上 面 介绍 的 各 种 检验 法 都 是 在 总 体 分 布 形式 为 已 知 的 前 提 下 进行 讨论 的 . 
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但 在 实际 问题 中 ,有 时 不 能 知道 总 体 服从 什么 类 型 的 分 布 , 这 时 就 需要 根据 样本 
来 检验 关于 分 布 的 假设 .本 节 介 绍 太 拟 合 检验 法 . 它 可 以 用 来 检验 总 体 是 否 具 
有 某 一 个 指定 的 分 布 或 属于 某 一 个 分 布 族 , 还 介绍 专用 于 检验 分 布 是 否 为 正 态 
的 “ 偏 度 . 峰 度 检验 法 ” 


《一 ) 早 个 分 布 的 X 拟 合 检验 法 


设 总 体 入 的 分 布 未 知 ,zi 9 并 9 ”” ”9 交州 是 来 目 从 的 样本 值 . 我 们 来 检验 假设 
五 , :总 体 X 的 分 布 函数 为 下 (z)， (6. 1) 
五 ; :总 体 X 的 分 布 困 数 不 是 下 (z) 山 
其 中 设 F(z) 不 含 未 知 参 数 . (也 常 以 分 布 律 或 概率 密度 代替 FF(Cz))， 
下 面 来 定义 检验 统计 量 . 将 在 五 , 下 X 可 能 取 值 的 全 体 Q 分 成 互 不 相交 的 
子 集 A, ,4A,，……,Ak ,以 访 (一 1,2,…,) 记 样本 观察 值 人 9 之 2 9 ”9 中 落 在 A， 
的 个 数 , 这 表示 事件 4;,={X 的 值 落 在 子 集 A, 内 } 在 次 独立 试验 中 发 生 
次 ,于 是 在 这 ) 次 试验 中 事件 4,; 发 生 的 频率 为 户 /a. 另 一 方面 , 当 五 ,为 真 时 ， 
我 们 可 以 根据 五 中 所 假设 的 X 的 分 布 函数 来 计算 事件 A, 的 概率 ,得 到 = 
P(A) 一 1,2,…, 帮 .频率 广 /m 与 概率 户 会 有 差异 ,但 一 般 来 说 , 当 互 。 为 真 ， 
且 试 验 的 次 数 又 甚 多 时 ,这 种 差异 不 应 太 大 ,因此 { 友 一 六) 不 应 太 大 . 我 们 采 
用 形 如 
rc (类 ) (6. 2) 
的 统计 量 来 度量 样本 与 互 。 中 所 假设 的 分 布 的 吻合 程度 ,其 中 C， (一 1,2,…， 
4) 包 为 给 定 的 常数 . 皮尔 逊 证 明 ,如 果 选 取 Ci=xy 思 (ii 一 1,2,…, 上 ), 则 由 (6. 2) 
定义 的 统计 量具 有 下 述 定理 中 所 述 的 简单 性 质 . 于 是 我 们 就 采用 
2 7 1 1 
X = 之 三 ( 一 各) = 冯 一， 《6. 3) 
作为 检验 统计 量 . 
定理 奋 寻 充分 大 (过 50), 则 当 互 。 为 真 时 统计 量 (6. 3) 近 似 服从 Xe (CR 一 
1) 分 布 .( 证 略 ) 
据 以 上 的 讨论 , 当 瓦 , 为 真 时 ,(6. 3) 式 中 的 衫 不 应 太 大 ,如 记 过 分 大 就 拒 
绝 万 。 ,拒绝 域 的 形式 为 
和 2 全 G 〈G 为 正常 数 ). 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,确定 G 使 


中 在 这 里 备 择 假设 吾 , 可 以 不 必 写 出 , 
外 ”在 每 一 项 前 乘 以 Ci ,是 为 了 能 够 适当 选择 Ci ,使 得 统计 量 (6. 2) 有 一 个 理想 的 极限 分 布 . 
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忆 { 当 万。 为 真 时 拒绝 二 {(X 全 CH 一 a. 
由 上 述 定 理 得 G= 凡 (一 1). 即 当 样 本 观察 值 使 (6.3) 式 中 的 X 的 值 有 
入 之 科 (R 一 1])， 

则 在 显著 性 水 平 c 下 拒绝 丽 ;否则 就 接受 有 了 . 这 就 是 单个 分 布 的 二 拟 合 检验 法 . 

X 拟 合 检验 法 是 基于 上 述 定理 得 到 的 ,所 以 使 用 时 必须 注意 半 不 能 小 于 50. 另 
外 zz 不 能 太 小 ,应 有 x 户 人 5, 否则 应 适当 合并 4, ,以 满足 这 个 要 求 ( 见 下 例 ). 

例 1 下 表 列 出 了 某 一 地 区 在 夏季 的 一 个 月 中 由 100 个 气象 站 报告 的 雷暴 
十 的 次 数 . 


O ] 2 引 叶 9 全 6 


矿 |23 37 2 13 6 2 0 
夺 
其 中 广 是 报告 雷暴 十 次 数 为 ; 的 气象 站 数 . 试用 太 拟 合 检验 法 检验 雷暴 十 的 
次 数 X 是 否 服从 均值 三 1 的 泊 松 分 布 ( 取 显 著 性 水 平 < 一 0. 05). 
解 ” 按 题 意 需 检 验 假设 


万 ，; 叫 { 太 让 王 7 一 z2 一 0 人 ,1 


在 五 下 X 所 有 可 能 取 的 值 为 2 一 1{0,1,2,…)}, 将 2 分 成 如 表 所 示 的 两 两 不 相 
交 的 子 集 4。 ,人 4 , 则 有 忆 { 和 一 引 为 


一 角 
疡 二 天 其 王 秆 三 风 二 的 55 





例如 加 一 PPIX 一 0} 一 e 一 0.367 88， 
1 


加 一 P{X 一 3} 一 与 [一 0. 061 31]， 


5 


s 一 P{X 过 6} 一 1 一 >) 力 一 0.059. 


1 一 站 








7 一 100. 
表 8 一 2 例 工 的 ; 拟 合 检验 计算 表 
4， | 7 

A。 :{ 太 一 0) | 22 展 13. 16 
Ai :{X 一 1) 37 er-! 37. 21 
A， :{X 一 2)} 20 e-172 21.75 
A:, :{X 一 3} 13 e /6 
A;,:{X 一 4} 6 e /24 
Ai :{X 一 5) 2 e /120 54 92 
Ai;:{X 过 6) 0 一 Sa 





> 一 127. 04 
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计算 结果 如 表 8 一 2 所 示 , 其 中 有 些 zz 加 一 5 的 组 予以 适当 合并 ,使 得 每 组 均 
有 xz; 过 5, 如 表 中 第 4 列 花 括号 所 示 . 并 组 后 &=4,X 的 自由 度 为 & 一 1 一 4 一 1] 
一 3. 好 (一 1) 一 X (3) 一 7.815. 现在 一 127. 04 一 100 一 27. 04>7. 815 , 故 
在 显著 性 水 平 0.05 下 拒绝 妃 。, 认 为 样本 不 是 来 自 均 值 人 三 1 的 泊 松 分 布 . ” 口 

例 2 在 研究 牛 的 毛色 与 牛角 的 有 无 ,这 样 两 对 性 状 分 离 现 象 时 ,用 黑色 无 
角 牛 与 红色 有 角 牛 杂交 , 子 二 代 出 现 黑色 无 角 牛 192 头 , 黑 色 有 角 牛 78 头 , 红 色 
无 角 牛 72 头 , 红 色 有 角 牛 18 头 , 共 360 头 , 问 这 两 对 性 状 是 否 符 合 备 德尔 遗传 
规律 中 9:3:3:1 的 遗传 比例 ? 

解 ” 现 将 题 中 的 数据 列表 如 下 


序号 1 2 3 4 
种 类 黑色 无 角 黑色 有 角 红色 无 角 红色 有 角 
数量 192 78 72 18 
A， 4 A4: 4 4: 


以 X 记 各 种 牛 的 序号 , 按 题 意 需 检 验 各 类 牛 的 头 数 符 合 比例 9:3:3:1, 即 
(9/16):(3716):(3/16):(1/16). 需 检 验 假 设 : 互 ,;X 的 分 布 律 为 

蒜 ] 2 3 4 

访 97/16 3/16 3/16 17/16 


取 显 著 性 水 平 为 0. 1. 所 需 计 算 列 在 表 8 一 3 中 (zz 一 360). 
表 8 一 3 例 2 的 六 检验 计算 表 






三 ?7 (Ca 轧 ) 
192: /202.5 王 182.04 
78" /67.5 一 90. 13 

722/67.5 王 76. 8 
18 /22.5 一 14.4 










360X9/716 一 202. 5 
360 关 3/16 一 67.5 
360X3/16 一 67. 5 
360X1/716 一 22. 5 







之 一 363. 37 
现在 太 三 363.37 一 360=3. 37, 上 一 4,X41 (4 一 1) 一 6. 251>3. 37, 故 接受 
克 ,认为 两 性 状 符合 更 德尔 遗传 规律 中 9:3:3:1 的 遗传 比例 . 口 


《一 ) 分 布 族 的 X 拟 合 检 绚 


在 (一 ) 中 要 检验 的 原 假 设 是 瓦 , :总 体 X 的 分 布 范 数 是 F(z), 其 中 下 (z) 是 

已 知 的 ,这 种 情况 是 不 多 的 .我们 经 常 遇 到 的 所 需 检 验 的 原 假 设 是 
瑟 , :总 体 X 的 分 布 函数 是 下 (zi0 ，…,0.)， 《6. 4) 
其 中 下 的 形式 已 知 , 而 0= (由 ,2,…, 0) 是 未 知 参 数 , 它 们 在 某 一 个 范围 取 值 . 
在 FCzib ,9 0) 中 当 参 数 9. ,29 ,，…,0. 取 不 同 的 值 时 ,就 得 到 不 同 的 分 布 ， 
因而 FCzjb ,2 ,…，,0) 代 表 一 族 分 布 . (6.4) 中 的 互 , 表示 总 体 X 的 分 布 属于 分 
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布 族 FF(Czib ,0 ,…,0.). 采用 类 似 ( 一 ) 中 的 方法 来 定义 检验 统计 量 ,将 在 再, 下 
X 可 能 取 值 的 全 体 2 分 成 &_ (&R>r 十 1) 个 互 不 相交 的 子 集 Al ,A: ,，…，,Ax ,以 
广 〈i 一 1,2,…,) 记 样本 观察 值 zl ,zz,，…，z, 落 在 4, 的 个 数 , 则 事件 A,={xX 
的 值 落 在 4A, 内 } 的 频率 为 请 /ma. 另 一 方面 , 当 玖 ,为 真 时 ,由 互 。 所 假设 的 分 布 
函数 来 计算 P(A,) ,得 到 P(A;)= 思 (0 ,0 0) 一 轧 (9) 一 力 . 此 时 , 需 先 利用 
样本 求 出 未 知 参 数 的 最 大 似 然 估 计 ( 在 互 。 下 ), 以 估计 值 作为 参数 值 , 求 出 户 


的 估计 值 广 ,=P(CA,) ,在 (6.3) 式 中 以 轧 代 替 轧 , 取 


褒 一 之 ， 公 一 2 (6. 5) 
作为 检验 假设 瓦 , 的 统计 量 . 可 以 证 明 ,在 某 些 条 件 下 ,在 瑟 , 为 真 时 近似 地 有 


X2 一 闷 大 一 一 一 一 
与 在 (一 ) 中 一 样 可 得 假设 检验 问题 (6.4) 的 拒绝 域 为 
籽 之 Xa (一 7 一 1)， (6. 6) 
ax 为 显著 性 水 平 . 以 上 就 是 用 来 检验 分 布 族 的 y 拟 合 检 验 法 . 
例 3 在 一 实验 中 ,每 隔 一 定时 间 观 察 一 次 由 某 种 铀 所 放射 的 到 达 计 数 器 
上 的 au 粒子 数 X , 共 观 察 了 100 次 ,得 结果 如 下 表 
表 8 一 4 铀 放射 的 到 达 计 数 器 上 的 x 粒子 数 的 实验 记录 
1 人 ] 2 了 3 4 5 人 了 8 9 10 ]1 | 全 
万 1 5 16 17 26 1 1 9 9 2 ] 2 ] 0 
二 | 高 
其 中 广 是 观察 到 有 i 个 a 粒子 的 次 数 . 从 理论 上 考虑 知 X 应 服从 泊 松 分 布 
已 {X 一 7 } 四 5 -， 
问 (6. 7) 式 是 否 符 合 实际 ( 取 c=0.05)? 即 在 显著 性 水 平 0. 05 下 检验 假设 
厂 , :总 体 X 服从 泊 松 分 布 


e 
P{(X 一 让 一 和 1 一 0,1,2,…， 





1 (6.7) 


解 ” 因 在 , 中 参数 未 具体 给 出 ,所 以 先 估计 ). 由 最 大 似 然 估计 法 得 ) 一 
Z 一 4.2. 在 万 假设 下 , 即 在 X 服从 油 松 分 布 的 假设 下 ,X 所 有 可 能 取 的 值 为 
一 {0,1,2,…}) ,将 口 分 成 如 表 8 一 4 所 示 的 两 两 不 相交 的 子 集 4 ,Ai 和 …,Aa. 则 
P{ 和 一半 有 估计 


4.2 
7 二 站 = 人 2 ， ii 一 0,1，…. 





例如 思 一 P{X 一 0) 一 et: 一 0.015， 
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2 
31! 





力 ,一 P{X 一 3} 一 一 0. 185， 


11 


六 一 P{X 三 12) 一 1 一 >， 方 一 0.002. 


0 


表 8 一 5 例 3 的 妨 拟 合 检验 计算 表 





人 矿 三 ? /me 力 ， 
An ] 人. , 习 
6 | 7.8 4. 615 
人 | 5 0. < 汪 
A， 16 0. 直 - 19. 394 
A: 17 0. 最 15. 622 
AAA; 26 0 9. 4 34. 845 
Ai; 11 0， 汪 7. 423 
Ai 9 0. .4 7. 105 
人 A; 9 0. 9 11.739 
Asx 2 本 
A，。 ] 7 
Aio 2>6 7 92. 538 
Ai ] 本 
Ai 0 三 
乙 一 106. 281 


计算 结果 如 表 8 一 5 所 示 , 其 中 有 些 zz 加 ,一 5 的 组 予以 适当 合并 ,使 得 每 组 均 有 
7 力 ; 达 5, 如 表 中 第 四 列 花 括号 所 示 . 此 处 ,并 组 后 上 一 8, 但 因 在 计算 概率 时 ,估计 了 
一 个 参数 1, 故 > 一 1, 太 的 自由 度 为 8 一 1 一 1 一 6. 信 s (CR 一 r 一 1) 一 阅 w(6) 一 
12. 592 ,现在 龙 三 106.281 一 100 王 6. 281 一 12. 592, 故 在 显著 性 水 平 0.05 下 接受 
妃 o. 即 认 为 样本 来 自 泊 松 分 布 总 体 . 也 就 是 说 认为 理论 上 的 结论 是 符合 实际 的 . 口 

注意 ”本 题 答 案 是 “接受 五 , ,认为 总 体 X 的 分 布 属于 泊 松 分 布 族 , 即 认为 
X 一 (OA)”, 亦 即 " 认 为 上 必 有 革 一 个 参数 1o,X 一 (Co )”, 而 不 能 将 答案 误 写 成 “X 
服从 以 人 三 4. 2 为 参数 的 泊 松 分 布 ”. 

例 4 上 自 1965 年 1 月 1 日 至 1971 年 2 月 9 日 共 2231 天 中 ,全 世界 记录 到 
里 氏 震 级 4 级 和 4 级 以 上 地 震 计 162 次 ,统计 如 下 : 


相继 两 次 地 震 | 

10 一 4 5~9 10 一 14 15 一 19 20 一 24 25 一 29 30 一 34 35 一 39 之 40 
间隔 天 数 s 
出 现 的 频数 | 50 31 26 1 了 10 8 6 6 8 


@ 这 里 8 个 数值 是 40,43 ,44,49,58,60,81,109. 
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试 检 验 相 继 两 次 地 震 间 隔 的 天 数 X 服从 指数 分 布 (二 0. 05)， 
解 ” 按 题 意 需 检验 假设 
8 :X 的 概率 密度 为 


上 
1 本 人 0， 

re-| 0 人 (6. 8) 
全 沁 Z< 妇 0. 


在 这 里 , 忆 。 中 的 参数 9 未 给 出 , 先 由 最 大 似 然 估计 法 求 得 9 的 估计 为 6 一 


人 元 一 13.77. 在 Ho 下 ,X 可 能 取 值 的 全 体 0 为 区 间 [0,co). 将 区 间 [0,co) 


分 为 & 一 9 个 互 不 重 亚 的 小 区 间 :A,=[0,4.5],A:, 王 (4. 5,9. 5],，……，A, 一 
(39. 5,co) ,如 表 8 一 6 第 二 列 所 示 . 若 囊 , 为 真 'X 的 分 布 函 数 的 估计 为 
0 

5 < 0. 

由 上 式 可 得 概率 广 王 P(A,) 的 估计 : 


六 一 P(A)=Pfaw<X 和 ci )} 王 Fa 人 


F(z) 一 


例如 
思 一 P(A,) 一 P{4.5<<X<9.5)} 王 F(9.5) 一 F(4.5) 一 0.219 6， 

而 p = P(A,) = 1 一 > Fan =- 0. 056 8. 

将 计算 结果 列表 如 下 . 可 


表 8 一 6 例 4 的 炉 检验 计算 表 





4 :0 委 z 委 4.5 0. 559. 391 9 
4: :4.5 一 zs 和 9.5 0. 27.013 2 
4: :9. 5 一 xz 委 14.5 0. 27. 327 0 
A, :14.5 一 xz 和 19.5 0. 16. 798 0 
Ai :19.5<<zx 委 24.5 0. 8. 353 0 
Ai :24.5 一 z 委 29.5 0. 7.686 0 
Ai :29. 5 一 zs 和 34.5 0. 6. 207 3 
As :34. 5 一 zx 委 39.5 0. 

14. 826 9 
4 :39. 5 一 Z 一 co 0. 





忆 一 163.563 3 
现在 籽 一 163. 563 3 一 项 2 三 1]956353 ,因为 Xi (一 > 一 1) 一 Xio(8 一 1 一 1) 
一 Xoos(6) 一 12.592 盖 1. 563 3, 故 在 显著 性 水 平 0. 05 下 接受 瓦 。, 认 为 X 服从 指 
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数 分 布 ， [ 
例 5 对 于 第 六 章 》2 例 1 中 的 数据 , 试 检验 它们 是 否 来 自 正 态 总 体 X( 取 


显著 性 水 平 <= 王 0. 1). 





解 ” 需 检验 假设 
Fr(z) 一 ER 
Za 


因 在 互 。 中 未 给 出 we 的 数值 . 需 先 估计 wo. 由 最 大 似 然 估计 法 得 Ac 的 估 


计 值 为 &=143. 8, 好 一 (6. 0)2. 我们 将 在 Ho 下 X 可 能 取 值 的 区 间 ( 一 co ,co) 分 
为 7 个 小 区 间 ,并 取 事 件 A, 如 表 8 一 7 中 第 一 列 所 示 . 若 瓦 , 为 真 X 的 概率 密度 
的 估计 为 


_Cz-143 8)2 
2Xxb2 一 co 二 工 < co， 


1 
和 
vV 玩 勾 6 
按 上 式 并 查 标 准 正 态 分 布 的 分 布 函数 表 即 可 得 概率 P(A,) 的 估计 . 例如 

思 一 P(A,) = P(129.5 一 X 云 134.5) 


1134.5 一 143.8、 /129.5 一 143.8 
一 本人 6 ) 人 6 ) 
=- 6( 一 1.55) 一 6( 一 2.38) = 0.051 9 


将 计算 结果 列表 如 下 ， 


表 8 一 7 例 5 的 和 炉 检验 计算 表 






:三 129， 和 
:29. 5 一 zz 委 134.5 











人 


】 


4; :134. 5 一 zx 委 139. 5 6. 79 
4 :139.5<z< 委 144. 5 41. 55 
4s :144.5 一 z 委 149.5 24. 40 


As :149. 5<<z<154. 5 


;154. 5<<z<co 


全 






2mS7.67 


现在 X 一 87.67 一 84 一 3. 67, 因 为 籽 :( 一 r 一 1) 一 : (5 一 2 一 1) 一 说 (2) 一 
4. 605 之 3. 67, 故 在 水 平 0. 1 下 接受 责 。, 即 认为 数据 来 自 正 态 分 布 总 体 . 口 


二) 含 尽 、 峰 层 检 验 
根据 第 五 章 关 于 中 心 极限 定理 的 论述 知道 , 正 态 分布 随 机 变量 是 较 广 泛 地 
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存在 的 ,因此 , 当 研 究 一 连续 型 总 体 时 ,人 们 往往 先 考察 它 是 否 服从 正 态 分 布 .上 
面 介 绍 的 妇 拟 合 检验 法 虽然 是 检验 总 体 分 布 的 较 一 般 的 方法 ,但 用 它 来 检验 总 
体 的 正 态 性 时 , 犯 第 下 类 错误 的 概率 往往 较 大 . 为 此 ,统计 学 家 们 对 检验 正 态 总 
体 的 种 种 方法 进行 了 比较 ,根据 奥 野 忠 一 等 人 在 20 世纪 70 年 代 进 行 的 大 量 模 
拟 计 算 的 结果 ,认为 正 态 性 检验 方法 中 ,总 的 来 说 ,以 “ 偏 度 、 峰 度 检验 法 ”及 “ 夏 
皮 罗 一 威 尔 克 法 ”较为 有 效 . 在 这 里 我 们 仅 介绍 偏 度 . 峰 度 检验 法 . 

随机 变量 X 的 偏 度 和 峰 度 指 的 是 X 的 标准 化 变量 LX 一 ECX)]/wWPD(CX) 的 
三 阶 矩 和 四 阶 和 矩 





-可 ( 记 区 千 | 一下 人 有 光 2 


ae (DCXJJ72 ， 
和 (EC ) 二 KR ES) 
罗 v 责 站 CDCXD)7 


当 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 时 省 三 0 且 王 一 3. 
设 入， ,入 2 是 来 自 总 体 夭 的 样本 , 则 21 9，J2 的 矩 估 计量 分 别 是 
Ci 一 B:/B3， Cz 一 吕 /DB;， 
其 中 B， (CR 一 2,3,4) 是 样本 & 阶 中 心 矩 ,并 分 别称 G ,G; 为 样本 偏 度 和 样本 峰 
度 . 
在 总 体 X 为 正 态 变量 , 则 可 证 当 盖 充分 大 时 ,近似 地 有 


6(7 一 2) 
SEN 人 
6 247 (7 一 2)(2 一 3) 

C: N(3 EEC 5 00) 


设 Al ,入 : 和 是 来 目 总 体 入 的 样本 ,现在 来 检验 假设 
万 。:X 为 正 态 总 体 . 


二 1 2472(72 一 2)(72 一 3) 
”NGCnTDC 二 3) ”人 AM C 二 DC 十 3)C2 二 57， 
6 
6 二 3 一 TU 一 Ci/ai ,7 一 《Cr， 一 Apa )/az， 当 。 为 真 且 交 充分 大 时 ,近似 地 


有 
LU 一 NO,1)，U 一 NO,1)， 

由 第 六 章 》 3 知 样本 偏 度 G 、 样 本 峰 度 G: 分 别 依 概率 收敛 于 总 体 偏 度 ， 和 总 
体 峰 度 ”:. 因此 当 瓦 。 为 真 且 半 充分 大 时 ,一 般 来 说 ,G: 与 一 0 的 偏离 不 应 太 
大 ,而 C: 与 演 = 一 3 的 偏离 不 应 太 大 . 故 从 直观 来 看 当 |U | 的 观察 值 |w | 或 1U， | 
的 观察 值 |w | 过 大 时 就 拒绝 瑟 ,. 取 显 著 性 水 平 为 c, 瑟 ,的 拒绝 域 为 


8$ 6 分布 拟 合 检验 .207 。 


11 人 >A 或 zz 之 忆 ， 《6. T1) 
其 中 局 由 以 下 两 式 确 定 ， 
Pa {[C7 | 产 拍 } 一 了 ， Pa {1Uz| 之 名 } 一， 


这 里 记号 | 。} 表 示 当 五。 为 真 时 事件 {(。} 的 概率 , 即 有 所 一 zor yz 一 zu 于 
是 得 拒绝 域 为 
[zi 人 > 或 | 之 zu 《6. 12) 
下 面 来 验证 当 ) 充 分 大 时 上 述 检验 法 近似 地 满足 显著 性 水 平 为 w 的 要 求 . 
事实 上 当 半 充分 大 时 有 
PP 当 i。 为 真 拒绝 五。) 
一 五 坟 大 且 UKCIO | 关 交 )) 


入 Pa 人 Un | 全 zw 十 也 tl1Da 人 
例 6 试用 偏 度 . 峰 度 检验 法 检验 例 5 中 的 数据 是 否 来 自 正 态 总 体 ( 取 v= 
四 二 关 
” 解 现在 来 检验 假设 
万 。 :数据 来 自 正 态 总 体 . 


人 
(2 十 1)(72 十 3) 


_ 2Z47(7 一 2)(2 一 3)》 

AGOC 十 1)5(Cz 十 3)(C2 十 5) 0 
同一 3 一 -一 2.929 4. 下面 来 计算 样本 中 心 矩 B, ,B,,B,, 计 算 时 可 利用 以 下 
关系 式 : 


这 里 x 一 0. ] ,7 一 84,ol 一 一 0.257 下 





呈 ， 一 人 ， 一 人 闻 ; 一 人 A; 一 34,A， 十 2Ai 、 
号 ， = 一人， 一 44:A; 十 6A,A; 一 3A; - 


12 
Bk (一 2,3,4) 的 观察 值 分 别 为 

Ai: 王 143.773 8， 4 一 20 706. 13， A; 一 2 987 099， 

A, 一 4.316 426X10 ， 了 :一 35.224 6， 了 B; 王 一 28.5， 了 ,一 3 840， 
样本 偏 度 和 样本 峰 度 的 观察 值 分 别 为 
BE 一 下 DUO 3 ES SS 

而 zx 三 zo.ox5 一 1.96. 由 (6. 11) 式 ,拒绝 域 为 

| 一 |gi/c| 二 1.96 或 |az | 一 18g: 一 Ap |1/os 之 1. 96. 
现 算得 |xw | = 王 0.528 5 一 1.96,|z | 一 0.338 1 一 1. 96 , 故 接 受 瑟 , ,认为 数据 来 自 


其 中 人 一 二 > Xf (&=1;2,3,4) 为 上 阶 样本 和 矩 ; 经 计算 得 A， (& 一 1,2,3,4)， 
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正 态 分 布 的 总 体 . 恒 
上 述 检验 法 称 为 偏 度 . 峰 度 检验 法 . 使 用 这 一 检验 法 时 样本 容量 以 大 于 100 
为 宜 . 


S$7 秩 和 检验 


本 节 介 绍 一 种 有 效 的 .、 且 使 用 方便 的 检验 方法 一 一 秩 和 检验 法 . 
设 有 两 个 连续 型 总 体 , 它 们 的 概率 密度 函数 分 别 为 (z), PP(z), 均 为 未 
知 ,但 已 知 


万 (Zr) 王 . 户 (z 一 a)， a 为 未 知 常 数 ， 7 
即 亡 与 疡 至 多 只 差 一 平移 .我 们 要 检验 下 述 各 项 假设 
瑟 :aa 一 0， 万 | :一 0. 人 
已 :4 一 0， 万 , :a 二 0. (7. 3) 
。:a 一 0， 万 , :wa 天 0， 人 7 1 


特别, 铬 两 总 体 的 均值 存在 ,分 别 记 作 mm ,we , 则 由 于 户 , 户 至 多 只 差 一 平 
移 , 故 有 


Ap2 AI 一 4， 
此 时 ,上 述 各 项 假设 分 别 等 价 于 
再 :和 一 0 ， 万 :j<r。 《7 
。:m 一 pa ， 万 :Ai 二 ma， 3 
万 :AM 一 pa ， 互 ; :j 天 jos ， 和 


现在 来 介绍 威 尔 柯 克 斯 (Frank Wilcoxon) 提 出 的 秩 和 检验 法 以 检验 上 述 假 
设 .为 此 , 先 引 入 秩 的 概念 . 

秩 设 X 为 一 总 体 , 将 一 容量 为 ”的 样本 观察 值 按 自 小 到 大 的 次 序 编号 排 

列 成 
iv 人 
称 zo 的 足 标 衬 为 zeo 的 秩 ,z 一 1,2,……，,7. 

现 设 目 1,2 两 总 体 分 别 抽取 容量 为 m ,ma 的 样本 , 旦 设 两 样本 独立 . 这 里 总 
假定 半 委 m2. 我 们 将 这 半 十 和 ze 个 观察 值 放 在 一 起 , 按 自 小 到 大 的 次 序 排 列 , 求 出 
每 个 观察 值 的 秩 , 然 后 将 属于 第 1 个 总 体 的 样本 观察 值 的 秩 相 加 ,其 和 记 为 及,， 
称 为 第 1 样本 的 秩 和 . 其 余 观察 值 的 秩 的 总 和 记 作 RR, , 称 为 第 2 样本 的 秩 和 . 显 
然 玉 ,下 是 离散 型 的 随机 变量 , 且 有 


Ri 十 R: 一斑 (mn 后 1) (7.6) 
所 以 ,Ri ,R。 中 的 一 个 确定 后 另 一 个 随 之 而 定 . 这 样 ,我 们 只 要 考虑 统计 量 玉 ， 


$7 秩 和 检验 。209 。 


即 可 . 

现在 来 解决 双边 检验 问题 (7.4), 对 此 , 先 作 直观 分 析 . 当 互 。 为 真 时 , 即 有 
(z) 一 户 (z), 这 时 两 个 独立 样本 实际 上 是 来 目 同一 个 总 体 . 因而 第 1 个 样本 
中 诸 元 素 的 秩 应 该 随机 地 、 分 散 地 在 自然 数 1 一 十 ma 中 取 值 ,一 般 来 说 不 应 过 
分 集中 取 较 小 的 或 较 大 的 值 . 考虑 到 


广 曾 《721 二 1) 秋 R 委 记 m (mn 十 27， 十 17， 


即 知 当 瓦 , 为 真 时 秩 和 玉 ; 一 般 来 说 不 应 人 因而 ， 
当 尽 , 的 观察 值 =: 过 分 大 或 过 分 小 时 ,我们 都 拒绝 刀 ,. 
据 以 上 分 析 ,对 于 双边 检验 (7. 4) ,在 给 定 显著 性 水 平 xc 下 , 媚 。 的 拒绝 域 为 


ms 和 Cu{( 和 全) 或 mcCr( 全 )， 
其 中 临界 点 Cu (号 ) 是 满足 P.-。| Ri<Cu{ 羡 ) 入 和 的 最 大 整数 ,而 Cu ( 半 ) 是 
满足 P,-。|R, Cr (号 )} 入 号 的 最 小 整数 . 而 犯 第 工 类 错误 的 概率 为 


P -Rs<Ce (号 ) 罗 汪 -人 RiC: (和 号) 生生 十 冬 一 w 


如 果 知 道 Ri 的 分 布 , 则 临界 点 Cu (号 ) ,Cu ( 竺 ) 是 不 难 求 得 的 . 下 面 以 思 一 
3 ,me 一 4 的 情况 为 例 来 说 明 求 临界 点 的 方法 . 

当 症 一 3,m 一 4 时 ,第 1 个 样本 中 各 观察 值 的 秩 的 不 同 取 法 共有 | 
35 种 . 现 将 这 35 种 情况 列表 如 下 . 


)= 





由 于 这 35 种 情况 的 出 现 是 等 可 能 的 ,由 上 表 容 易 求 得 RR, 的 分 布 律 和 分 布 
六 数 如 下 : 
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民 ， 6 浊 8 9 10 ] ] 12 
忆 ( 开 一 六 | 17 35 1/35 2/35 3/735 4/35 4/735 5/35 
己 { 民 和 王 } 17/35 2/35 4/35 7/735 1]1735 15/35 20/35 
开 ， 13 14 15 16 17 18 
己 { 民 一 六 } 4/735 4/735 3/35 2735 1/35 17/35 
己 {( 民 委 方 } 24/35 28/35 31/735 33/35 34/35 1 


于 是 ,对 于 不 同 的 值 ,容易 写 出 检验 问题 (7. 4) 的 临界 点 和 拒绝 域 . 例如 ,给 定 
a 一 0. 2. 由 上 表 知 


P _,{RR 雪 7} 王 2/35 一 0. Le 


P _,{ 民 三 17}=2/35 一 0. 二 


即 有 Cu(0.1)=7,C (0.1) 王 17. 故 当 闷 王 3,m2 一 4, 在 显著 性 水 平 0. 2 下 检验 问 
题 (7. 4) 的 拒绝 域 为 
rs 大 7 或 站 之 17. 
此 时 , 犯 第 工 类 错误 的 概率 为 
P.-。 (有 入 7} 十 已 _。{(R 志 17} 王 2/35 十 2/35 一 0. 114. 
类 似 地 可 得 左边 检验 (7. 2) 的 拒绝 域 为 (显著 性 水 平 为 a) 
1 Cu(a)y， 
此 处 ,临界 点 Cu Ca) 是 满足 P.-。{RR 生 Co(a)) 和 a 的 最 大 整数 . 而 右边 检验 问题 


的 拒绝 域 为 (显著 性 水 平 为 c) 


r 之 Cr Ca)， 

此 处 ,临界 点 Ce) 是 满足 P.-,{R 三 Cr(a)) 和 过 ac 的 最 小 整数 . 

例如 , 若 给 定 =0. 1 ,抽取 的 样本 容量 为 站 = 王 3 二 4, 则 由 上 表 知 检验 问 
题 (7. 3) 的 拒绝 域 为 

个 人 

此 时 犯 第 工 类 错误 的 概率 为 2/35 一 0. 1. 

书 末 附 表 9 中 列 出 了 mm 和 和 壮 自 2 到 10 为 止 的 mms 的 各 种 组 合 的 临界 
点 ,以 及 相应 的 犯 第 工 类 错误 的 概率 . 

例 1 为 查 明 某 种 血清 是 否 会 抑制 白血病 ,选取 患 白血病 已 到 晚期 的 老鼠 9 
只 ,其 中 有 5 只 接受 这 种 治疗 , 另 4 只 则 不 做 这 种 治疗 . 设 两 样本 相互 独立 . 从 试 
验 开 始 时 计算 ,其 存活 时 间 ( 以 月 计 ) 如 下 : 
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设 治 疗 与 否 的 存活 时 间 的 概率 密度 至 多 只 差 一 个 平移 . 取 =0. 05, 问 这 种 血清 
对 白血病 是 否 有 抑制 作用 ? 

解 本题 需 检验 接受 治疗 的 老鼠 的 存活 期 是 否 有 增长 . 分 别 以 mm ,pe 表示 
不 作 治 疗 和 接受 治疗 的 老鼠 的 存活 时 间 总 体 的 均值 . 需要 检验 的 假设 是 

ii :AM 一 Ma ， 万 :二 /az， 

这 里 ,ma 一 4,m2 一 5,a 一 0.05. 先 计 算 对 应 于 轩 三 4 的 一 组 观察 值 的 秩 和 . 将 两 组 
数据 放 在 一 起 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 . 对 来 自 第 1 个 总 体 (m 一 4) 的 数据 下 面 
加 一 表示 之 . 即 有 


数据 | 0.5 .09 14 19 21 3238 3.1 46 5.3 
2 


一 一 一 -= 一 一 一 一 


秩 | 1 
所 以 尽 , 的 观察 值 为 六 一 1 十 2+4 十 5 一 12. 查 附 表 9 知 Cu(0.05) 一 12, 即 拒绝 域 
为 九 委 12. 而 现在 刀 王 12, 故 拒绝 五 。, 即 认为 这 种 血清 对 白血病 有 抑制 作用 . 口 


可 以 证 明 , 当 互 , 为 真 时 ( 即 ae= 王 0 时 ) 
72 (7 一 十 1 





3 4 9 6 7 8 9 


而 当 7] 1210， 当 玫 。 为 真 时 ,近似 地 有 

Ri 一 NGCun , 鸣 )， (7.8) 
因 此 , 当 11 ,712 之 10 时 我 们 可 以 采用 
人 AR 
作为 检验 统计 量 . 在 显著 性 水 平 c 下 双边 检验 .右边 检验 ,左边 检验 的 近似 拒绝 
域 分 别 为 


一 


| >| 之 司 
这 里 是 Z 的 观察 值 . 
例 2 茶 商 店 为 了 确定 向 公司 A 或 公司 召 购买 某 种 商品 ,将 4,B 公司 以 往 
各 次 进货 的 次 品 率 进 行 比较 ,数据 如 下 , 设 两 样本 独立 . 问 两 公司 的 商品 的 质量 
有 无 显著 差异 . 设 两 公司 的 商品 的 次 品 率 的 密度 至 多 只 差 一 个 平移 , 取 显 著 性 水 
平 w 一 0. 05. 
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4|7.0 3.5 9.6 8.1 6.2 5.1 10.4 4.0 2.0 10.5 





5.7 3.2 4.2 11.0 9.7 69 3.6 4.8 56 8.4 10.1 5.5 12.3 


解 分别 以 pypa 记 公 司 A,B 的 商品 次 品 率 总 体 的 均值 .所 需 检验 的 假设 
是 
万 。 :Hp 一 Asa， 瑟 ， :ARA 天 ALB。 
先 将 数据 按 自 小 到 大 的 次 序 排 列 ,得 到 对 应 于 半 三 10 的 样本 的 秩 和 为 
2 二 20S 一 6. 
又 当 万 。 为 真 时 ， 


六 二 二 二 下 二 幸运 00. 


12 
故 知 当 五。 为 真 时 近似 地 有 
R,~N(120,260). 


拒绝 域 为 

| 一 120| 二 

VE650 -一 之 0.025 . 96. 
现在 尽 , 的 观察 值 为 一 王 116 ,得 | 一 120|/w260 =0. 25 一 1. 96 , 故 接受 媚 ,, 认 
为 两 个 公司 商品 的 质量 无 显著 差异 . 口 


在 实际 问题 中 (7. 5) 式 中 会 出 现 某 些 观察 值 相等 的 情况 ,对 于 这 种 观察 值 的 
秩 定义 为 足 标 的 平均 值 . 例如 , 若 抽 得 的 样本 按 次 序 排 成 0,1,1,1,2,3,3, 则 三 
个 1 的 秩 均 为 (2 十 3 十 4)/3 王 3, 两 个 3 的 秩 均 为 (6 十 7)/2 王 6. 5. 

将 两 个 样本 十 疗 三 交 个 元 素 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 , 若 出 现 & 个 秩 相同 
的 组 , 设 其 中 有 记 个 数 的 秩 为 ai 一 1,2,…,Rdw 一 … 一 ak, 则 当 互 。 为 真 时 玫 ， 
的 均值 仍 为 AR 一 71 (1 十 加 十 1)/2, 而 民 的 方差 修正 为 


下 
m; 71tz [77 一 ]) 一 > 4 一 1)] 
i 一 1 


2 


-12n(n 一 1) 
当 & 不 大 时 , 附 表 9 仍 能 使 用 ,但 表 载 值 为 近似 值 . 又 当 ,mw 二 10, 互 ,为 
真 , 且 & 不 大 时 ,近似 地 有 


(7. 9) 


R, 一 N(x 人 从 、 
其 中 pn 一 站 Ga 十 十 1)/2 ,而 co 由 (7.9) 式 确定 . 这 时 我 们 就 采用 


| Ri 


GRI 


%》 8 假设 检验 问题 的 娟 值 检 验 法 。 213 。 


作为 检验 统计 量 来 检验 假设 检验 问题 (7. 2) 一 (7.4) . 
例 3 两 位 化 验 员 各 自 读 得 某 种 液体 秋 度 如 下 : 


化 验 员 4A| 82 73 9%1 84 77 9%8 8L ?79 87 85 
化 验 员 Bl 80 76 9%2 86 74 0%6 83 79 80 75 79 


设 数据 可 以 认为 分 别 来 目 仅 均值 可 能 有 差异 的 两 个 总 体 的 样本 . 试 在 < 王 0. 05 
下 ,检验 假设 
刀 o :Mi 一 pa ， 万 :全 Hz， 
其 中 jyws 分 别 为 两 总 体 的 均值 . 
解 ”将 两 个 样本 的 元 素 混合 , 按 自 小 到 大 次 序 排列 . 并 求 出 各 个 元 素 的 秩 如 
下 : 


数据 |73 74 75 76 77 79 79 79 80 80 8182838485868791929698 
秩 |123457779%.59.51112131415161718192021 


2 
现在 壮 王 10, 加 一 11,2 一 21,pa 一 10XX22/2 一 110, 有 一 2，> )( 才 一 1) 一 3X(9 


= 一 ] 
一 1) 十 2X(4 一 1 一 30, 按 (7.9) 式 得 mo 一 201. 当 克 。 为 真 时 近似 地 有 
Ri 一 N(C110,201). 





拒绝 域 为 
的 小] 让 
之 zo.o5 一 
NT 1. 645 
现在 尺 , 的 观察 值 为 六 于 121, 得 (~ 一 110)/w201=0.776 一 1. 645. 故 接受 媚 ,， 
认为 两 位 化 验 员 所 测 得 的 数据 无 显著 差异 . 国 
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以 上 讨论 的 假设 检验 方法 称 为 临界 值 法 . 本 节 介 绍 另 一 种 被 称 为 问 值 检验 
法 的 检验 方法 . 先 从 一 个 例题 讲 起 . 
例 1 设 总 体 X 一 NGCo),w 未知,o 王 100, 现 有 样本 zl,zi zs 算得 
z 一 62.75. 现在 来 检验 假设 
再 , :pi 一 mm 一 60， 万 :wo>60. 
采用 2Z 检验 法 ,检验 统计 量 为 
本 
2 一 人 7 广 
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以 数据 代 和 人 ,得 2 的 观察 值 为 
62.75 一 60 
> 一 一 一 一 1.083. 
10/ vv52 


概率 


P{Z 之 za) 一 P(Z1.983} 一 1 一 G(1.983) 一 0. 023 8. 
此 即 为 图 8 一 7 中 标准 正 态 曲线 下 位 于 zx 右边 的 尾部 面积 . 
此 概率 称 为 Z 检验 法 的 右边 检验 的 祖 值 . 记 为 
P{Z 二 z} 一 尹 值 ( 王 0. 023 7). 





8 一 7 


右 显 著 性 水 平 c> 训 一 0.023 8, 则 对 应 的 临界 值 x. 委 1. 983 ,这 表示 观察 值 
xzo 一 1.983 落 在 拒绝 域内 (图 8 一 7(1)) ,因而 拒绝 妃 。; 又 若 显 著 性 水 平 c 一 5 一 
0.023 8, 则 对 应 的 临界 值 x. >1. 983 ,这 表示 观察 值 zx 一 1. 983 不 落 在 拒绝 域内 
(图 8 一 7(2)) ,因而 接受 瓦 ,. 

据 此 ,请 值 王 P{Z 三 zx}=0.023 8 是 原 假设 如 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 
平 .。 

一 般 , 户 值 的 定义 是 : 

定义 ”假设 检验 问题 的 总 值 (probability value) 是 由 检验 统计 量 的 样本 观 
察 值得 出 的 原 假 设 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 平 ， 

任 一 检验 问题 的 之 值 可 以 根据 检验 统计 量 的 样本 观察 值 以 及 检验 统计 量 
在 囊 。 下 一 个 特定 的 参数 值 ( 一 般 是 瑟 。 与 吾 , 所 规定 的 参数 的 分 界 点 ) 对 应 的 
分 布 求 出 . 例如 在 正 态 总 体 N(w,o ) 均 值 的 检验 中 , 当 c 未 知 时 ,可 采用 检验 统 
计量 (一 全 -个 ,在 以 下 三 个 检验 问题 中 , 当 pz 时 ti 一 1). 如 果 由 样本 求 
得 统计 量 : 的 观察 值 为 ,那么 在 检验 问题 

末 。 :ps 万 :wm 中 ， 

户 值 一己 {t 人 训 )} 一 风 右 侧 尾 部 面积 ,如 图 (8 一 8(1)); 

和 :7 人 po ,万 :Asp 中 ， 
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旋 值 二 已 { 委 b} 一 加 左 侧 尾部 面积 ,如 图 (8 一 8(2)) 


AN 中国 
O 加 加 0 


O 
(1) (2) 


图 8 一 8 


Fo :pw 一 po 五 ; :Ap 天 po 中 ， 
(i) 当 加 >0 时 
户 值 三 已 {| 丰 仑 如) 一 PP {( 委 一 如 )U( 志 如))} 
一 2Xx(t 右 侧 尾部 面积 ) (如 图 8 一 9(1)). 
(ii) 当 <0 时 
访 什 三 PP (人 ti 人 一 加) 一 P (CI 委 b%)U( 人 一 如)) 
= 王 2Xx(a 左 侧 尾部 面积 ) (如 图 8 一 9(2)). 
综合 (iD(ii), 值 天 2X( 由 加 界定 的 尾部 面积 ). 


to>0 <0 


(]) (2) 


8 一 9 


上 述 各 图 中 的 曲线 均 为 t(z 一 1) 分 布 的 概率 密度 曲线 . 

在 现代 计算 机 统计 软件 中 ,一 般 都 给 出 检验 问题 的 户 值 . 

按 丸 值 的 定义 ,对 于 任意 指定 的 显著 性 水 平 ,就 有 

(1) 看 户 值 迄 c, 则 在 显著 性 水 平 < 下 拒绝 五 。 

(2) 若 户 值 之 w, 则 在 显著 性 水 平 c 下 接受 瑟 , 

有 了 这 两 条 结论 就 能 方便 地 确定 互 , 的 拒绝 域 . 这 种 利用 户 值 来 确定 检验 
拒绝 域 的 方法 , 称 为 妃 值 检验 法 . 

用 临界 值 法 来 确定 媚 。 的 拒绝 域 时 ,例如 当 取 =0. 05 时 知道 要 拒绝 五 。， 
再 取 ax= 一 0. 01 也 要 拒绝 克 。 ,但 不 能 知道 将 w 再 降低 一 些 是 否 也 要 拒绝 , 而 岂 
值 法 给 出 了 拒绝 瓦 。 的 最 小 显著 性 水 平 . 因 此 加 值 法 比 临界 值 法 给 出 了 有 关 拒 
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绝 域 的 更 多 的 信息 . 
例 2 用 户 值 法 检验 本 章 S$1 例 2 的 检验 问题 
万 。 :ps 一 一 0.545， 瑟 : :1 全 Hp a 一 0.05. 
解 ” 用 Z 检 验 法 ,现在 检验 统计 量 Z 一 一 佐 的 观察 信 为 
可 
一 0.535 一 (一 0. 545) 
5 
0. 008/V5 
户 值 王 P{(Z2.795 5} 三 1 一 G6(2.795 5) 一 0. 002 6. 
力 值 一 zx= 王 0.05, 故 拒绝 互 , 口 
例 3 用 思 检 验 法 检验 本 章 $2 例 1 的 检验 问题 
万 ， : ULS po 一 225， 万; :HL 人 >229， x 一 0. 05. 


解 用 :检验 法 ,现在 检验 统计 量 (一 公仆 的 观察 信 为 


全 
241. 5 一 225 
SP D， 
98.725 9/ Vv16 We 
由 计算 机 算得 
旋 值 王 P{t0. 668 5} 一 0. 257 0， 
力 值 二 ac 一 0. 05 , 故 接 受 7 。 芹 
例 4 用 加 值 检验 法 检验 本 章 $3 例 1 中 检验 问题 
互 。 : 叶 一 5 000 , 互 ， :太夫 5 000 ,ax 一 0. 02. 
解 用: 检验 法 . 现在 检验 统计 量 太一 亿 一 的 观察 值 为 
:_25X9 200 
5 000 





一 46， 
由 计算 机 得 
力 值 生 2X 忆 (和 好 之 46} 一 0.012 8， 

旋 值 一 a= 王 0.02 , 故 拒 绝 互 ,. 器] 

轧 值 表 示 反 对 原 假 设 瓦 。 的 依据 的 强度 ,加 值 越 小 ,反对 五 ,的 依据 越 强 . 越 
充分 (和 譬如 对 于 某 个 检验 问题 的 检验 统计 量 的 观察 值 的 娟 值 三 0.000 9, 值 如 
此 的 小 ,以 至 于 几乎 不 可 能 在 五 。 为 真 时 出 现 目前 的 观察 值 ,这 说 明 拒 绝 媚 , 的 
理由 很 强 ,我 们 就 拒绝 互 。). 

一 般 , 若 尹 值 过 0. 01, 称 推断 拒绝 百 。 的 依据 很 强 或 称 检验 是 高 度 显著 的 ; 
奉 0.01 志 尹 值 乏 0. 05 称 推 断 拒绝 瑟 。 的 依据 是 强 的 或 称 检验 是 显著 的 ; 若 0. 05 
过 久 值 和 0. 1 称 推断 拒绝 克 ,的 理由 是 弱 的 ,检验 是 不 显著 的 ; 若 户 值 之 0. 1 一 
般 来 说 没有 理由 拒绝 妃 ,. 基于 户 值 ,研究 者 可 以 使 用 任意 希望 的 显著 性 水 平 来 
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作 计 算 . 在 杂志 上 或 在 一 些 技术 报告 中 ,许多 研究 者 在 讲述 假设 检验 的 结果 时 ， 
常 不 明显 地 论 及 显著 性 水 平 以 及 临界 值 , 代 之 以 简单 地 引用 假设 检验 的 巡 值 ， 
利用 或 让 读者 利用 它 来 评价 反对 原 假设 的 依据 的 强度 ,作出 推断 . 


小 结 


统计 推断 就 是 由 样本 来 推断 总 体 , 它 包括 两 个 基本 问题 :统计 估计 和 假设 检验 . 上 一 章 
讲述 了 参数 估计 ,本 章 讨论 假设 检验 问题 . 有 关 总 体 分 布 的 未 知 参数 或 未 知 分 布 形式 的 种 种 
论断 叫 统 计 假 设 , 人 们 要 根据 样本 所 提供 的 信息 对 所 考虑 的 假设 作出 接受 或 拒绝 的 决策 . 假 
设 检验 就 是 作出 这 一 决策 的 过 程 

一 般 , 人 们 总 是 对 原 假设 鼠 。 作出 接受 或 拒绝 的 决策 . 由 于 作出 判断 原 假 设 鼠 。 是 否 为 
真 的 依据 是 一 个 样本 ,由 于 样本 的 随机 性 , 当 五 。 为 真 时 ,检验 统计 量 的 观察 值 也 会 落 入 拒绝 
域 ,致使 我 们 作出 拒绝 互 。 的 错误 决策 ;而 当 古 。 为 不 真 时 ,检验 统计 量 的 观察 值 也 会 未 落 人 
拒绝 域 , 致 使 我 们 作出 接受 瑟 。 的 错误 决策 . 





假设 检验 的 两 类 错误 
真实 情况 所 作 决策 
《未 知 ) 接受 妃 。 拒绝 。 


万 。 不 真 犯 第 工 类 错误 正确 


我 们 使 用 "接受 假设 ?或 “拒绝 假设 "这样 的 术语 . 接受 一 个 假设 并 不 意味 着 确信 它 是 真 
的 , 它 只 意味 着 决定 采取 某 种 行动 (例如 A) :拒绝 一 个 假设 也 不 意味 着 它 是 假 的 ,这 也 仅仅 是 
作出 采取 另 一 种 不 同 的 行动 (例如 B). 不 论 哪 种 情况 ,都 存在 作出 错误 选择 的 可 能 性 . 

当 样 本 容量 ”固定 时 , 减 小 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,就 会 增 大 犯 第 卫 类 错误 的 概率 ,反之 亦 
然 . 我 们 的 做 法 是 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,使 

忆 { 当 五。 为 真 拒绝 百 。} 委 wa， 

其 中 0 一 a 一 1 是 给 定 的 小 的 数 . 称 为 检验 的 显著 性 水 平 . 这 种 只 对 犯 第 工 类 错误 的 概率 加 
以 控制 而 不 考虑 犯 第 开 类 错误 的 概率 的 检验 称 为 显著 性 检验 . 

在 进行 显著 性 检验 时 , 犯 第 工 类 错误 的 概率 是 由 我 们 控制 的 .c 取得 小 , 则 概率 P{ 当 情 
为 真 拒绝 五 。} 就 小 ,这 保证 了 当 五 。 为 真 时 错误 地 拒绝 五 。 的 可 能 性 很 小 . 这 意味 着 H。 是 
受到 保护 的 ,也 表明 五 。 ,也 的 地 位 不 是 对 等 的 . 于 是 ,在 一 对 对 立 假 设 中 , 选 哪 一 个 作为 
BF 需要 小 心 . 例如 ,考虑 某 种 药品 是 否 为 真 ,这 里 可 能 犯 两 种 错误 :(1) 将 假 药 误 作为 真 药 ， 
则 祖 着 伤害 病人 的 健康 甚至 生命 的 风险 ;(2) 将 真 药 误 作 为 假 药 , 则 早 着 造成 经 济 损失 的 风 
险 . 显然 ,犯错 误 (1) 比 犯错 误 (2) 的 后 果 严 重 , 因 此 ,我 们 选取 *, :药品 为 假 , B :药品 为 
真 ”, 即 是 使 得 犯 第 工 类 错误 “ 当 药品 为 假 时 错 判 药品 为 真 ” 的 概率 去 w. 就 是 说 ,选择 本 .HB 
使 得 两 类 错误 中 后 果 严 重 的 错误 成 为 第 工 类 错误 . 这 是 选择 Fo Bi 的 一 个 原则 . 

如 果 在 两 类 氏 误 中 ,没有 一 类 错误 的 后 果 严 重 更 需要 避免 时 ,常常 取 卫 " 为 维持 现状 , 即 
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取 瑟 。 为 “无 效益 > “无 改进 " “无 价值 "等 等 . 例如 , 取 
九 , :新 技术 未 提高 效益 ， 克 , :新 技术 提高 效益 . 

实际 上 ,我们 感 兴趣 的 是 妞 “ 提 高 效益 ”, 但 对 采用 新 技术 应 持 慎 重 态 度 . 选取 古 。 为 "新 技 
术 未 提高 效益 ,一旦 鼠 , 被 拒绝 了 ,表示 有 较 强 的 理由 去 采用 新 技术 . 

在 实际 问题 中 ,情况 比较 复杂 ,如 何 选取 五。、 妃 | 只 能 在 实践 中 积累 经 验 ,根据 实际 情况 
去 判断 了 ， 

注意 ,拒绝 域 的 形式 是 由 五 , 确定 的 . 

我 们 还 介绍 了 置信 区 间 与 假设 检验 的 关系 . 知道 了 置信 区 间 就 能 容易 判明 是 否 接受 原 
假设 ;反之 ,知道 了 检验 的 接受 域 就 得 到 了 相应 的 置信 区 间 . 
图 重要 术语 及 主题 

原 假 设备 择 假 设 ”检验 统计 量 单 边 检验 ”双边 检验 显著 性 水 平 ”拒绝 域 显著 
性 检验 ”一 个 正 态 总 体 的 参数 的 检验 ”两 个 正 态 总 体 均 值 差 方差 比 的 检验 ”成 对 数据 的 检 
验 X 分布 拟 合 检验 ” 偏 度 . 峰 度 检验 ” 秩 和 检验 


习题 


1. 某 批 矿砂 的 5 个 样品 中 的 镍 含量 ,经 测定 为 (%) 
3.25 3.27 3.24 3.26 3.24 
设 测 定 值 总 体 服 从 正 态 分 布 ,但 参数 均 未 知 , 问 在 c=0.01 下 能 和 否 接受 假设 :这 批 矿 砂 的 镍 含 
量 的 均值 为 3. 25. 


2. 如 果 一 个 矩形 的 宽度 zw 与 长 度 ! 的 比 w 人 一 子 (V5 一 1)s0.618, 这 样 的 矩形 称 为 黄 


金 抢 形 . 这 种 斥 才 的 抢 形 使 人 们 看 上 去 有 良好 的 感觉 . 现代 的 建筑 构件 (如 窗 架 ) 工艺品 (如 
图 片 镜框 ), 甚 至 司机 的 执照 .商业 的 信用 卡 等 常常 都 是 采用 黄金 矩形 . 下 面 列 出 某 工 艺 品 工 
三 随机 取 的 20 个 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比值 : 
0.693 0.749 0.654 0.670 0.662 0.672 0.615 0.606 0.690 0.628 
0.668 0.611 0.606 0.609 0.601 0.553 0.570 0.844 0.576 0.933 
设 这 一 工厂 生产 的 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比值 总 体 服 从 正 态 分 布 , 其 均值 为 pp, 方差 为 of ,wyet 
均 未 知 . 试 检 验 假 设 ( 取 一 0. 05) 
Hi :wp 一 0.618， :7 天 0. 618. 
3. 要 求 一 种 元 件 平均 使 用 寿命 不 得 低 于 1 000 h, 生 产 者 从 一 批 这 种 元 件 中 随机 抽取 25 
件 , 测 得 其 寿命 的 平均 值 为 950 h. 已 知 该 种 元 件 寿 命 服从 标准 差 为 ec 王 100 h 的 正 态 分 布 . 试 
在 显著 性 水 平 o 王 0.05 下 判断 这 批 元 件 是 否 合格 ? 设 总 体 均 值 为 ww 未知 . 即 需 检 验 假设 
有 :pi 三 1 000, Bi :wp<1 000， 
4. 下 面 列 出 的 是 某 工 厂 随 机 选取 的 20 只 部 件 的 装配 时 间 (min) : 


9.8 1l0.4 10.6 9.6 9.7 9.9 人 De 可 JI 人 交 乓 于 
10.3 9.6 9.9 1.2 10.6 9.8 en LDL 全 光 池 


设 装配 时 间 的 总 体 服 从 正 态 分 布 NGCn,o ) ,wso 均 未 知 . 是 否 可 以 认为 装配 时 间 的 均值 显著 
大 于 10 ( 取 一 0.05)? 


习 题 。2719 。 

sS. 按 规 定 ,100 g 饶 头盔 荔 计 中 的 平均 维生素 C 含量 不 得 少 于 21 mgy/g. 现 从 工厂 的 产 

品 中 抽取 17 个 甸 头 ,其 100 g 番 若 汁 中 , 测 得 维生素 C 含量 (mg/g) 记 录 如 下 : 
1]16 25 21 20 23 21 19 15 13 23 17 20 29 18 22 16 22 

设 维生素 含量 服从 正 态 分 布 No ,wseo 均 未 知 , 问 这 批 缸 头 是 否 符 合 要 求 ( 取 显著 性 水 平 
ax 一 0. 05 )， 

6. 王 表 分 别 给 出 两 位 文学 家 马克 。 吐 温 (Mark Twain) 的 8 篇 小 品 文 以 及 斯 诺 特 格拉 斯 
(Snodgrass) 的 10 篇 小 品 文中 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 . 


马克 。 吐 温 |10.225 0.262 0.217 0.240 0.230 0.229 0.235 0. 217 





斯 诸 特 格拉 斯 |10. 209 0. 205 0.196 0,.210 0.202 0.207 0.224 0.223 0.220 0. 201 


设 两 组 数据 分 别 来 自 正 态 总 体 , 且 两 总 体 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 两 样本 相互 独立 . 问 两 位 
作家 所 写 的 小 品 文中 包含 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 是 否 有 显著 的 差异 ( 取 一 0.05)? 

7. 在 20 世纪 70 年 代 后 期 人 们 发 现 ,在 酿造 啤酒 时 ,在 麦 全 干 燥 过 程 中 形成 致癌 物质 亚 
硝 基 二 甲 胺 CNDMA). 到 了 20 世纪 80 年 代 初 期 开发 了 一 种 新 的 麦芽 于 爆 过 程 .下面 给 出 分 
别 在 新 老 两 种 过 程 中 形成 的 NDMA 含量 (以 10 亿 份 中 的 份 数 计 ) ， 





设 两 样本 分 别 来 自 正 态 总 体 , 且 两 总 体 的 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 两 样本 独立 . 分 别 以 着， 
pa 记 对 应 于 老 、 新 过 程 的 总 体 的 均值 , 试 检验 假设 (a 一 0.05) 
画 。 :AL Pa 和 2， 也 :Ai 一 jea 一 2 
8. 随机 地 选 了 8 个 人 ,分 别 测量 了 他 们 在 早晨 起 床 时 和 晚上 就 究 时 的 身高 (cm) ,得 到 以 
下 的 数据 ， 


序号 1 2 3 及 5 6 7 8 
早上 (zi) 172 168 180 181 160 163 165 177 
晚上 (y》 172 167 177 179 159 161 166 175 


设 各 对 数据 的 差 刀 王 已 一 六 (it 一 1,2,…,8) 是 来 自 正 态 总 体 NCpo, 史 ) 的 样本 ,rp , 吃 均 未 
知 . 问 是 否 可 以 认为 早晨 的 身高 比 晚 上 的 身高 要 高 ( 取 a=0. 05)? 

9. 为 了 比较 用 来 做 鞋子 后 跟 的 两 种 材料 的 质量 ,选取 了 15 名 男子 (他 们 的 生活 条 件 各 
不 相同 ), 每 人 穿 一 双 新 鞋 ,其 中 一 只 是 以 材料 A 做 后 跟 , 另 一 只 以 材料 召 做 后 跟 , 其 厚度 均 
为 10 mm. 过 了 一 个 月 再 测量 厚度 ,得 到 数据 如 下 : 


另 子 |1l1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 和 dTneaaanionaw 15 
材料 A(zi)16.6 7.0 8.3 8.2 5.2 9.3 7.9 8.5 7.8 7.5 0.1 8.9 6.1 94 91 
材料 BCGy)17.4 5.4 8.8 8.0 6.8 9.1 6.3 7.5 7.0 6.5 4.4 7.7 4.2 94 91] 
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设 Di=X 一 六 (一 1,2,…,15) 是 来 自 正 态 总 体 Nup ,o 史 ) 的 样本 ,wp , 虽 均 未 知 . 问 是 否 可 
以 认为 以 材料 A 制 成 的 后 跟 比 材料 吾 的 耐 穿 ( 取 xc 一 0. 05)? 

10. 为 了 试验 两 种 不 同 的 某 谷 物 的 种 子 的 优 劣 ,选取 了 10 块 土质 不 同 的 土地 ,并 将 每 块 
土地 分 为 面积 相同 的 两 部 分 ,分 别 种 植 这 两 种 种 子 . 设 在 每 块 土地 的 两 部 分 人 工 管 理 等 条 件 
完全 一 样 .下 面 给 出 各 块 土地 上 的 单位 面积 产量 : 


土地 编号 ; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
种 子 ACz;) 23 35 29 ” 42 39 29 37 34 35 28 
种 子 BCy ) 26 39 35 40 38 24 36 27 41 27 


设 忆 一 Xi 一 册 (这 1,2, ,10) 是 来 自 正 态 总 体 NGCpp , 史 ) 的 样本 ,pp ,ob 均 未 知 . 问 以 这 两 
种 种 子 种 植 的 谷物 的 产量 是 否 有 显著 的 差异 ( 取 c 一 0. 05)? 

11. 一 种 混杂 的 小 麦 品 种 , 株 高 的 标准 关 为 mw 王 14 cm, 经 提纯 后 随机 抽取 10 株 , 它 们 的 
株 高 (以 cm 计 ) 为 

90 105 101 9%5 100 100 101 105 93 97 

考察 提纯 后 群体 是 否 比 原 群 体 整 齐 ?” 取 显 著 性 水 平 = 一 0. 01, 并 设 小 麦 株 高 服从 Nuyvoz ). 

12. 某 种 导线 ,要 求 其 电阻 的 标准 差 不 得 超过 0.005 Q, 今 在 生产 的 一 批 导 线 中 取样 品 9 
根 , 测 得 :一 0.007 0 , 设 总 体 为 正 态 分 布 ,参数 均 未 知 . 问 在 显著 性 水 平 =0. 05 下 能 否认 为 
这 批 导 线 的 标准 差 显 著 地 偏 大 ? 

13. 在 第 2 题 中 记 总 体 的 标准 差 为 c, 试 检验 假设 ( 取 一 0. 05) 

了 H。,: 吧 一 0.112 ， 再 | :02 天 0. 112， 


14. 测定 某 种 溶液 中 的 水 分 , 它 的 10 个 测定 值 给 出 *=0.037%% , 设 测定 值 总 体 为 正 态 分 
布 ,o” 为 总 体 方差 ,oa 未 知 . 试 在 显著 性 水 平 c=0. 05 下 检验 假设 
五 。:co 志 0.04 中 ， 五 | :co<0.04 上 %%， 


15. 在 第 6 题 中 分 别 记 两 个 总 体 的 方差 为 中 和 史 . 试 检验 假设 ( 取 一 0.05) 
HR :ol 一 oz ， 万 | :o 天 co ， 


以 说 明 在 第 6 题 中 我 们 假设 m =o 是 合理 的 . 
16. 在 第 7 题 中 分 别 记 两 个 总 体 的 方差 为 中 和 叶 . 试 检验 假设 (了 到 au 一 0.05) 
五 。 :中 一 ， 矶 | 中 天 他， 
以 说 明 在 第 7 题 中 我 们 假设 中 = 过 是 合理 的 . 
17. 两 种 小 麦 品种 从 播种 到 抽穗 所 需 的 天 数 如 下 


六 |101 100 99 99 98 100 98 9%9 9%9 99 
y |100 98 100 99 98 99 98 98 99 100 
设 两 样本 依次 来 自 正 态 总 体 NGCaa ,1 )， Ne yG3 )》 pi Ci (it 一 1,2) 均 未 知 , 两 样本 相互 独立 . 


(1) 试 检 验 假 设 互 , :of 一 中 ,| :o 天 中 ( 取 一 0.05)， 
《2) 若 能 接受 瓦 。 ,接着 检验 假设 再 :mm 一 Hz， 再 ' :和 天 ji 〈 取 ax 一 0.05)， 
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18. 用 一 种 叫 " 混 乱 指标 "的 斥 度 去 衡量 工程 师 的 英语 文章 的 可 理解 性 ,对 混乱 指标 的 打 
分 越 低 表 示 可 理解 性 越 高 . 分 别 随机 选取 13 篇 刊载 在 工程 杂志 上 的 论文 ,以 及 10 篇 未 出 版 
的 学 术 报 告 ,对 它们 的 打分 列 于 下 表 : 
工程 杂志 上 的 论文 (数据 工 ) 
1 
1.87 1.74 1.94 2.56 2.29 2.49 
1.62 06 1:33 2.36 2.58 


1.96 1.69 1.70 | 2.62 2Z.41 


设 数 据 工 ,工分 别 来 自 正 态 总 体 NG yoi),， NG ,o) yp alias 均 未 知 ,两 样本 独立 . 

(1) 试 检 验 假设 再 :oil = 对 ,万 :oji 关 对 〈( 取 o= 一 0. 1). 

《2) 若 能 接受 殖 。 ,接着 检验 假设 刀 。:ma 一 i ,万 :A1 天 pe( 取 a 一 0. 1). 

19， 有 两 台 机 器 生产 金属 部 件 . 分 别 在 两 台 机 器 所 生产 的 部 件 中 各 取 一 容量 m 一 60,m， 
一 40 的 样本 , 测 得 部 件 重量 (以 kg 计 ) 的 样本 方差 分 别 为 昱 一 15. 46 , 呈 一 9. 66. 设 两 样本 相互 
独立 . 两 总 体 分 别 服从 NGCa 'oi) ,NGC , 呈 ) 分 布 .mo 〈i 一 1,2) 均 未 知 . 试 在 显著 性 水 平 
一 0.05 下 检验 假设 









未 出 版 的 学 术 报告 (数据 芽 ) 
2.39 2.51 2.86 





万 。 :01 Sa 4 互 ， :oil 盖 吧 . 
20. 设 需要 对 某 一 正 态 总 体 的 均值 进行 假设 检验 
Fo :wp 人 15， 刀 :,w<15. 
已 知 o 一 2.5. 取 vc 一 0.05. 若 要 求 当 媚 中 的 pp 委 13 时 犯 第 工 类 错误 的 概率 不 超过 8= 0. 05， 
求 所 需 的 样本 容量 . 
21. 电池 在 货架 上 洲 留 的 时 间 不 能 太 长 .下 面 给 出 某 商店 随机 选取 的 8 只 电池 的 货架 滞 
留 时 间 ( 以 天 计 )， 
108 124 124 106 138 163 159 134 
设 数据 来 自 正 态 总 体 N(0p,o ) ,pso2 未 知 . 
(1) 试 检 验 假设 再 :ps 委 125 ,本 :wx>125, 取 一 0.05. 
(2) 著 要 求 在 上 述 吾 ; 中 (pr 一 125)/o>1.4 时 , 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 超过 8=-0. 1, 求 所 
需 的 样本 容量 . 
22. 一 药 厂 生产 一 种 新 的 止痛 片 , 厂 方 希 望 验证 服用 新 药片 后 至 开始 起 作用 的 时 间 间 隔 
较 原 有 止痛 片 至 少 缩短 一 半 ,因此 厂 方 提 出 需 检验 假设 
Bo :< 委 2 ， 一 203 
此 处 mm yw 分 别 是 服用 原 有 止痛 片 和 服用 新 止痛 片 后 至 起 作用 的 时 间 间 隔 的 总 体 的 均值 . 设 
两 总 体 均 为 正 态 且 方 差分 别 为 已 知 值 中 , 吐 . 现 分 别 在 两 总 体 中 取 一 样本 Xi ，,X2 ,，…，X。， 和 
六 YY,，, 设 两 个 样本 独立 . 试 给 出 上 述 假设 鼠 。 的 拒绝 域 , 取 显著 性 水 平 为 w. 


Er 


23.， 检查 了 一 本 书 的 100 页 ,记录 各 页 中 印刷 错误 的 个 数 ,其 结果 为 





错误 个 数 太 
含 护 个 错误 的 页 数 





*。222 ， 第 八 章 假设 检验 


问 能 否认 为 一 页 的 印刷 错误 的 个 数 服从 泊 松 分 布 ( 取 一 0. 05). 
24. 在 一 批 灯泡 中 抽取 300 只 作者 命 试验 ,其 结果 如 下 ; 


寿命 th) 0 委 雪 100 100 一 上 200 200 一 上 二 300 it 一 300 
灯泡 数 121 78 43 58 


取 a 王 0. 05 , 试 检 验 假 设 
五 。 :灯泡 寿命 服从 指数 分 布 
0.005e t 之 0 

Fo=| 

0， ti<<0. 
25S. 下 面 给 出 了 随机 选取 的 某 大 学 一 年 级 学 生 (200 名 ) 一 次 数学 考试 的 成 绩 . 
(1) 画 出 数据 的 直方 图 . 
(2) 试 取 =0. 1 检验 数据 来 自 正 态 总 体 N(60,15?). 


分 数 z 20 委 zx 委 30 30 一 z< 妇 40 40<<z< 妇 50 50 一 z< 妇 60 
学 生 数 5 15 30 51 
分 数 zx 60 一 zx 委 70 70 一 z 委 80 80 一 zx 去 90 90<-z 委 100 
学 生 数 60 23 10 6 


26. 红 中 装 有 8 只 球 , 其 中 红 球 数 未 知 . 在 其 中 任 取 3 只 ,记录 红 球 的 只 数 X, 然 后 放 回 ， 
再 任 取 3 只 ,记录 红 球 的 只 数 ,然后 放 回 . 如 此 重复 进行 了 112 次 ,其 结果 如 下 : 


冰 0 1 2 3 
次 数 31 和 25 


试 取 ac 一 0. 05 检验 假设 
瑟 。:X 服从 超 几 何 分 布 


PtUx=O=()(，)/ (和 ，oa2s 


即 检验 假设 责 , : 红 球 的 只 数 为 5. 
27. 一 农场 10 年 前 在 一 鱼 塘 中 按 比例 20 : 15 : 40 : 25 投放 了 四 种 鱼 : 钥 鱼 、 鲈 鱼 、 人 竹 夹 
鱼 和 钻 鱼 的 鱼苗 ,现在 在 鱼 塘 里 获得 一 样本 如 下 : 


序号 1 2 3 4 
种 类 甸 ? 鱼 鲈鱼 人 竹 夹 鱼 钻 鱼 
数量 (条 ) 132 100 200 168 之 一 600 


试 取 a= 一 0.05 ,检验 各 类 鱼 数 量 的 比例 较 10 年 前 是 否 有 显著 的 改变 . 
28， 某 种 乌 在 起 飞 前 , 双 足 齐 跳 的 次 数 X 服从 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 
PP{X 一 z) 一 大 -1(1 一 四， z 一 1,2，， 
今 获 得 一 样本 如 下 : 
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观察 到 工 的 次 数 |48 3l1 20 9 6 5 4 2? 1 1 2? 1 0 


(1) 求 户 的 最 大 似 然 估 计 值 . 
(2) 取 = 一 0. 05 ,检验 假设 ; 瑟 。 :数据 来 自 总 体 已 (X 一 z) = 加 (1 一 站) ,zz 一 1,2,…. 
29. 分 别 抽查 了 两 球 队 部 分 队员 行李 的 重量 (kg) 为 : 


1] 队 34 39 41 28 33 


2 队 36 40 35 31 39 36 


设 两 样本 独立 且 1,2 两 队 队 员 行 李 重 基 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 . 记 两 总 体 的 均值 分 
别 为 Au ,pz , 且 Am ,pa 均 未 知 . 试 检验 假设 :五 。:m 三 6 , 事 : 二 pe (〈( 取 wa 一 0.05). 
30. 下 面 给 出 两 种 型 号 的 计算 器 充电 以 后 所 能 使 用 的 时 间 (h): 





设 两 样本 独立 且 数 据 所 属 的 两 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 ,试问 能 否认 为 型 号 A 的 计 
算 器 平均 使 用 时 间 比 型 号 忆 来 得 长 (e 一 0.01)? 
31. 下 面 给 出 两 个 工人 五 天 生产 同一 种 产品 每 天 生产 的 件数 : 


工人 A 49 52 53 47 50 
工大 五 56 48 58 46 59 


设 两 样本 独立 且 数 据 所 属 的 两 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 . 问 能 否认 为 工人 A.、 工 人 了 吾 
平均 每 天 完成 的 件数 没有 显著 差异 (ac 一 0. 1)? 

32. (1) 设 总 体 服从 NIp,100), 关 未 知 , 现 有 样本 :xz 一 16,Z 一 13. 5, 试 检验 假设 。 :ws 魏 
10,; :pp>10,(D 取 ac 一 0.05,(iD 取 a=0. 10,(iiiD 百 。 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 平 . 

(2) 考察 生长 在 老鼠 身上 的 肿块 的 大 小 .以 XXX 表示 在 老鼠 身上 生长 了 15 天 的 肿块 的 直 
径 ( 以 mm 计 ), 设 和 ~ No ) po 均 未 知 , 今 随 机 地 取 9 只 老鼠 (在 它们 身上 的 肿块 都 长 
了 15 天 ), 测 得 =4. 3,* 一 1.2, 试 取 w=0.05, 用 畏 值 检验 法 检验 假设 互 。 :wp=4.0, 瑟 | :pr 天 
4.0, 求 出 户 值 . 

(3) 用 也 值 检验 法 检验 $ 2 例 4 的 检验 问题 . 

(4) 用 嫁 值 检验 法 检验 第 27 题 中 的 检验 问题 . 
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方差 分 析 和 回归 分 析 都 是 数理 统计 中 具有 广泛 应 用 的 内 容 . 本章 对 它们 的 
最 基本 部 分 作 一 介绍 ， 


1 单 因素 试验 的 方差 分 析 


一) 蛙 因 素 试验 


在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 一 事物 的 因素 往往 是 很 多 的 . 例如 ,在 化 工 
生产 中 ,有 原料 成 分 .原料 剂量 .催化剂 .反应 温度 .压力 ,溶液 浓度 反应 时 间 、 机 
圳 设备 及 操作 人 员 的 水 平等 因素 . 每 一 因素 的 改变 都 有 可 能 影响 产品 的 数量 和 
质量 . 有 些 因素 影响 较 大 ,有 些 较 小 . 为 了 使 生产 过 程 得 以 稳定 ,保证 优质 ,高 产 ， 
就 有 必要 找 出 对 产品 质量 有 显著 影响 的 那些 因素 . 为 此 ,我 们 需 进行 试验 .方差 
分 析 就 是 根据 试验 的 结果 进行 分 析 , 鉴 别 各 个 有 关 因 素 对 试验 结果 影响 的 有 效 
记 芭 : 

在 试验 中 ,我 们 将 要 考察 的 指标 称 为 试验 指标 . 影响 试验 指标 的 条 件 称 为 因 
素 . 因素 可 分 为 两 类 ,一 类 是 人 们 可 以 控制 的 (可 控 因 素 ); 一 类 是 人 们 不 能 控制 
的 . 例如 ,反应 温度 、. 原料 剂 基 ,溶液 浓度 等 是 可 以 控制 的 ,而 测量 误差 、 气 象 条 件 
等 一 般 是 难以 控制 的 . 以 下 我 们 所 说 的 因素 都 是 指 可 控 因 素 . 因素 所 处 的 状态 ， 
称 为 该 因素 的 水 平 ( 见 下 述 各 例 ). 如 果 在 一 项 试验 的 过 程 中 只 有 一 个 因素 在 改 
变 称 为 单 因素 试验 ,如 果 多 于 一 个 因素 在 改变 称 为 多 因素 试验 . 

例 1 设 有 三 台 机 器, 用 来 生产 规格 相同 的 铝 合 金 薄 板 . 取样 ,测量 薄板 的 
厚度 精确 至 千 分 之 一 厘米 . 得 结果 如 表 9 一 1 所 示 . 

表 9 一 1 铝 合 金 板 的 厚度 


机 全 
0. 236 
0. 238 
0. 248 
0. 245 
0. 243 


机 器 了 
0. 257 
0. 253 
0. 255 
0. 254 
0. 261 


机 促 正 
0. 258 
0. 264 
0. 259 
0. 267 
0. 262 


和 aaRRRRRREERRIERRRREREEREREEREEREEREEEEREREREEEREEEREEEEEREEEEEEEERIEREEERERESEEEEREEEEEEEEEEEEEEEREEREEEEERERERREEERRRRRRRRRReReeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 和 SS 
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这 里 ,试验 的 指标 是 薄板 的 厚度 . 机 器 为 因素 ,不 同 的 三 台 机 器 就 是 这 个 因素 的 
三 个 不 同 的 水 平 .我 们 假定 除 机 器 这 一 因素 外 ,材料 的 规格 .操作 人 员 的 水 平等 
其 他 条 件 都 相同 . 这 是 单 因素 试验 . 试验 的 目的 是 为 了 考察 各 台 机 器 所 生产 的 薄 
板 的 厚度 有 无 显著 的 差异 , 即 考察 机 器 这 一 因素 对 厚度 有 无 显著 的 影响 . 如 果 碍 
度 有 显著 差异 ,就 表明 机 器 这 一 因素 对 厚度 的 影响 是 显著 的 . 口 

例 2 表 9 一 2 列 出 了 随机 选取 的 `, 用 于 计算 器 的 四 种 类 型 的 电路 的 啊 应 时 
间 ( 以 训 秒 计 )， 

表 9 一 2 ”电路 的 响应 时 间 
类 型 类 型 类 型 焉 类 型 TW 
19 15 20 40 16 17 1 


ft co 


22 2Z1 15 2 


“ 


20 33 18 1 
18 27 26 


这 里 ,试验 的 指标 是 电路 的 响应 时 间 . 电路 类 型 为 因素 ,这 一 因素 有 4 个 水 平 . 这 
是 一 个 单 因 素 的 试验 . 试验 的 目的 是 为 了 考察 各 种 类 型 电路 的 响应 时 间 有 无 显 
著 差 异 , 即 考察 电路 类 型 这 一 因素 对 响应 时 间 有 无 显著 的 影响 ， 口 
例 3 一 火箭 使 用 四 种 燃料 ,三 种 推进 器 作 射 程 试验 . 每 种 燃料 与 每 种 推进 
器 的 组 合 各 发 射 火箭 两 次 ,得 射程 如 表 9 一 3( 以 海里 计 ): 
表 9 一 3 火箭 的 射程 


推进 器 (也 ) 吾 ， 也 ， 甩 ; 


58. 2 56. 2 65. 3 
人 

52.0 41. 2 60. 8 
51. 6 


48. 4 
燃料 (A) 


48. 7 
41. 4 


54. ] 
39. 2 
28. 3 40.7 


这 里 试验 指标 是 射程 . 推进 器 和 人 燃料 是 因素 ,它们 分 别 有 3 个 ,4 个 水 平 . 这 是 一 
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个 双 因 素 的 试验 . 试验 的 目的 在 于 考察 在 各 种 因素 的 各 个 水 平 下 射程 有 无 显著 
的 差异 , 即 考察 推进 器 和 燃料 这 两 个 因素 对 射程 是 否 有 显著 的 影 啊 . 吕 ] 

本 节 限 于 讨论 单 因 素 试 验 . 我 们 就 例 1 来 讨论 . 在 例 1 中 ,我们 在 因素 的 每 
一 个 水 平 下 进行 独立 试验 ,其 结果 是 一 个 样本 . 表 中 数据 可 看 成 来 自 三 个 不 同 总 
体 ( 每 个 水 平 对 应 一 个 总 体 ) 的 样本 值 . 将 各 个 总 体 的 均值 依次 记 为 ma ,ma ,Ama. 按 
题 意 需 检验 假设 

再 :AM 一 Ap 一 As， 
克 ， :IE 3 不 全 相等 . 

现在 进而 假设 各 总 体 均 为 正 态 变量 , 且 各 总 体 的 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 那么 
这 是 一 个 检验 同方 差 的 多 个 正 态 总 体 均 值 是 否 相 等 的 问题 . 下 面 所 要 讨论 的 方 
差分 析 法 ,就 是 解决 这 类 问题 的 一 种 统计 方法 . 

现在 开始 讨论 单 因 素 试验 的 方差 分 析 . 设 因 素 A 有 个 水 平 4 ,4: ,…,4,, 在 
水 平 AiG 三 1,2,…,s) 下 ,进行 艺 ( 思 全 2) 次 独立 试验 ,得 到 如 表 9 一 4 的 结果 . 


表 9 一 4 
AAA， A， se 及， 
观察 结果 

从 11 入 1 3 泰 1 

入 zi 及 22 及 2 

1 愉 w2 全， 

样本 总 和 ! 本 和 
样本 均值 这 汪汪 症 。 

总 体 均 值 PtI 2 As 


我 们 假定 :各 个 水 平 4i(7 一 1,2,…,s) 下 的 样本 X5，Xz，…，Xoi 来自 具有 
相同 方差 c ,均值 分 别 为 记 G 王 1,2,…,s) 的 正 态 总 体 NG yo ) ui 与 cc: 未 知 . 
且 设 不 同 水 平 4 下 的 样本 之 间 相 互 独立 . 

由 于 Xi 一 NA, 于 )， 即 有 Xi 一 上 一 入 (0 ) , 故 其 ， 一 由 可 看 成 是 随机 误 
差 . 记 Xw 一 屿 一 6 ， 则 X 可 写成 

入 5 一 /5 十 gejy， 
6 ~ 和 (0, 史 ) ,各 旨 独 立 ， 卫 . |) 
1 一 ]， 2 1 7 一 1] 2，…5， 


其 中 mm 与 vc: 均 为 未 知 参数 . (1. 1) 式 称 为 单 因 素 试验 方差 分 析 的 数学 模型 . 这 


一 -一 
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是 本 节 的 研究 对 象 . 
方差 分 析 的 任务 是 对 于 模型 (1. 1)， 
1 检验 个 总 体 NGa ,天 ) ,NGC so) 的 均值 是 否 相 等 , 即 检 验 假 设 
Fo:pua 一 po 一 一 
互 ; :ja ,pz As 不 全 相等 . 
2 作出 未 知 参数 mp ,Aso 的 估计 . 
为 了 将 问题 (1. 2) 写成 便于 讨论 的 形式 ,我 们 将 A yp yy 上 As 的 加 权 平 均值 


元 >mup 记 为 ,如 


(1. 2) 


] 号 
和 ]， 
及 4 (1. 3) 


其 中 = 之 古 称 为 总 平均 . 再 引入 
8 一 所 一 wp， 了 一 1,2， 5， (1.4) 
此 时 有 ma 十 ?0 十 … 十 76, 一 0,6 表示 水 平 4 下 的 总 体 平 均值 与 总 平均 的 
老 异 ,习惯 上 将 8 称 为 水 平 4; 的 效应 . 
利用 这 些 记 号 ,模型 (1.1) 可 改写 成 
Ai 一 /十 和 十 6， 
ej ~ NO ) ,各 ep 独立 ， 
1 一 12， yj 一 1 25， 3 


一 0. 
ij=] 


而 假设 (1. 2) 等 价 于 假设 
Po:0 一 2 一 … 一 人 一 0， 
万 ; :0 ,6 0, 不 全 为 零 . 
这 是 因为 当 且 仅 当 站 一 上 三 一 扩 时 让 二 六 即 人 二 0 三 1,2 5. 


一) 平 万 和 的 分 解 


下 面 我 们 从 平方 和 的 分 解 着 手 , 导 出 假设 检验 问题 (1. 2)” 的 检验 统计 量 . 
引入 总 例 差 平 方 和 


(1. 2)7 


97 一 SS 一 着 )2， 业 攻 :多 
JJ 一 1 【1 一】 
-1 志 忌 
其 中 2 1X (1.6) 


是 数据 的 总 平均 . Sr 能 反映 全 部 试验 数据 之 间 的 差异 ,因此 Sr 又 称 为 总 变 差 . 
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又 记 水 平 A; 下 的 样本 平均 值 为 X.,，, 即 


一 1] 上 
X.， 一 一 之 1XW， (1.7) 


Ji 一 ] 


我 们 将 Sr 写成 


7 一 SS 一 改 .) 十 〔( 革 . 一 袍 ) 下 


一 ] fs] 


- 立 2ox 0 PP 一 X): +2 守 阅 一 和 )(X. 一 X). 


了 到】 ia】 


注意 到 上 式 第 三 项 ( 即 交 叉 项 ) 
2 一 X.)(CX. 一 X) 


了 了 一] 


= 2 袜 G， -为 [cx 一 X.) ]= ?并 - 丽 (2x 一 miX.) 一 0. 


于 是 我 们 就 将 Sr 分 解 成 为 
9T 一 9F 十 SA， (1. 8) 


其 中 Ss = SS 一 Xi)2， (1. 9) 
1 一 ] 


SA 一 SS 一 X)2: 一 一 X): 一 SS 一 MMX? 《〈1. 10) 
二 1 


J 一 1 i=] j 一 j 一 ] 


上 述 Ss 的 各 项 (Xi 一 X.))2 表示 在 水 平 4 下 ,样本 观察 值 与 样本 均值 的 差异 ,这 
是 由 随机 误差 所 引起 的 . Se 叫做 误差 平方 和 . SA 的 各 项 mw (X., 一 X): 表示 A, 水 
平 下 的 样本 平均 值 与 数据 总 平均 的 差异 ,这 是 由 水 平 A, 的 效应 的 差异 以 及 随机 
误差 引起 的 . S* 叫做 因素 4 的 效应 平方 和 . (1. 8) 式 就 是 我 们 所 需要 的 平方 和 分 
解 式 . 


三) Ss ,Sa 国 统计 特性 


为 了 引出 检验 问题 (1. 2) 的 检验 统计 量 ,我 们 依次 来 讨论 Ss,Sx 的 一 些 统 
计 特 性 . 先 将 Sz 写成 


Se 一 记 1(Xa 一 大 72 十 … 十 之 (Xe 一 性 .2 (了 
注意 到 > (Xi 一 X.)2 是 总 体 NGC , 吧 ) 的 样本 方差 的 六 一 1 倍 , 于 是 有 
1 一 】 


ex 一 辟 7) 


人 
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因 各 Xi 相互 独立 , 故 (1. 11) 式 中 各 平方 和 相互 独立 .由 X 分 布 的 可 加 性 知 
等 一 X( 袜 mw 一 D)， 


即 2 (1.12) 


这 里 ?一 > ,. 由 (1.12) 式 还 可 知 ,Se 的 自由 度 为 一 s, 且 有 
FE(CSr) 王 (7 一 5) 玉 ， (1. 13) 


下 面 讨论 S。 的 统计 特性 ,我 们 看 到 S, 是 * 个 变量 Vi (X. 一 X) (Cj 一 1， 
2,…,s) 的 平方 和 ,它们 之 间 仅 有 一 个 线性 约束 条 件 


阅 历 [V 厅 (G， 二 本 六 六 一 去 二 


故 知 S， 的 自由 度 是 一 1 加 
再 由 (1.3),(1.6) 及 X 的 独立 性 , 知 


~ N 人 (二 ) 《1. 14) 
E(SA) 一 E[ > mw 天 2 一 必 : |= SECX2) 一 ME(CX2) 
一 了 一】 
 ， 2 2 
二 之 | 生 十 人 二 2 二 光 (天 十 局 ) 
一 (s 一 1)o 0 十 zi 十 SS 一 7VL 。 
Jj 一 ] j 一 1 


由 (1.1) 式 > ,mn6i 一 0, 故 有 
) 一 1 


FE(SA) 一 (一 1)o2 十 0 (1. 15) 
进一步 还 可 以 证 明 Sa 与 Sz 独立 , 且 当 B。 为 真 时 
六 一 2G 一 1 《本 有 


(证 略 ) 
四 ) 假设 检 葡 问题 的 拒绝 城 


现在 我 们 可 以 来 确定 假设 检验 问题 (1. 2)” 的 拒绝 域 了 . 
由 (1.15) 式 知 , 当 五。 为 真 时 


E( 过 34 )= ，， (1. 17) 


| 
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即 -> 是 玉 的 无 偏 估计 . 而 当 刀 为 真 时 , > mn8; > 0, 此 时 





S  、  ， 1 志 ，、， 
E( 一 所 )= +iT2Zn2 >。 到 
又 由 (1. 13) 知 ， 
9E 


BE(--)=o， (1. 19) 





即 不 管 瑟 。 是 否 为 真 , -2E_ 都 是 2 的 无 偏 估计 . 





综 上 所 述 ,分 式 正 一 经 7 一。 的 分 子 与 分 母 独立 ,分 母 -3 不论 再 是 


否 为 真 ,其 数学 期 望 总 是 王 . 当 豆 。 为 真 时 ,分 子 的 数学 期 望 为 呈 , 当 如, 不 真 时 ， 
由 (1. 18) 式 分 子 的 取 值 有 偏 大 的 趋势 . 故 知 检验 问题 (1. 2)' 的 拒绝 域 具有 形式 
Ga/ (5 下 

SF (7 人 5) 全 
其 中 上 由 预先 给 定 的 显著 性 水 平 c 确定 . 由 (1.12),(1. 16) 式 及 ss 与 S, 的 独立 
性 知 , 当 万。 为 真 时 ， 


瑟 一 





Da/(s 一 1) 2 演 们 
Sg/(? 一 5) 一 1/ 7 一 4 人 
由 此 得 检验 问题 (1. 2)” 的 拒绝 域 为 
S4/(s E 国有 疏 二 二 
下 一 Ta 之 了 (5 一 1,72 一 S)。 《1. 20 ) 


上 上 述 分 析 的 结果 可 排 成 表 9 一 5 的 形式 , 称 为 方差 分 析 表 . 
表 9 一 5 单 因 素 试 验方 差分 析 表 


方差 来 源 平方 和 均 方 | 忆 比 
， S， 


因素 A 


误 状 





表 中 Sa = SA/( 一 1),Ss = Se/( 一 5) 分 别称 为 S, ,Sr 的 均 方 . 另外 , 因 在 
Sr 中 ?个 变量 Xi 一 X 之 间 仅 满足 一 个 约 东 条 件 (1.6), 故 Sr 的 自由 度 为 盖 一 1 

在 实际 中 ,我 们 可 以 按 以 下 较 简 便 的 公式 来 计算 Sr,S。 和 St， 

忆 卫 。， 2 ,7 一 1,2，……，5， 了 . ， 王 3 人 


je1 ii=1 
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即 有 
”1 一 - 3 本 人 :2 
Sr 一 >》，>X; 一 必 一 夺 一 一 ， 
了 j 王 ] [mm] j 一 1 ;一 ] 
cm 作 误 了 
QA ee 他 机 时 7 入 人 之 | 有 了 9 
or 一 一 97 一 94。 


例 4 设 在 例 1 中 符合 模型 (1. 1) 条 件 ,检验 假设 (a 王 0.05) : 
io :pi 一 Ha 一 [3， 
媚 :Am ,pa ,pa 不 全 相等 ， 

解 现在 ss 一 3,m 一 ?zt 一 1 一 5) 姑 一 15， 


一、 ， 
Sr 之 之 太一 瑟 


J 一 1 1 
二 8 
一 0.963 912 一 RE 0. 001 245 33， 


3 


呈 2 


了 mm] 开 1 好 


攻 二 (1 21: 十 1.28: 十 1.312) 一 3.82:/15 


一 0.001 053 33， 
5 一 57T 一 9 一 0.000 192. 
Sr,Sa,Ss 的 自由 度 依次 为 2 一 1 一 14,s 一 1 一 2,2 一 5 一 12, 得 方差 分 析 表 如 下 
表 9 一 6 例 4 的 方差 分 析 表 


因素 0. 001 053 33 2 0.000 526 67 32. 92 
误差 0. 000 192 12 
总 和 | 0.001 245 33 4 | 


因 Fu(2,12) 一 3.89 一 32.92, 故 在 显著 性 水 平 0.05 下 拒绝 互 ,, 认 为 各 台 机 器 


生产 的 薄板 厚度 有 显著 的 差异 . 口 
4 五 ) 未 知 参 数 的 估计 
上 面 已 讲 到 过 ,不 管 机 是 否 为 真 ， 
“> 9 
= -2 





是 c 的 无 偏 估计 . 
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又 由 (1.14),(1.7) 式 知 


E( 双 ) 一 wp，E(X) 一 二 > ECX) 一 内 必 一 1, 2 


721 ii 二 1 
故 了 一 X， 局 一 5 分 别 是 mw 9 /0i 的 无 偏 估计 . 
又 若 拒 绝 五 。 ,这 意味 着 效应 OO ，…，0， 不 全 为 零 . 由 于 
0i 一 一 Al 7 了 一 1,2，35， 


知 8 = X. 一 和 是 5 的 无 偏 估计 . 此 时 还 有 关系 式 


> 下 0 一 用 一 0 
当 拒 绝 互 。 时 , 常 需要 作出 两 总 体 No 至) 和 NG) 天 有 的 均值 差 ji 
一 入 一 0 一 和 的 区 间 估 计 . 其 做 法 如 下 . 


由 于 忆 (X. 一 Xe) 三 万 一 内 ， 
D(X. 一 X) 一 z( 寺 十 二 )， 


由 第 六 章 附 录 知 广 , 一 广 , 与 c: = Se/ 一) 独立 .于 是 


(及 一 及。 ) 《Ai 一 At) 


人 


四 Ce 一 的 二 全 | 受 /o-y 人 
= 一 - 7 2 同一 
据 此 得 均值 差 六 一 和 二 人 一 2 的 置信 水 平 为 1 一 ax 的 置信 区 间 为 


人 Vs( 却 十 于) (1. 22) 
例 5 求 例 4 中 的 未 知 参 数 叶 ,mi ,680 一 1,2,3) 的 点 估计 及 均值 差 的 置信 
水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

解 过 一 Se/( 一) = 0.000016， 

内 一 工 ; 一 0.242, 六 一 元 : 一 0.256, 入 一元 一 0.262, 2 一 工 一 0. 253， 

8 一 元: 一 工 一 一 0.011, 2 一 元 ;一 工 二 0.003，8 一元; 一 过 一 0. 009. 
均值 差 的 区 间 估 计 如 下 : 
由 tox (2 一 5) 一 too(12) 一 2.178 8 得 


芭 5 /5( 二 + 二 = 2.178 8 /16X10-5 色 二 = 0.006， 
好 ; 7 5D 


故 j ay 3 及 1 ”3 的 置信 水 平 为 OP95 的 置信 区 间 分 别 为 
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《0. 242 一 0. 256 士 0.006) 三 《一 0.020 ,一 0.008)， 
《0. 242 一 0. 262 士 0.006) 一 (一 0.026 ,一 0.014)， 
(0. 256 一 0. 262 士 0. 006) 一 (一 0. 012 ,0). 
例 6 设 在 例 2 中 的 四 种 类 型 电路 的 啊 应 时 间 的 总 体 均 为 正 态 , 且 各 总 体 
的 方差 相同 ,但 参数 均 未 知 . 又 设 各 样本 相互 独立 . 试 取 显著 性 水 平 c = 0. 05 检 
验 各 类 型 电路 的 啊 应 时 间 是 否 有 显著 差异 . 
解 分别 以 由 ,pypa yp 记 类 型 工 , 工 , 亚 ,JV 四 种 电路 响应 时 间 总 体 的 平 
均值 . 我 们 需 检 验 (a 三 0.05) 
夺 o :ja 一] 一 pa 一 Ai， 
页; :pa ,pz ,pa ya 不 全 相等 . 
现在 2 一 18,s 王 4,7 一 1 一 1 一 5,7 一 3， 


Sr 一 > > 好 一 工 . = 8 992 一 386:/18 = 714. 44， 


了 一 1 一 1 18 
人 
= 一 ee 人 
9 二 ni 18 


是 ， ,5923 386: 
| 言 C94 十 1412 十 922) 十 人 = 一 318. 98， 


SF 一 97 二 SA mm 395. 46， 
Sr,SaAyss 的 上 自由 度 依 次 为 17,3,14, 结 果 载 于 表 9 一 7. 
表 9 一 7 0 


方差 来 源 | 平方 和 | 自由 度 F 比 
因素 318. 98 司 33 3. 76 


因 Foo(3,14) 一 3.34 一 3.76, 故 在 显著 性 水 平 0.05 下 拒绝 妃 ,认为 各 类 
型 电路 的 啊 应 时 间 有 显著 差异 . 口 


2 双 因 素 试 验 的 方差 分 析 


本 节 介 绍 双 因素 试验 的 方差 分 析 . 


〈 一 ) 双 因 素 等 重复 试验 的 方差 分 析 
设 有 两 个 因素 人 ,了 3 作用 于 试验 的 指标 . 因素 4 有 个 水 平 A,,A, ,…,A,, 因 
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素 忠 有 s 个 水 平 Bi,B: ，… 
2 ?7)1 一 1],2，， 
结果 . 


RERETE 
4 


入 121 及 122 二 
… 及 12 


有 221 ， 从 222 9 


Xi1ll 全 12 9 
11 


从 z11， 人 党 2lz， 


4， 
站 及 ol， 间 日 碳 ， 及 >2， 间 市 二 从 2 
。 。 
# ， 


及 -11 及 -1? 9 义 21 ， 及 22 9 





人， “9 


并 设 
太 站 一 NGC) 一 12 7r31 一 1 2 

各 Xi 独立 . 这 里 ,mo 均 为 未 知 参数 . 或 写成 
入 让 一 /1 十 Eik， 
ef 一 NG0,o) ,各 sk 独立 ， 
1 一 1,2,…7ri1 一 25; 
R 一 1,2……:[ 

引入 记号 


1 一 1 一 1 
二 
ii 3 Ri 2 一 1,2， 1 太 ， 
本 


> va 二 一 0 ， 


+ 一 ] 


>p 一 0. 


称 /为 总 平均 , 称 ui 为 水 平 A, 的 效应 , 称 有 为 水 平 吾 ， 的 效应 


成 


Si 尺 一 


现 对 因素 A, 了 3 的 水 平 的 每 对 组 合 (A， ,五 ) ) yt -一 二 志 
,都 作 上 (二 2) 次 试验 ( 称 为 等 重复 试验 ) ,得 到 如 表 9 一 8 的 


及 1 及 1 9 
大 和 和 


及 2 ,及 2 9 


及 sl 区, 全 9 
委 大 和 了 


1 2 


《2. 1) 


这 样 可 将 Di 表示 
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17 一 有 十 ai 十 房 十 4 人 一 Ai 一 Ai 十 Ah)， 
1 一 1 27 7 一 1, 2 …，3， 
记 Ji 一 几 一 Ai 一 Ai 十 ALL 一 12 7 一 1,2Z… 35， (2 3 
此 时 


《2 2 1) 


一 人 十 ai 十 记 十 访 ， (2.4) 
六 称 为 水 平 4A, 和 水 平 吾 ; 的 交互 效应 ,这 是 由 A,, 忆 搭配 起 来 联合 起 作用 而 引 
起 的 . 易 见 


人 
it 一 ] 


汐 一 0， ; 一 ,2 人 太 。 
)=1 
这 样 ,(2.1) 可 写成 
及 议 一 十 十 让 十 yy 十 Eik， 
Eiik 一 N(0,o) ,各 蕊 庆 独立 ， 
2 一 1 27371 一 1 2 5 一 1 ,21， 《2. 5) 


va 一 0， 之 0 之/O 0, 之 / 一 0， 
其 中 Paiy 语 7 及 都 是 未 知 参 数 ， 
《2.5) 式 就 是 我 们 所 要 研究 的 双 因 素 试 验方 差分 析 的 数学 模型 . 对 于 这 一 
模型 我 们 要 检验 以 下 三 个 假设 : 
(7 的 


(2.6) 
末 1| 2 人 1 9， 愉 2 9 ”位 不 全 为 零 ， 
琳 。。 ， 一 > -一 。es -一 | 一 0， 
| oa 上 人 内 
万 ,> : 应 ,应 9 不 全 为 零 ， 
人 Mi 一 is 一 … 一 7 一 0， (2 8) 
万 :yyyaz yn 不 全 为 零 . 


与 单 因素 情况 类 似 , 对 这 些 问 题 的 检验 方法 也 是 建立 在 平方 和 的 分 解 上 
的 . 先 引 入 以 下 的 记号 : 
X= = ， 


1753 5 二 1 < 窗 -| 


品 - 
生 


= 二 >Xw， 1 一 |] 2731 一 1257 
一 1 


ie。 =- 工 六 > Xw， 1 一 1 27 


j=1 A=1 


z| 
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一 1 25 


is 上 一 1 


再 引入 总 偏差 平 方 和 ( 称 为 总 变 差 ) 
S7 二 症 >Cxe - 一 X):. 


1 一 ] 一】 大 一 


我 们 可 将 Sr 写成 
Sr 一 SYSSAUC 一 X): 


i=] 一 1] 太一] 


SR 0 


Fl 1 大 1 


十 (X .一 革 .. 一 和 十 瑟 ) 了 


到 六 > 一 Xy,) SR 一 正六 


+mG 一 X) > 一 Xi 一 Xi 十 X)2， 
即 得 平方 和 的 分 解 式 


ST 一 Se 十 Si 十 S 十 Soa， (2. 9) 
其 中 Se 一 袜 袜 xs 一 XX,)2， 人 
SA = =(. 0 (2.11) 

S5 二 ztC 一 以 )2 ， (2. 12) 

SAxa 一 SS 一 居 .. 一 蚌 , 十 刁 )2. (2. 13) 


Sz 称 为 误差 平方 和 ,Sa,Sas 分 别称 为 因素 A .因素 召 的 效应 平方 和 ,Saxs 称 为 A， 
刀 交互 效应 平方 和 . 

可 以 证 明 Sr,Srs,9a,Sas,Saxs 的 自 由 度 依 次 为 一) 一 ]】， 
RE 有 








E( 二 党 ) 一 ， (2. 14) 
二- 

ss -+ (2. 15) 
于 

(本 )- “+ 全 有 (2. 16) 
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. 习 立 7 

内 汉 品 it 一 ] 一 ] 

Te 人 

一 厅 。) 下 O 为 真 时 ,可 以 证 明 
S4/(Cr 一 1) 


一 一 工人 (7 一 1,754t 一 1))。 


Ss/ (Crstt 一 1)) 
取 显 著 性 水 平 为 ,得 假设 互 o 的 拒绝 域 为 


_Sa/Cr 一 1) ~ 四 
SR 之 一 


类 似 地 ,在 显 堵 性 水 平 xc 下 ,假设 责 。 的 拒绝 域 为 


Sa 一 1) 
0 站 二 
人 1 之 了 es 1,7stt 一 1)) 


在 显著 性 水 平 C 下 ,假设 互 o3 的 拒绝 域 为 


开 本 ”SAxB/ACGr 一 1)(s 一 1)) 
人 Seg/ (zs(Ct 一 1)) 


as 一 


人 


上 述 结 果 可 汇总 成 下 列 的 方差 分 析 表 : 
表 9 一 9 双 因 素 试验 的 方差 分 析 表 








本 __ hx 
0 CO 





5 


记 = 立 袜 >xw， 


有 一】 不 三 


xu， 1 一 1 ,4 ,7 计 2 


=- 立 Zxw， 二 一， 辫 5 as 


1] 上 


= 立 2xw， 7 一 1 2 


+ 一] 大 一 


我 们 可 以 按 照 下 述 (2. 22) 趟 来 计算 上 表 中 的 各 个 平方 和 . 
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(2. 1 7) 


( 2。 18) 


2 


《2. 20) 


《2Z.。21) 


F 比 


F 一 末 


np1 
中 


Fe 一 2 


〇 4AxB 
正 AxB 一 一 一 
已 
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六 5 下 了 
2 
i=1 7=1 二 1 1 
1 < 一 
94 ee ie 
红 7 


四 ER 人 
58 一 去 之 /7 73t “ 


54axa 一 ( 荆 袜 袜 攻 173t )- 和 


wF 一 7T 一 SA 一 6 一 9hxa。 
例 1 在 上 一 节 例 3 中 ,假设 符合 双 因 素 方差 分 析 模 型 所 需 的 条 件 . 试 在 显 
著 性 水 平 0.05 下 ,检验 不 同 燃料 (因素 A) 不 同 推进 器 (因素 B) 下 的 射程 是 否 
有 显著 差异 ?交互 作用 是 否 显著 ? 
” 解 需 检验 假设 吾 ,Ho ,Ho ( 见 (2.6) ~ (2.8)).T. ,Ti Ti ,T， 的 


计算 如 表 9 一 10. 
本 出 
65. 3 
内) -Go 8) 1 ] ) 334, 3 
49. 1 
AAA 4 8 9) 104 生 ) 《100) 296. 5 


342. 4 


裹 9 一 10 


/ 
人 
人 





4a3 ,G18 4) 044.1 


及 4 47. 3) 51 0 “ao9 2) 346. 6 


了 。 关 468, 4 455. 3 396. ] 1 319. 8 


表 中 括 弧 内 的 数 是 Ti 现在 > 一 4,s 一 3, 一 2, 故 有 


| 
二 
cn 


Sr 一 (58.2: 十 52. 62 十,… 十 41.42) 一 二 3 人 =- 2 638.298 33， 
SA 一 亢 (334. 3 十 296. 5: 十 342. 4? 十 346. 62) 一 二 = 261. 675 00， 
Se= 寺 (468. 生 十 455.3: 十 396.12) 一 1 二 -- 370. 980 83， 

1 319. 8: 


一 4 一 9s 一 1768.692 50， 





Suwa= 六 (110.8 十 91.% 十 …… 十 90 让 党 
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SF 一 7 Se Ga 一 95 ee xp 一 2360. 950 00， 


得 方差 分 析 表 如 下 : 
表 9 一 11 例 1 的 方差 分 析 表 





因素 4 261. 675 00 87. 225 0 FA 一 4.42 
(燃料 ) 
因素 如 370. 980 83 2 185, 490 4 Fa 一 9. 39 
(推进 器 ) 
交互 作用 4AXBB 1 768. 692 50 6 294.782 1 FAxa 一 14,9 
误差 236. 950 00 二 19.745 8 


和 | 26s8 zz | 2 | 


由 于 Fu(3,12) 一 3.49< Fi ,Fu(2,12) 一 3.89 一 Fes, 所 以 在 显著 性 水 平 a 
一 0.05 下 ,我 们 拒绝 假设 互 。 ,五 , 即 认 为 不 同 燃料 或 不 同 推进 器 下 的 射程 有 
显著 差异 . 也 就 是 说 ,燃料 和 推进 器 这 两 个 因素 对 射程 的 影响 都 是 显著 的 .又 ， 
Fuos(6,12) = 一 3.00 一 Faxs, 故 拒绝 五。. 值得 注意 的 是 ,Fuoo(6,12) 一 8.38 也 
远 小 于 Fasxa 一 14. 9. 故 交 互 作 用 效应 是 高 度 显 著 的 . 从 表 9 一 10 可 以 看 出 ,4A， 
与 B, 或 A: 与 B 的 搭配 都 使 火箭 射程 较 之 其 他 水 平 的 搭配 要 远 得 多 . 在 实际 中 
我 们 就 选 最 优 的 搭配 方式 来 实施 . 口 

例 2 在 某 种 金属 材料 的 生产 过 程 中 ,对 热处理 温度 (因素 吾 ) 与 时 间 ( 因 素 
4) 各 取 两 个 水 平 , 产 品 强度 的 测定 结果 (相对 值 ) 如 表 9 一 12 所 示 . 在 同一 条 件 
下 每 个 试验 重复 两 次 . 设 各 水 平 搭配 下 强度 的 总 体 服从 正 态 分 布 且 方 差 相 同 . 各 
样本 独立 . 问 热 处 理 温度 、 时 间 以 及 这 两 者 的 交互 作用 对 产品 强度 是 否 有 显著 的 
影响 ( 取 uc 一 0.05)? 


表 9 一 12 
38.0 47.0 
A， (76.6) (91. 8) 168. 4 
38.6 44. 8 
45. 0 42. 4 
A， (88. 8) (83. 2) 172 
43.8 40. 8 
| 半生 165. 4 175 340. 4 


解 按 题 意 需 检 验 假 设 (2.6) 一 (2. 8) , 作 计 算 如 下 ， 
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2 
Sr 一 (38.0: 十 38.6: 十 … 十 40.82) 一 一 71.82， 
2 
本 元 (168. 42 十 1722 ) 一 0 
2 
二 邯 (165， 42 十 1752 ) 一 二 


Saxs 一 14 551.24 一 14 484.02 一 1.62 一 11.52 王 54.08， 
9 一 9T 一 4A 一 8 一 hxB 
一 71.82 一 1.62 一 11.52 一 54.08 一 4.6. 
得 方差 分 析 表 如 下 : 


表 9 一 13 例 2 的 方差 分 析 表 由 





由 于 Fuoi(1,4) 一 7.71, 所 以 认为 时 间 对 强度 的 影响 不 显著 ,而 温度 的 影响 显 
著 , 且 交互 作用 的 影响 显著 . 国 


《一 ) 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 


在 以 上 的 讨论 中 ,我们 考虑 了 双 因 素 试验 中 两 个 因素 的 交互 作用 . 为 要 检验 
交互 作用 的 效应 是 否 显著 ,对 于 两 个 因素 的 每 一 组 合 (A,,B,) 至 少 要 做 2 次 试 
验 . 这 是 因为 在 模型 (2.5) 中 , 若 & 王 1,y 十 eir 总 以 结合 在 一 起 的 形式 出 现 , 这 
样 就 不 能 将 交互 作用 与 误差 分 离开 来 . 如 果 在 处 理 实际 问题 时 ,我 们 已 经 知道 不 
存在 交互 作用 ,或 已 知 交 互 作用 对 试验 的 指标 影响 很 小 , 则 可 以 不 考虑 交互 作 
用 . 此 时 ,即使 & 王 1, 也 能 对 因素 A .因素 召 的 效应 进行 分 析 . 现 设 对 于 两 个 因素 
的 每 一 组 合 (4A,,Bi) 只 做 一 次 试验 ,所 得 结果 如 下 : 


中 ”在 实际 应 用 中 ,总 是 先 计 算 Faxs, 对 交互 作用 进行 检验 . 如 果 交 互 作 用 不 显著 , 则 将 AX 了 一 栏 
的 平方 和 与 自由 度 分 别 加 到 误差 这 一 栏 中 去 ,重新 计算 FA,Fs, 用 新 的 FA,Fs 对 因素 4A, 因 素 纽 进行 检 
验 , 
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表 9 一 14 
吾 
因素 日 有 二 B 
因素 4 
及 | 大)1 Xi 下 及 1， 
4， 及 21 从 22 及 2 
A 及 :1 及 及 = 
并 设 


入 ij 人 NGC 9 
各 和 ， 独立 ， 1 一 1,2 7 一 1 2…，3， 


其 中 心 % 均 为 未 知 参 数 . 或 写成 
Aiy 一 /十 6j， 1 一 1 2…7; 
7 了 一 1,2，……，5， 
sj 一 NO )， 
各 si 独立 . 
沿用 (一 ) 中 的 记号 ,注意 到 现在 假设 不 存在 交互 作用 ,此 时 y 一 0,i 一 1， 
2,…，rij 一 1,2,…,5s. 故 由 (2.4) 式 知 5 一 A 十 ai 十 8. 于 是 (2.23) 可 写成 
二 
6 一 和 NG) 各 es 独立 ， 
人 


而 二 0, 过 一 0. 
全 


这 就 是 现在 要 研究 的 方差 分 析 的 模型 . 对 这 个 模型 我 们 所 要 检验 的 假设 有 以 下 
两 个 : 


《2. 23) 


《2. 24) 


al 一 az 一 … 一 or 一 0， (2_ 25) 
本 ii : Cl yQ2 9 ”Cr 不 全 为 零 

五 。 一 一 ……， 一 用 三 日 

0 (2. 26) 
万 ,: : 及 应 ，…， ) 及， 不 全 为 零 . 


与 在 (一 ) 中 同样 的 讨论 可 得 方差 分 析 表 如 下 : 
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取 显 著 性 水 平 为 w, 得 假设 Hu :au =o 一 … 一 ao 一 0 的 拒绝 域 为 


人 
9F 
假设 妃 。: : 计 一 应 一 … 一 有 一 0 的 拒绝 域 为 
二 
SF 


表 9 一 15 中 的 平方 和 可 按 下 述 式 子 来 计算 : 


Sr 一 WE 
1 一 ] 二 1] 
人 
> (2. 27) 
hp -一 了 和 


7 到 1 7 


SF 一 ST 一 94 一 95， 


其 中 了 ,一 3 二 了 ee Se z 一 1, 0yisy7y 
J 二 1 


ti] 了 呈 】 


1 ] 一 1 2，…，5 


1 一 1 


例 3 下 面 给 出 了 在 某 5 个 不 同 地 点 、 不 同时 间 空 气 中 的 颗粒 状 物 ( 以 
mg/m* 计 ) 的 含量 的 数据 : 


2” 双 因素 试验 的 方差 分 析 "243 。 





因素 如 (地 点 ) 
] 2 3 4 5 下 

因 1975 年 10 月 331 
1976 年 1 月 376 
时 1976 年 5 月 290 
间 
Y 1996 年 8 月 278 

289 251 308 227 200 1] 275 


设 本 题 符 合 模型 (2. 24) 中 的 条 件 . 试 在 显著 性 水 平 c = 0. 05 下 检验 :在 不 同时 
间 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 无 显著 差异 ,在 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 
无 显著 差异 . 

解 “ 按 题 意 需 检验 假设 (2.25)、(2. 26). T. , 工 , 的 值 已 算出 载 于 上 表 . 现 
在 > 一 4,5 一 5. 由 (2.27) 得 到 ， 





2 
二 76: 十 67 十 光 十 372 一 二 50 二 3 571.75， 
2 
8 二 二 (331 十 3762: 十 290: 十 2782) 1 1182. 95， 
2 
和 二 (289: 十 251: 十 十 2002) 一 1 5 一 1 947.50， 
S =3571.75 一 (1 182.95 十 1 947. 50) 一 441. 30. 


得 方差 分 析 表 如 下 : 


表 9 一 16 例 3 的 方差 分 析 表 






94A 一 1 182.95 Fa 一 10.72 






因素 召 Fa 一 13.24 


误差 


98 一 1 947.50 





9F 一 441. 30 12 


由 于 Foo(3,12) = 一 3.49 一 10.72,Fuos(4,12) = 3.26 一 13. 24, 故 拒 忽 
Ho 及 厂 。, 即 认为 不 同时 间 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 ,也 认为 不 同 地 
氮 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 . 即 认为 在 本 题 中 ,时 间 和 地 点 对 颗粒 状 物 
的 含量 的 影响 均 为 显著 . 口 
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3 一 元 线性 回归 


在 客观 世界 中 普 所 存在 着 变量 之 间 的 关系 .变量 之 间 的 关系 一 般 来 说 可 分 
为 确定 性 的 与 非 确定 性 的 两 种 . 确定 性 关系 是 指 变量 之 间 的 关系 可 以 用 函数 关 
系 来 表达 的 . 另 一 种 非 确定 性 的 关系 即 所 谓 相 关 关 系 . 例如 和 人 的 身高 与 体重 之 间 
存在 着 关系 ,一般 来 说 ,人 高 一 些 , 体 重要 重 一 些 , 但 同样 高 度 的 人 ,体重 往往 不 
相同 . 人 的 血压 与 年 龄 之 间 也 存在 着 关系 ,但 同年 龄 的 人 的 血压 往往 不 相同 . 气 
象 中 的 温度 与 湿度 之 间 的 关系 也 是 这 样 . 这 是 因为 我 们 涉及 的 变量 (如 体重 、 耸 
压 湿度) 是 随机 变量 ,上 面 所 说 的 变量 关系 是 非 确 定性 的 . 回归 分 析 是 研究 相 
关 关 系 的 一 种 数学 工具 . 它 能 帮助 我 们 从 一 个 变量 取得 的 值 去 估计 另 一 变量 所 
取 的 值 . 


《一 ) 一 元 线性 回归 


设 随 机 变量 Y 与 zx 之 间 存 在 着 某 种 相关 关系 . 这 里 ,z 是 可 以 控制 或 可 以 精 
确 观 察 的 变量 ,如 年 龄 .试验 时 的 温度 .施加 的 压力 .电压 与 时 间 等 . 换 句 话说 我 
们 可 以 随意 指定 个 值 xl ,zz ,… ,zs. 因 此 我 们 干脆 不 把 zx 看 成 是 随机 变量 ,而 
将 它 当 作 普 通 的 变量 .本 章 中 我 们 只 讨论 这 种 情况 . 

设 随 机 变量 YY ( 因 变 量 ) 与 普通 变量 
Zz( 上 和 目 变 量 ) 之 间 存 在 着 相关 关系 ,由 于 Y 
是 随机 变量 ,对 于 z 的 各 个 确定 值 ,Y 有 它 
的 分 布 ( 如 图 9 一 1, 图 中 C ,C: 分 别 是 zi ， 
z2 处 工 的 概率 密度 曲线 ). 用 F(Cy | z) 表示 
当 工 取 确 定 的 z 值 时 ,所 对 应 的 了 的 分 布 
明 数 ,如 果 我 们 掌握 了 F(Cy | z) 随 着 z 的 
取 值 而 变化 的 规律 ,那么 就 能 完全 掌握 了 图 ?9 一 1! 
与 并 之 间 的 关系 了 . 然而 这 样 做 往往 比较 复杂 . 作为 一 种 近似 ,我 们 转 而 去 考察 
Y 的 数学 期 望 , 若 了 的 数学 期 望 下 (Y) 存在 , 则 其 值 随 z 的 取 值 而 定 , 它 是 z 的 函 
数 .将 这 一 函数 记 为 priz 或 wp(Cz), 称 为 了 关于 z 的 回归 函数 (如 图 9 一 1). 这 样 ， 
我 们 就 将 讨论 了 与 z 的 相关 关系 的 问题 转换 为 讨论 已 (Y) = wz) 与 工 的 函数 关 
系 了 . 

我 们 知道 , 若 7 是 一 个 随机 变量 , 则 E[(7 一 c)?] 作为 c 的 函数 ,在 c == 忆 (77) 
时 下 (7 一 六] 达到 最 小 (参见 第 四 章 习 题 第 17 题 ). 这 表明 在 一 切 z 的 函数 中 以 
回归 邓 数 wz) 作为 了 的 近似 ,其 均 方 误差 下 LU(Y 一 xz))2] 为 最 小 .因此 ,作为 一 
种 近似 ,为 了 研究 立 与 zx 的 关系 转 而 去 研究 w(z) 与 zx 的 关系 是 合适 的 . 
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在 实际 问题 中 ,回归 函数 w(z) 一 般 是 未 知 的 ,回归 分 析 的 任务 是 在 于 根据 
试验 数据 去 估计 回归 因数 ,讨论 有 关 的 点 估计 、` 区 间 估 计 、 假 设 检 验 等 问题 . 特别 
重要 的 是 对 随机 变量 Y 的 观察 值 作出 点 预测 和 区 间 预 测 . 

我 们 对 于 取 定 一 组 不 完全 相同 的 值 zl ,zz ,…,z， 设 YY ,…,Y, 分 别 是 
在 zi,zz，……znw 处 对 YY 的 独立 观察 结果 , 称 

人 《3. 1 ) 
是 一 个 样本 由 ,对 应 的 样本 值 记 为 

(Ziy yl) (zzyyz)，w (Znoyyn). 
我 们 首先 要 解决 的 问题 是 如 何 利用 样本 来 估计 立 关 于 z 的 回归 函数 w(z). 为 
此 ,首先 需要 推测 w(z) 的 形式 .在 一 些 问 题 中 ,我 们 可 以 由 专业 知识 知道 w(z) 
的 形式 .否则 ,可 将 每 对 观察 值 Cri,y) 在 直角 坐标 系 中 描 出 它 的 相应 的 点 (如 下 
例 中 的 图 9 一 2), 这 种 图 称 为 散 点 图 . 散 点 图 可 以 帮助 我 们 粗略 地 看 出 wz) 的 
形式 . 

例 1 为 研究 某 一 化 学 反应 过 程 中 ,温度 z(CC) 对 产品 得 率 Y(%%) 的 影响 ， 
测 得 数据 如 下 . 


温度 rz(TC ) lo0 110 120 130 140 150 160 170 180 190 


一 一 一 一- 


得 率 Y(% ) 45 51 54 61 66 70 74 78 85 89 


这 里 目 变 量 zx 是 普通 变量 ,Y 是 随机 变 
量 . 画 出 散 点 图 如 图 9 一 2 所 示 . 由 图 大 
致 看 出 w(z) 具有 线性 函数 十 tz 的 形 
0 国 
设 了 关于 z 的 回归 郴 数 为 w(Cz). 利 
用 样本 来 估计 Apr(Cz) 的 问题 称 为 求 Y 关 
于 z 的 回归 问题 . 特别 , 若 pr(z) 为 线性 《0 100 120 140 160 180 x 
果 数 :wz) 一 & 十 pr, 此 时 估计 wz) 的 
问题 称 为 求 一 元 线性 回归 问题 . 本 节 只 图 ?9 一? 
讨论 这 个 问题 . 
我 们 假设 对 于 z( 在 某 个 区 间 内 ) 的 每 一 个 值 有 





中 这 里 ,Ys,…Y, 是 相互 独立 的 随机 变量 ,但 一 般 未 必 同 分 布 , 为 方便 计 , 也 称 (zl,Y,), (zy ， 
Ya ) (zyY，) 是 一 个 样本 ， 
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Y~NCa 十 pr 大 )， 
其 中 ,2 及 5 都 是 不 依赖 于 z 的 未 知 参 数 . 记 s = 了 一 (ec 十 巡 ), 对 工作 这 样 的 


正 态 假设 ,相当 于 假设 

YY 一 4 十 bz 十 ss， ee~ 一 NO, 只)， 从 区 
其 中 未 知 参 数 a,5 及 vc 都 不 依赖 于 z. (3. 2) 称 为 一 元 线性 回归 模型 ,其 中 2 称 为 
回归 系数 . 


《3. 2) 式 表 明 , 因 变量 了 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 z 的 线性 函数 a 十 如 , 另 一 
部 分 es 一 N(0,o) 是 随机 误差 ,是 人 们 不 可 控制 的 ， 


(二 ) a, 的 估计 


取 工 的 7 个 不 全 相同 的 值 z， 9 2 ? ”9 nn 作 独 立 试验 ,得 到 样本 (zi Yi ) (zz， 
2 由 (3.2》 式 
7 一 a 十 pr 十 eye 一 NO,o)， 各 es 相互 独立 . (3. 3) 
于 是 咏 一 Na 二 pro ,ii 一 1,2……,2. 由 YYy,…,Y, 的 独立 性 , 知 Y,， 
Yz,…,Y，, 的 联合 密度 为 


- 1 [ 1 
一 -exp| 一 一 (yi 一 4 一 pri) | 
it II W2T 2c- 


ET Le 
-一 (二 二) ezp| 一 到 ( 一 < 一 好 本 | 《3. 4) 


现 用 最 大 似 然 估 计 法 来 估计 未 知 参数 ae,p. 对 于 任意 一 组 观察 值 wm ,y ,…，,y， 
(3. 4) 式 就 是 样本 的 似 然 函 数 . 显然 ,要 工 取 最 大 值 , 只 要 (3. 4) 式 右 端 方 括 绝 中 
的 平方 和 部 分 为 最 小 , 即 只 需 函 数 


Q(a,D) 一 > ( 久 一 4 一 和 )) (3.5) 
it 一 ] 


取 最 小 值 岂 . 


oOQ_ Sn 四 昌 
3 一 一 < 〈(y， 亿 pri;) 一 0， 
《3. 6) 


oO 四 忆 
37 2 志 0y， 信 | 放 工 | 一 昌 。 


山 如 果 Y 不 是 正 态 变量 , 则 直接 用 (3. 5) 式 估 计 a,b, 使 Y 的 观察 值 y 与 十 ix; 偏差 的 平方 和 Qt(a， 
6) 为 最 小 . 这 种 方法 叫 最 小 二 乘法 , 它 是 求 经 验 公 式 的 一 种 常用 方法 . 若 Y 是 正 态 变量 , 则 最 小 二 科 法 与 
最 大 似 然 估计 法 给 出 相同 的 结果 ， 
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得 方程 组 
72C 十 (sa = 一 SS 
司 汪 “汪汪 (3.7) 
(>zja 十 ( 之 ) 好 儿 六 
(3.7) 式 称 为 正规 方程 组 , 
由 于 z 不 全 相同 ,正规 方程 组 的 系数 行列 式 
六 硅 天 羡 
， 人 一 72 >， 一 ( > zj 生 7 > (ri 一 ) 尖 0. 
六 1 贞 | fm | it 一 1 
故 (3.7) 有 唯一 的 一 组 解 . 解 得 5,a 的 最 大 似 然 估计 值 为 
_ 7。 zi 一 ( >)z)( >) 人 (zi 一 工 )(y 一 习 ) 
已 二 二 一 - ti 一 ] - im] 一 一] - 
他 一 (mh) 人 人 z 一 工 ) | (3 8) 
a = 工 > y 一 二 > = 一 了 一 渤 ， 


其 中 文王 而 9 一 二 六 
在 得 到 a 必 的 估计 和 沁 后 ,对 于 给 定 的 xz, 我 们 就 取 2 十 各 作为 回归 函数 
wz) = x 十 红 的 估计 , 即 近 六 = 2 十 庆 , 称 为 Y 关于 zx 的 经 验 回归 函数 , 记 2 十 取 

= 3 方程 
>》 一 2 十 如 (3. 9) 


称 为 了 关于 z 的 经 验 回 归 方 程 , 简 称 回 归 方 程 , 其 图 形 称 为 回归 直线 . 
将 (3. 8) 中 a 的 表达 式 代 和 (3.9) 式 , 则 回归 方程 可 写成 


> 一 y 十 bz 一 艺 ). Oo 
(3. 10) 表明 ,对 于 样本 值 (zi,y ),(zz,y),…, (zy), 回 归 直 线 通过 散 点 图 的 
几何 中 心 ( 工 ,y)， 
今后 我 们 将 视 方便 而 使 用 (3.9) 或 (3. 10). 
为 了 计算 上 的 方便 ,我们 引入 下 述 记 号 : 
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本 2 2 0 - 工 ( >)z) ， 


ie ] ti 一] 


蕉 卫 加 万 加 ] 基 2 
So = 疡 (一 殉 一 之 四 一 下 (2 ， (3.11) 


9.， 一 > cx 一 Z)(y 一 y) 一 zo 。 | n) 人 2 
这 样 ,a,2 的 估计 值 可 写成 
号 > 


人 


二 2 (总 
例 2( 续 例 1) ” 设 在 例 1 中 的 随机 变量 Y 符合 (3. 2) 式 所 述 的 条 件 , 求 了 关 





《3. 12) 


六) 


于 xz 的 线性 回归 方程 . 
解 现在 ”= 10, 为 求 线性 回归 方程 ,所 需 计 算 列 表 如 下 : 
表 9 一 17 
汪 y 呈 7 
100 45 10 000 2 025 4 500 
110 51] 12 100 2 601 5 610 
120 54 14 400 2 916 6 480 
130 6] 16 900 了 | 7 930 
140 66 19 600 4 356 9 240 
150 70 22 500 4 900 10 500 
160 74 25 600 5 476 11 840 
170 78 28 900 6 084 13 260 
180 85 32 400 K 人 作 记 15 300 
190 89 36 100 7 921 16 910 
2 ， 1450 和 73 218 500 47 225 中 了 
由 表 9 一 17 得 
S. = 218 500 一 记 x1450: 一 8 250， 


@ yy 的 值 下 面 要 用 到 . 
一 | 
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S.， = 101 570 一 和 X1450X 673 - 3 985， 


故 得 一 S./S。 = 0.483 03， 


ia 一生 X673 一 各 X1450X0.483 03 一 一 2.739 35， 


10 
于 是 得 到 回归 直线 方程 
>》 一 一 2.739 35 十 0.483 03z， 
或 写成 
>》 一 67.3 十 0.483 03(z 一 145). 口 


(三 ) o 的 估计 
由 (3. 2) 式 ， 
刁 {LY 一 (ca 十 z)]) 王 开 (e2) 王 De) 十 [ECe)]: 一 o， 

这 表示 ef 愈 小 ,以 回归 函数 wz) 一 & 十 作为 Y 的 近似 导致 的 均 方 误差 就 您 
小 . 这 样 ,利用 回归 枯 数 wz) = 十 好 去 研究 随机 变量 Y 与 z 的 关系 就 全 有 效 . 
然而 o 是 未 知 的 ,因而 我 们 需要 利用 样本 去 估计 史 . 为 了 估计 到 , 先 引 入 下 述 残 
差 平 方 和 , 

记 y， 二 | 一 a 十 pri;, 称 
3 久 为 人 ii 处 的 残 差 ， 平方 和 

一 > oo 一 7 一 > 一 2 一 io 二 

称 为 残 差 平方 和 (图 9 一 3). 它 是 经 验 回归 函数 在 zx， 
处 的 函数 值 j) = 5 十 广 , 与 r, 处 的 观察 值 y 的 
偏差 的 平方 和 . 为 了 计算 Q. ,我 们 将 Q. 作 如 下 的 分 
解 : 


(J。 一 一 > (yy 一 入) 一 一 > [和 一 了 一 5z， 一 交 ) j 
im ] i 一 ] 





一 > (入 一 力 2? 一 20>) (zi 一 元 )(y 一 刀 ) 
fi 一 ] i 一 1 
十 (0)2 > (zi 一世 2 一 S。 一 2 十 (22S-， 
1 一 1 


由 (3.12) 式 上 = S./S。 得 Q. 的 一 个 分 解 式 


Q. = S,， 一 2 (3. 14) 
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由 (3. 8) 式 知 ,2,a 的 估计 量 分 别 为 吕 


SS 0 
z 一 1 _ fm] _ 








井 


记 芭 一 去 2 一 本 (3. 15) 


人 
2 一方 之 了 二 Ar ， 


1 一 ] 


六 一 


其 中 立 一 二 六 Yi 之 一 寺 > 在 Sw,Sw 的 表达 式 (3.11) 式 中 ,将 y% 改 为 了 
(1i 一 1.2，…,a) ,并 把 它们 分 别 记 为 Syr,Sr, 即 

Sw = 六 届 | -YY):，S 一 > (> 一 悦 (7 一 Y). 
则 (3. 14) 式 中 的 残 差 平方 和 Q 的 相应 的 统计 量 ( 仍 记 为 Q, ) 为 





Q,. 一 Sn， 一 25 ，. (3. 16) 
残 郑平 方 和 Q. 服从 分 布 ( 见 本 章 附 录 4?) 

学 一 好 人 一 2)， (3.17) 
于 是 E( 字 )= 证 

G 
即 知 开 (Q./ (2 一 2)) 一 到 .这 样 就 得 到 了 的 无 偏 估 计量 ， 
一 2 二 (Sr 一 23) (3.18) 

在 这 里 ,还 看 到 ,只 要 算出 表 9 一 17 中 各 栏 的 和 ,不 但 能 算出 ax,p, 且 能 算出 的 


估计 值 
例 3( 续 例 2) 求 例 2 中心 的 无 偏 估计 . 
解 由 表 9 一 17. 得 


3 之 0 =- 47 225 一 元 X 673: 王 1 932. 1. 


又 已 知 S,, = 3 985,0 王 0.483 03, 即 得 


四 一 7.23， 
帮 一 Q./L 人 一 2) 王 7.23/8 一 0. 90. 图 


中 ”为 方便 计 , 在 这 里 ,将 a 尼 的 估计 值 和 估计 量 都 写成 & ,7, 在 用 到 它们 时 , 视 上 下 文 , 是 能 区 分 2 
是 佑 计 值 还 是 估计 晤 的 . . 
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四) 线性 假设 的 显著 性 检验 





在 以 上 的 讨论 中 ,我们 假定 YX 关 于 工 的 回归 ww(Cz) 具有 形式 ea 十 ,在 处 理 实 
际 问题 时 ,wz) 是 否 为 x 的 线性 函数 ,首先 要 根据 有 关 专 业 知识 和 实践 来 判断 ， 
其 次 就 要 根据 实际 观察 得 到 的 数据 运用 假设 检验 的 方法 来 判断 . 这 就 是 说 , 求 得 
的 线性 回归 方程 是 否 具 有 实用 价值 ,一 般 来 说 ,需要 经 过 假设 检验 才能 确定 . 若 
线性 假设 (3. 2) 符合 实际 , 则 28 不 应 为 零 ,因为 若 2 一 0, 则 瑟 (Y) = ACz) 就 不 依 


赖 于 工 了 .因此 我 们 需要 检验 假设 
8。， 0 一 0， 
了 ，8 尖 0. 
我 们 使 用 上 检验 法 来 进行 检验 . 我 们 有 ( 见 附 录 2"): 
~ N(b,o2/S. )， 
又 由 (3.17) 式 ,(3. 18) 式 知 


人 C. 
2 2 


mh 一 一 9 
-> X (7 一 2) 


且 与 Q. 独立 ( 见 附录 5?). 故 有 


2 | Cz 一 2) TI 
I“ /SS 72 委 


即 2 一 /5 xn 一 2) 
这 里 7 一 /2 
当 五 ,为 真 时 8 一 0, 此 时 


过 VS 一 丰 7 一 2 六 
人 T 





上 且 下 (b) 一 六 一 0, 即 得 克 , 的 拒绝 域 为 
| 一 5 Von 之 万/ 人 王 一 203 
G 


此 处 zx 为 显著 性 水 平 . 


《3. 19) 


《3. 20) 


《3. 21) 


〈3. 22) 


《3. 23) 


《3.24) 


当 假设 妃 。:8 一 0 被 拒绝 时 ,认为 回归 效果 是 显著 的 ,反之 ,就 认为 回归 效果 


不 显著 . 回归 效果 不 显著 的 原因 可 能 有 如 下 几 种 : 


1 影响 Y 取 值 的 , 除 工 及 随机 误差 外 还 有 其 他 不 可 忽略 的 因素 . 


2 下 (Y) 与 工 的 关系 不 是 线性 的 ,而 存在 着 其 他 的 关系 . 
3 并 与 zx 不 存在 关系 . 
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因此 需要 进一步 的 分 析 原 因 ,分 别处 理 . 
例 4( 续 例 2) ”检验 例 2 中 的 回归 效果 是 否 显著 , 取 c = 0. 05. 


解 由 例 2、 例 3 已 知 一 0.483 03,S， 一 8 250 ,2 一 0. 90. 查 表 得 
0 05/z《 卫 一 2) 一 如 ozi(8) 一 2. 306 0 由 (3. 24) 式 , 假 设 五 。: 一 0 的 拒绝 域 为 


居 之 2. 306 0, 
厅 


现在 
[zt 一 0 48303 x VS8250 = 46.25 全 2.306 0， 
故 拒 绝 五 , :2 = 0, 认 为 回归 效果 是 显著 的 . 口 ] 


(五 ) 系数 2 的 置信 区 间 


当 回 归 效 果 显 著 时 ,我 们 常 需要 对 系数 & 作 区 间 估 计 . 事实 上 ,可 由 (3. 22) 
式 得 到 2 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
: 号 
(2 士 za 一 2) x -三 - ) (3. 25) 
例如 , 例 1 中 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 


0.50 \ _ 
(o.483 03 士 2.306 0X /3 (0. 458 94,0. 507 12). 


《NA) 回归 六 数 wz) = 十 pz 函数 值 的 点 估计 和 置信 区 间 





设 zs 是 自 变量 z 的 某 一 指定 值 . 由 (3. 9) 式 可 以 用 经 验 回归 函数 一 全 


一 4 十 b 在 ze 的 苯 数 值 mw = Mrzo) 一 4 十 pr 作为 nz) 三 Ga 十 px 的 点 估计 . 
即 


AAA RE 
nn ACTZo 一 & 十 Aro， De 26) 
考虑 相应 的 估计 晤 
Y 一 一 2 十 达 ，， 《3 . 和 下 


由 本 章 附 录 3" 知 ,E(Yo) = a 十 bru, 因 此 这 一 估计 量 是 无 偏 的 . 下 面 来 求 w(zo) 
一 & 十 pre 的 置信 区 间 . 由 本 章 附 录 3" 知 
Y, 一 (ae 十 pxzo) 


二 和 一 并 ) 


7 鸭 


又 由 (3.17) 式 ,(3.18) 式 知 


一 人 (0,]1). 
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La (3. 28) 


且 由 本 章 附 录 6" 知 Q.,Y, 相互 独立 . 于 是 


汪 二 
而 到、 3 je (一 2) ~ 一 zz 一 2)， 





即 SR 一 8 芭 7 一 2). 
工 环 (zu 一 区) 
7 人 
于 是 得 到 w(zo) 一 a& 十 pr 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
本 ES 
(部 士 ca 一 2)5 工 十 人 一 开 (3. 29) 
7 2 
或 即 (5+ix。 士 zz(7 一 2)5 二 十- ). (3. 29)“ 


这 一 置信 区 间 的 长 度 是 ze 的 郴 数 , 它 随 | ze 一 工 | 的 增加 而 增加 , 当 ze = 工时 为 
最 短 . 
( 蕊 )Y 的 观察 值 的 点 预测 和 预测 区 间 
耕 我 们 对 指定 点 之 = zo 处 因 变 量 Y 的 观察 值 Y, 感 兴趣 ,然而 我 们 在 王 z 
处 并 未 进行 观察 或 者 暂时 无 法 观察 . 经 验 回归 函数 的 一 个 重要 应 用 是 ,可 利用 它 
对 因 变 量 Y 的 新 观察 值 Y。 进行 点 预测 或 区 间 预 测 . 
各 Y 是 在 z=z 处 对 Y 的 观察 结果 ,由 (3. 2) 式 知 它 满足 ， 
Yu 一 QQ 十 prn 十 so， euo 一 人 (0 ,天 )， (3. 30) 
随机 误 善 se 可 正 也 可 负 ,其 值 无 法 预料 ,我 们 就 用 ze 处 的 经 验 回 归 函 数值 
Y 二 Fw 2 十 Dr 
作为 Ye = 王 a 十 pr 十 so 的 点 预测 . 下 面 来 求 Y, 的 预测 区 间 . 
因 Y, 是 将 要 做 的 一 次 独立 试验 的 结果 ,因此 它 与 已 经 得 到 的 试验 的 结果 
Yi ,Y:,，…,Y, 相互 独立 .由 (3.15) 式 知 2 是 Y, ,ys ,…，,Y, 的 线性 组 合 , 故 立 = 
Y 十 5(zo 一 工 ) 是 贡 ,Y: ,…,Y, 的 线性 组 合 , 故 Zi 与 立 相互 独立 . 由 (3. 30) 式 和 
本 章 附 3 ”得 
- 1] ，(zo 一 立 )- ， 
Yo 一 Yu ~ 网 [ 几 导 于 本 )， 


即 -Yo 一 za _ ~ NO0,1) (3. 31) 


2 
冯 1 十 工 十 人 za 下 
人 7 
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再 由 (3. 28) 式 、 (3. 31) 式 及 Yo, ,Q, 的 相互 独立 性 (附录 6") 知 


Y 
/+ 二 + 下 | mn 全 的 2 /全 二 而 
即 人 二 二 
] 0 风 
We 于 
于 是 对 于 给 定 的 置信 水 平 1 一 xc 有 
一 天王 = 业 上 <wo 下 -1-。 
(zzo 一 工 ) | 


] 
人 


/ _ 2 
或 P| 闷 一 aa 一 2)5 1 十 一 二 十 1 


有 1 二 十 一 |- 过 


文 工 


区 间 权 十 2 (2 一 2)0 /+ 过 二 Sm 二 2 《3.。32， 


区 - 了 7 
即 (+ 二 1 十 二 十 Sa (3. 32) 


称 为 Y。 的 置信 水 平 为 1 一 ax 的 预测 区 间 吕 . 这 一 预测 区 间 的 长 度 是 zx 的 函数 , 它 
随 | zo 一 工 | 的 增加 而 增加 . 当 zo = 工时 为 最 短 . 将 (3. 32) 式 与 (3. 29) 式 比 较 ， 
知道 在 相同 的 置信 水 平 下 ,回归 函数 值 w(zo) 的 置信 区 间 要 比 Y, 的 预测 区 间 要 
短 . 这 是 因为 Yo 一 & 十 pzro 十 so 比 w(zo 一 4 十 rn 多 了 一 项 E0 的 缘故 . 

例 S( 续 例 2) (1) 求 回 归 函 数 wz) 在 z=125 处 的 值 w(125) 的 置信 水 平 
为 0. 95 的 置信 区 间 , 求 在 z = 125 处 了 的 新 观察 值 Y。 的 置信 水 平 为 0. 95 的 预 
测 区 间 ;(2) 求 在 zz 一 xzo 处 了 的 新 观察 值 Y。 的 置信 水 平 为 0.95 预测 区 间 . 

解 (1) 由 例 2, 例 3 已 知 2 一 0.483 03,a 一 一 2.739 35,S， 一 8 250,z 一 
0. 90, 盖 145 , 查 表 得 xus'z(8) 一 2. 306 0, 即 得 


Y， 一 下 Y ES = 一 [ 一 2. 739 35 十 0。 483 037 | .于 汪 ee 全、 64， 


和 包 
人 
7 
_ (125 一 45) __ 
一 2.306 0X V0.90 X 站 二 二 0. 84， 


中 预测 区 间 的 含义 与 置信 区 间 的 含义 相似 ,只 是 后 者 对 未 知 参 数 而 言 ,前 者 对 随机 变量 而 言 . 
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人 
姑 2 


得 回归 函 数 w(Cz) 在 zx=125 处 的 值 w(125) 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 


为 
(57. 64 士 0.84). 


又 得 ze = 125 处 得 率 Ye 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 为 
(57. 64 士 2.34). 
(2) 在 xz 一 xz 处 了 的 新 观察 值 Y。 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 预测 区 间 为 


基 ~ ， 了 《Zoo 一 145 ) 】 
( 字 1-。 士 ass(8)5A/1 十 二 十 S 一 5 


取 z 为 不 同 的 值 , 得 到 各 点 处 对 应 的 Y 的 新 观察 值 Yo。 的 预测 区 间 ( 置 信 水 平 为 
0.95) 如 下 : 

国 Y, 的 预测 区 间 Y, 的 预测 区 间 

全 寺 本 《57.64 士 2.34) 150 《69. 72 士 2. 30) 

130 《60.05 十 2. 32) 155 2 

135 (62.47 圭 2.31) 160 (74.55 十 32) 

140 (64. 88 士 2.30) 165 《76.96 士 2.34》) 





145 《07. 30 士 2. 29) 


将 这 些 区 间 的 下 端点 联结 起 来 ,又 将 这 些 区 间 的 上 端点 联结 起 来 ,得 到 两 条 曲线 
L: 和 志 : ,回归 直线 位 于 由 工 ; ,L: 所 围 成 的 带 域 的 中 心 线 上 . 国 


\ 八 ) 可 化 为 一 元 线性 回归 的 例子 


以 上 讨论 了 一 元 线性 回归 问题 ,在 实际 中 常会 遇 到 更 为 复杂 的 回归 问题 ,但 
在 某 些 情况 下 ,可 以 通过 适当 的 变量 变换 ,可 以 将 它 化 成 一 元 线性 回归 来 处 理 . 
下 面 介 绍 几 种 常见 的 可 转化 为 一 元 线性 回归 的 模型 . 
1] YY 一 aer。e， lnge 一 NO,o)， 人 
其 中 c,8,o 是 与 工 无 关 的 未 知 参 数 .将 了 = we* 。e 两 边 取 对 数 ,得 
in 盖 jna 十 拓 十 jne. 
令 ljny=Y,lna 一 a,8 一 bz 一 zlne 一 e,(3.33) 式 可 转化 为 一 元 线性 回 
归 模 型 
Y 一 a 十 好 十 ee，e 一 NO,o2). (3. 34) 
2 ” YY 一 arge。e，lnge 一 NO,o)， SS. 35) 
其 中 ,8,o 是 与 工 无 关 的 未 知 参 数 .将 Y = azr8 .es 两 边 取 对 数 ,得 
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1 ln wc 十 Blnz 工 十 ln es. 
令 jnYyY=Y ,Inc 一 a,86=p,lnz 一 Zne 一 e,(3.35) 式 可 转化 为 一 元 线性 
回归 模型 
Y 一 a 十 pr 二 ee，e 一 和 0, 到). (3. 36) 
3”Y 一 c 十 夺 (z) 十 es，E 一 入 (0,o)， (3. 37) 
其 中 ,8,o 是 与 工 无 关 的 未 知 参 数 .hz) 是 工 的 已 知 困 数 , 令 wa 一 a,8 王 DZ) 
一 ,(3.37) 式 可 转化 为 一 元 线性 回归 模型 
Y 一 wa 十 pr 十 s，eg 一 NO,o). (3. 38) 
若 在 原 模 型 下 ,例如 在 原 模型 (3. 37) 下 ,对 于 (z,Y) 有 样本 (ziyy),(zz， 
y ),，…(ziyy) 就 相当 于 在 新 模型 (3. 38) 下 有 样本 (zi ), (zzyy)，…, (zz ， 
y) ,其 中 惰 一 A(zi), 于 是 就 能 利用 上 节 的 方法 来 估计 ac, 或 对 0 作假 设 检 验 ， 
或 对 YY 进行 预测 . 在 得 到 立 关 于 z 的 回归 方程 后 ,再 将 原 自 变量 zx 代 回 ,就 得 到 
立 关 于 z 的 回归 方程 , 它 的 图 形 是 一 条 曲线 ,也 称 为 曲线 回归 方程 . 
例 6 下 表 是 1957 年 美国 旧 轿 车 价格 的 调查 资料 , 今 以 工 表示 轿车 的 使 用 
年 数 ,Y 表示 相应 的 平均 价格 , 求 了 关于 z 的 回归 方程 


使 用 年 数 zx | 1 2? 3 4 5 6 7 8 9 4110 
平均 价格 (美元 )Y| 2651 1943 1494 1087 765 538 484 290 226 204 


解 ” 作 散 点 图 如 图 9 一 4, 看 起 来 
YY 与 x 呈 指数 关系 , 于 是 采用 模型 
《3.33) ， 即 

Y 一 aek 。E， Ine 一 NO,o). 
经 变量 变换 后 就 转化 为 (3. 34) 式 ， 





Y 一 Ca 十 tr 十 ee 一 NO,o2)， OO 2343 6060 7 8 9 107 
其 中 史 加 ln Ya 一 ln at 一 DZ -一 
Te 一 ln e. 数 据 经 变换 后 得 到 图 9 一 4 





站 


6 一 一 0.297 68，Q& 一 8.164 585， 


从 而 有 
y 一 8.164 585 一 0.297 68>z. 


又 可 求 得 


$4 多 元 线性 回归 *。257 ，。 


| 一 了 VS 一 一 32.3693 二 ns(8) 一 2.3060， 
G 


即 知 线性 回归 效果 是 高 度 显 著 的 代 回 原 变量 ,得 曲线 回归 方程 


3 一 exp(y ) 一 3514.26e 02074e， 口 
上 面 所 讨论 的 一 元 线性 回归 模型 是 
YY 一 4 十 pr 十 es， e 一 NO,oc). 3. 2) 
一 般 情况 ,一 元 回归 模型 为 
一 pz 由 82) 十 ee 一 用 (0, 玉 )， 《3. 39 ) 


其 中 小 ,2 9,,o 是 与 zx 无 关 的 未 知 参 数 . 

如 果 回 归 函 数 pw(Czrb ,b，…,0) 是 参数 0 ,0 ,… ,0 的 线性 函数 (不 必 是 > 
的 线性 函数 ) , 则 称 (3. 39) 为 线性 回归 模型 ; 若 pz; ,0 ,…,0) 是 0 0,0， 
的 非 线性 函数 , 则 称 为 非 线 性 回归 模型 . 上 述 模型 (3. 37) 是 线性 回归 模型 ,而 模 
型 (3. 33),(3. 35) 都 不 是 线性 回归 模型 ,但 是 它们 都 能 经 过 变量 变换 转化 为 线 
性 回归 模型 . 又 如 


Y 一 0e2z 十 e， E 一 NO0,o). (3. 40 ) 
它 是 非 线性 回归 模型 . 它 不 能 经 过 变量 变换 将 它 转化 为 线性 回归 模型 @ , 称 为 本 
质 的 非 线 性 回归 模型 ,又 如 
YY 一 (0 十 90z 十 bi) 十 E (Holliday 模型 )， 


时 ] 十 exp(O， 一 优 ) 


都 是 本 质 的 非 线性 回归 模型 . 非 线性 回归 模型 的 解法 参见 (近代 非 线性 回归 分 
析 兴 韦 博 成 ,南京 :东南 大 学 出 版 社 ,1989). 


《4 多 元 线性 回归 


在 实际 问题 中 ,随机 变量 Y 往 往 与 多 个 普通 变量 zi ,zz ，…,zs ( 轧 之 1) 有 


十 es 《〈Logistic 模型 ) ， 


中 将 (3.40) 式 两 边 取 对 数 , 得 
in y= ln(be%z 十 e) 一 ln [be%z(l 十 汪汪 罗 
1 


一 lnb 十 pz 十 ln(l 站 
1 


令 lInY=Y ,ljnb=a'p =btn(l 十 六 ee 全 7) 一 6, 则 有 
] 


Y 一 a 十 pz 十 e 
从 形式 上 看 ,上 式 好 像 是 线性 回归 模型 .但 因 误 差 项 e 中 包含 未 知 参 数 0 ,b: ,甚至 包含 自 变 量 zx. 这 在 线 
性 回归 模型 中 是 不 允许 的 ， 
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关 . 对 于 自 变 量 z ,zz ,zx 的 一 组 确定 的 值 ,了 Y 有 它 的 分 布 . 若 立 的 数学 期 望 存 
在 , 则 它 是 zzz，…zs 的 图 数 , 记 为 prlnon 或 wCzyz，…zo) 就 是 工 
关于 z 的 回归 函数 .我们 感 兴趣 的 是 kwCzi yz, zs) 是 zz ,zs 的 线性 函 
数 的 情况 .在 这 里 , 仅 讨论 下 述 多 元 线性 回归 模型 : 
Y 王 责 十 斑 习 十 十 2z 十 ee 一 NO,o2)， (4. 1 ) 
其 中 加 ,加 ,00 都 是 与 ziyzz,…,zp 无 关 的 未 知 参 数 . 
设 


(11 二 12 9 ”9 15 yl ) 本 汶 工 1 9 攻 m2 9 ”””9 泡 mp (4 芝 沁 


是 一 个 样本 . 和 一 元 线性 回归 的 情况 一 样 ,我 们 用 最 大 似 然 估 计 法 来 估计 参数 . 
即 取 2 ,六 ,…,b 使 当 bo 一 加 ,一 六 ,一 六 时 


Q 王 > (yy 一 名 一 访 za 一 …… 一 Dorip) (4. 3) 
i=1 


达到 最 小 . 
求 C 分 别 关 于 po ,Di 5 ,0 的 偏 导数 ,并 令 它 们 等 于 等 ,得 


oaQ 一 一 2 > (yy 一 名 一 六 za 一 … 一 pz) 一 0， 
op PP 


aQ < (4. 4) 
3 一 一 2 之 (3 一 加 一 外 Ta 一 人 一 bo)a 一 0， 
了 mm ] ,2 力 。 


化 简 (4.4) 式 得 
po 十 人 十 pz 5 十 局 SS 一 SS 
i 王 ] 1 一 】 fi 一 1 


i 王 ] 


lo 人 > 十 饭 > 十 ps Ta Ts 一 SS (4 5) 
一] i 一 ] i 一 ] i 一 ] 1 一】 。 


po > 革 十 bo 0 十 2z > 十 … 十 P， > ee > Tioyi。 
ii ] iEE il 1 一 ] 一 1 


(4. 5) 式 称 为 正规 方程 组 . 为 了 求解 的 方便 ,将 (4.5) 式 写成 矩阵 的 形式 . 为 此 ， 
引入 和 抵 阵 
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] ] 1 1] Zn 12 十] 户 
因 WT 苞 冤 11 涝 21 -nl 袜 21 民 22 民 2 力 
人 这 由 下 过 二 演 二 
理 疗 
隐 > aa “ 2 
ti 一 1 1 一 1 
避 天 下 
< 计 二 订 < 并 站 .并 访 
一 到 ] is 一 1 i=] 9 
投 开 于 
i 一 1 i 一 1 一 1 
琵 
之 1 
ic= 1 
] | 大 本 本 1 YVI1 
用 
之 l1  v21 ”” 光 员 2 > 2 yi 
了 2 二 二 四 四 = fm 


定 1p .并 2 人 雹 yn 


之 /zay 
于 是 (4.5) 式 即 可 写成 

XTXB 一 XITY， (4.5) 
这 就 是 正规 方程 组 的 矩阵 形式 .在 (4. 5) 式 两 边 左 乘 和 XIX 的 道 矩阵 (XITX)-( 设 
(XITX)- 存在 ) 得 到 (4.5) 的 解 

po 


好 一 。 一 CXTX)-:XTY、 (4. 6) 
六 
这 就 是 我 们 需要 求 的 (mm : ,2 ) 的 最 大 似 然 估 计 . 我 们 取 
和 
作为 wCziyrz，…zo) 三 5 十 页 二 十 十 加 rz 的 估计 .方程 
> 一 加 十 zi 十 … 十 Doz， (4. 7) 


称 为 尹 元 经 验 线性 回归 方程 ,简称 回归 方程 . 
例 下 面 给 出 了 茶 种 产品 每 件 平均 单价 Y( 元 ) 与 批量 z( 件 ) 之 间 的 关系 的 


一 组 数据 
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 。 20 29 30 35 40 50 60 65 70 75 80 90 





9 1 181 1.70 1.65 55 1 .48 40 1.30 1.26 24 1.21 1.20 1.18 


画 出 散 点 图 如 图 9 一 5 所 示 . 我 们 选取 模型 





YY 一 有 十 mr 十 D 刀 十 se 一 NO ) (4. 8) 
来 拟 合 它 , 现 在 来 求 回归 方程 
令 雪 一 Tri 一, 则 (4.8) 式 可 写成 1.9 
YY 一 Am 二 pz 十 iz 十 se，E 一 NO )， 1.8 

这 是 一 个 二 元 线性 回归 模型 ,现在 

1 20 400 1.81 1.6 ， 

1 25 625 1.70 1.3 * 

1 30 900 1. 65 1.4 

5 1. 55 13 和 

1 40 1600| 1. 48 1.2 二 
交 1 50 2500 本 1. 40 B=|5 | 0 30 30 40 50 60 70 80 90 > 

1 60 3600 1. 30 

1 65 4225 1. 26 本 

1 70 4900 1. 24 

1 75 5625 1. 21 

1 80 6400 1. 20 

1 90 8100 1. 18 
经 计算 

12 640 40 100 
XTX 一 | 640 40 100 2779000 |， 
40 100 2 779 000 204 702 500 
4.857 2925X 104 一 1.957 17 X 10! 170 550 000 

(XTX)-1 一 -1.95717X10m 848420000 一 7684 000|， 


170 550 000 一 7 684 000 71 600 
4 一 1.419 18X10a. 即 得 正规 方程 组 的 解 为 


wo 16. 98 
一 (XITX)-IXIY 一 (XTX)-1 |851.3 
册 51 162 


多 5 
| 
SS 


小 结 。，26 了 了 ， 


2. 198 266 29 
一 - 0.022 522 36 | , 
0. 000 125 | 
于 是 得 到 回归 方程 为 
yy 一 2.198 266 29 一 0.022 522 36z 十 0.000 125 07z2， [ 


像 一 元 线性 回归 一 样 ,模型 (4. 1) 往往 是 一 种 假定 ,为 了 考察 这 一 假定 是 否 
符合 实际 观察 结果 ,还 需 进行 以 下 的 假设 检验 
Ho， 六 一 0 一 … 一 0 一 0， 
万 ， 已 不 全 为 零 . 
奋 在 显著 性 水 平 < 下 拒绝 互 。. 我 们 就 认为 回归 效果 是 显著 的 . 
态 外 ,也 与 一 元 线性 回归 一 样 ,多 元 线性 回归 方程 的 一 个 重要 应 用 是 确定 
给 定点 (zol ,zo,…，zop) 处 对 应 的 Y 的 观察 值 的 预测 区 间 . 
最 后 我 们 指出 ,在 实际 问题 中 ,与 有关 的 因素 往往 很 多 ,如 果 将 它们 都 取 
作 目 变量 必然 会 导致 所 得 到 的 回归 方程 很 庞大 . 实际 上 ,有 些 自 变量 对 了 的 影响 
很 小 ,如 果 将 这 些 自 变量 剔除 ,不 但 能 使 回归 方程 较为 简洁 ,便于 应 用 , 且 能 明确 
哪些 因素 ( 即 自 变 量 ) 的 改变 对 立 有 显著 的 影响 ,从 而 使 人 们 对 事物 有 进一步 的 
认识 . 通常 可 用 逐步 回归 法 达到 这 一 目的 .上 述 关于 模型 的 线性 假设 的 检验 、 观 
察 值 的 预测 区 间 .逐步 回归 等 内 容 , 读 者 可 参阅 华东 师范 大 学 出 版 社 出 版 的 k 回 
归 分 析 及 其 试验 设计 》 一 书 . 
在 实际 中 ,需要 考虑 的 影响 Y 的 因素 较 多 , 即 自 变 量 的 个 数 较 多 . 因此 要 求 
解 一 个 多 元 线性 回归 的 问题 ,计算 工作 量 是 相当 大 的 ,这 就 需要 借助 于 计算 机 来 
进行 计算 ， 


小 结 











本 章 介绍 了 两 种 用 途 广泛 的 统计 模型 :方差 分 析 模型 和 回归 分 析 模 型 ， 

在 实际 中 试验 的 指标 往往 要 受到 一 种 或 多 种 因素 的 影响 . 方差 分 析 就 是 通过 对 试验 数据 
进行 分 析 ,检验 方差 相同 的 多 个 (多 于 两 个 ) 正 态 总 体 的 均值 是 否 相等 ,用 以 判断 各 因素 对 试 
验 指标 的 影响 是 否 显著 . 方差 分 析 按 影响 试验 指标 的 因素 的 个 数 分 为 单 因素 方差 分 析 、 双 因 
素 方差 分 析 和 多 因素 方差 分 析 , 本 章 只 介绍 前 面 两 种 ， 

考虑 单 因素 方差 分 析 的 情况 . 观察 到 的 数据 总 是 参差 不 齐 的 , 我 们 用 总 偏差 平方 和 S， 


一 六 之 (Xi 一 X) 来 度量 数据 间 总 的 变异 ( 即 离散 程度 ) ,将 它 分 解 为 可 追溯 到 来 源 的 部 分 


变异 (也 用 平方 和 来 度量 )Se = > >)(CXi 一 X))2( 它 是 由 随机 误差 引起 的 ) 与 S, = 


一 1] 1 一 1 


定 > (X。 -- 冯 :( 它 是 由 各 水 平 效应 的 差异 及 随机 误差 引起 的 ) 之 和 . 若 后 者 较 前 者 大 得 
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多 . 则 有 理由 认为 因素 的 各 个 水 平 对 应 的 试验 结果 有 显著 差异 ,从 而 拒绝 因素 各 水 平 对 应 的 
正 态 总 体 的 均值 相等 这 一 原 假设 .这 就 是 单 因素 方差 分 析 法 的 基本 思想 . 双 因 素 方差 分 析 的 
基本 思想 类 似 . 

“方差 分 析 ” 事 实 上 不 是 真正 分 析 方 差 , 而 是 分 析 用 偏差 平方 和 度量 的 数据 的 变异 . 
Snedecor 说 过 : 它 是 从 可 比 组 的 数据 中 分 解 出 可 追溯 到 某 些 指定 来 源 的 变异 的 一 种 技巧 .” 
双 因 素 方差 分 析 分 考虑 交互 作用 的 与 不 考虑 交互 作用 的 两 种 情况 ,读者 需 分 辨 清楚 . 

单 因素 方差 分 析 表 和 双 因 素 方 差分 析 表 分 别 记 录 了 单 因 素 和 双 因 素 方差 分 析 的 全 部 结 
果 ,读者 应 很 好 掌握 . 

回归 分 析 是 研究 自 变 量 为 一 般 变 量 ( 非 随机 变量 ),. 因 变量 为 随机 变量 时 两 者 之 间 的 相关 
关系 的 统计 分 析 方 法 . 设 随 机 变量 Y( 因 变量 ) 与 自 变量 xz (一 般 变量 ) 存在 着 相关 关系 ,为 了 
研究 这 种 关系 .作为 一 种 近似 转 而 去 研究 Y 的 数学 期 望 下 (Y) = pw(z) 与 工 的 确定 性 关系 , 即 
图 数 关 系 , 这 里 pr(z) 叫做 站 关于 z 的 回归 函数 . 一 元 线性 回归 是 研究 wz) 为 的 线性 函数 
pz) 一 4 十 pr 的 情况 . 一 元 线性 回归 模型 为 

YY 一 4 十 pr 十 se，e 一 和 NO)， 

其 中 o,2 及 c 都 不 依赖 于 z, 且 wypc 均 未 知 ， 

我 们 要 讨论 的 问题 是 : 

1 利用 样本 值 Cz ,yi),(Czs yy ),…，,(Cznyy) 来 估计 av, 从 而 得 到 pw(Cz) 的 最 大 似 然 估 


计 Jz) = 2 十 和 , 记 》=& 十 好 ,我 们 称 》= 24 十 和 为 回归 方程 ,其 图 形 称 为 回归 直线 . 


2 ” 求 出 误差 e 的 方差 D(s) = 一 吐 的 无 偏 估 计 : 
人 QQ 
G 


本 





其 中 Q = Z1(y 一 4 一 如 福 一 Sw 一 5S。 为 残 差 平方 和 
3 作 线 性 假设 :及 , :2 一 01 0 的 显著 性 检验 ， 五， 的 拒绝 域 为 


= 旨 VS 如 (mn 一 2) (cx 为 显著 性 水 平 )， 


好 
如 果 拒 绝 瑟 ,认为 回归 效果 是 显著 的 ;否则 , 则 认为 回归 效果 不 显著 ,此 时 不 宜 用 线性 回归 模 
型 , 需 另行 研究 . 
4 求 出 回归 系数 儿 的 置信 水 平 为 1 ~ “ 的 置信 区 间 为 





( 计 二 一 2 二 ) 


5 求 出 回归 函数 wz) 在 点 zu 处 的 函数 值 kw(Cze) 的 置信 水 平 为 1 一 ea 的 置信 区 间 
(2 十 刺 如 士 z(a 一 2)0 Vi 二 (zs 二 地)27S。 )， 
6"” 以 癌 处 的 回归 值 % 一 和 十 bx 作为 了 在 ze 处 的 观察 值 Y, = 4 十 pr 十 e 的 预测 
值 , 求 出 Y, 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 预测 区 间 为 
(a 十 jzrs 土 可 az 一 2)7 
对 随机 变量 Y 的 观察 值 进行 预测 是 回归 方程 最 重要 的 应 用 . 
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姓 重要 术语 及 主题 
单 因 素 试 验方 差分 析 的 数学 模型 Sr = Se 十 Ss 单 因素 方差 分 析 表 “” 双 因素 方差 分 


析 表 
一 元 线性 回归 的 数学 模型 ”回归 直线 y= 2 十 广 中 的 系数 Q,b 误差 s 的 方差 D(e) 


= o# 的 无 偏 估计 线性 假设 的 显著 性 检验 回归 系数 如 的 区 间 估 计 回归 函 数值 
AKCZo ) 的 点 估计 和 区 间 估 计 观察 值 业 寺 Q 十 pzrn 十 so 的 点 预测 和 区 间 预 测 


附录 


下 面 将 证 明 $ 3 中 涉及 的 各 有 关 统 计量 的 一 些 结果 . 


1]”Y 一 NI(a 十 央 /17)， 
2"。 一 NA/S )， 


w 二 ~ 一 一 二 
3”Y, 一 4 十 Mr 王 Y 十 px, 一 工 ) ~ | 外. 


了 


4 Q./ 吧 一 妇 ( 一 2). 

5”Y,0,Q. 相互 独立 . 

6” 车 员 = 十 和 好。 十 与 也 ,,Y, 独立 , 则 刀 ,y ,Q, 相互 独立 . 

证 明 的 工具 是 正 交 变 换 . 首先 注意 到 由 于 Yi ,Y, ,…,Y, 是 相互 独立 的 正 态 变量 , 故 了 ,2， 


Y, 都 是 正 态 变量 . 现在 令 
Vi 一 sh 一 [Yi 一 (十 pxri)j/ci 一 1.2, ,7m， 

即 知 Vi ,V:,…,V, 相互 独立 .引入 向 量 

YY 一 (Vi V VD)T， 
再 取 一 个 区 阶 正 交 矩阵 4 = (ac ), 它 的 前 两 行 元 素 分 别 为 

6 一 TV 一 1129 
azj 一 《Zi 一 郊 )/ VS ,1 一 1, 2 
令 Z = 4V， 
其 中 QZ = (ZN) , 则 乙 ,2a ,2 相互 独立 , 且 2 一 NO,1) 一 1.2,…, (参见 
第 六 章 附 录 ). 而 且 有 
Zi 一 入 本 一 3 下 7 (a 十 妈 )]. 
i 二 yn 和 C 

即 得 

NU 二 这 7 
即 为 1". 而 


) 太 (一 下 >) (Yi 一 4 一 好 (zi 一 邢 ) 
一 | 十] 


= -一 一 一 Ca 


DZ: = >》axiVi 一 伺 -E 
了 一 | A 区 VS 
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一 必 ) 一 5 > zi 《Zi 一 福 ) 


SA 


0 SN 一 元 )? 


一 了 mm1 


一 


(0 一 VS 


即 得 2 . 又 


Q， 一 >>,[Y， 一 立 一 六 rz， 一 工 ) ]: 


j 一 ] 


= > [7 一 a 一 好 站) 一 (一 ae 一 好 ) 一 (一 及 (zi 一 元 )] 


了 m| 


盖 |w 。 2《 工 j | 
了 
到 1 


W mm 


> 一 2 > 一 太 (z 一刀 
2 二 2 jj 一 [ 三 一 
攻 之 《W 到 和 re 2 寺 





一 or 「 > 一 mr 计 十 下 一 22， SS ( 石 一 悦 /v 瑟 | 
一] 站 


由 于 之 /好 = 之 ,下 ( 参 见 第 六 章 附录 ), 并 注意 到 > 1V,(z 一 志 )/ VS = Zs 故 有 


= Jm”] 


Q. = 2( 字 了 一 下 + 下 一 2 表 ) = 2 六 于， 


/一 | 了 一 3 


因此 


> 一 8 


4 得 证 . 又 因 Zi ,La 交 7A 相互 独立 , 故 Zn La La ys Lo ) 相互 独立 . 而 Y,0,Q， 依次 是 Zi 4 


Z 了 aaegdty 放 的 玉 数 , 故 QQ 独立 . 即 为 5 . 由 = 易 得 汪 、 
最 后 来 证 明 6 . 因 Y。 -本 QQ 十 pro 十 eu 二 Ca 及 独立 , 若 记 V。 一 so/o, 则 V。 ~- NGCO,1)， 
有 目 Vs。 术 ， 0 相互 独立 . 从 而 由 


人 Yi 
2 
知 各 分 量 Zu ,Z: ,Z: ,…，,Z, 相互 独立 . 因 Z, = Vs , 故 V ,Zi ,Z: .(Z:,…,Z,) 相互 独立 . 而 说 ， 


和 依次 是 V。 ,CI ,LAtz 人 发 La Zn ) 的 函数 ,因而 Yo ,7,5,Q， 相互 独立 ， 从 而 Y,,(Y,5) ,Q 
相互 独立 , 故 己 ,Yv( 它 是 了 与 训 的 函数 ) ,Q, 相互 独立 , 6" 得 证 . 
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习题 


以 下 约定 各 个 习题 均 符合 涉及 的 方差 分 析 模 型 或 回归 分 析 模 型 所 要 求 的 条 件 . 
1、 今 有 某 种 型 号 的 电池 三 批 , 它 们 分 别 是 A.B.C 三 个 工厂 所 生产 的 , 为 评比 其 质量 ,各 
随机 抽取 5 只 电池 为 样品 ,经 试验 得 其 寿命 人 (h) 如 下 : 
及 总 CC 
40 42 26 28 39 50 


48 45 34 32 40 50 
38 30 43 


试 在 显著 性 水 平 0.05 下 检验 电池 的 平均 寿命 有 无 显著 的 差异 . 若 差异 是 显著 的 , 试 求 均值 差 
Am 一 perpma 一 pc 和 pa 一 pc 的 置信 水 平 为 95%% 的 恒信 区 间 . 

2. 为 了 寻找 飞机 控制 板 上 仪器 表 的 最 佳 布置 ,试验 了 三 个 方案 ,观察 领航 员 在 紧急 情况 
的 反应 时 间 ( 以 1/10 秒 计 ) ,随机 地 选择 28 名 领航 员 ,得 到 他 们 对 于 不 同 的 布置 方案 的 反应 时 
间 如 下 : 











方案 工 二 13 汪 15 计 抹 44 
方案 林 10 了 冰 T 1I0 13 汪 1 9 
方案 下 11 5 9 10 6 8 8 7 





试 在 显著 性 水 平 0.05 下 检验 各 个 方案 的 反应 时 间 有 无 显著 差异 . 若 有 差异 , 试 求生 一 知 ， 
和 一 Amaypa 一 和 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ， 
3. 某 防 治 站 对 4 个 林场 的 松 毛虫 密度 进行 调查 ,每 个 林场 调查 5 块 地 得 资料 如 下 表 ; 





地 点 松 毛 虫 密度 ( 头 / 标准 地 ) 

Ai 192 189 176 185 190 
A， 190 201 187 196 200 
4; 188 179 191 183 194 
4 187 180 188 175 182 





判断 4 个 林场 松 毛虫 密度 有 无 显著 差异 , 取 显 著 性 水 平 c = 0. 05， 
4. 一 试验 用 来 比较 4 种 不 同 药品 解除 外 科 手 术 后 疼痛 的 延续 时 间 (h) ,结果 如 下 表 ， 





药品 时 间 长 度 (h) 

人 8 6 4 2 

理 6 6 4 4 

世 8 10 10 10 12 
D 4 4 2 
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人 


试 在 显著 性 水 平 c = 0.05 下 检验 各 种 药品 对 解除 疼痛 的 延续 时 间 有 无 显著 差异 . 
5. 将 抗生素 注 和 人 人 体会 产生 抗生素 与 血浆 蛋白 质 结合 的 现象 ,以 致 减少 了 药 效 . 下 表 列 
出 5 种 常用 的 抗生素 注 和 人 和牛 的 体内 时 ,抗生素 与 血浆 和 蛋白质 结 合 的 百分比 ， 





译 震 素 四 环 素 链 霉 素 红 霉 素 毛 霉 素 
2.6 27.3 5. 8 21.6 292 
24. 3 32.6 6. 2 17. 4 32.8 
28.5 30. 8 11.0 18. 3 25.0 
32.0 34.8 8.3 19.0 24. 2 





斌 在 显著 性 水 平 = 0.05 下 检验 这 些 百 分 比 的 均值 有 无 显著 的 差异 . 
6. 下 表 给 出 某 种 化 工 过 程 在 三 种 浓度 .四 种 温度 水 平 下 得 率 的 数据 : 


温度 (因素 了 3) 
24 习 38C 5 区 




















2 吃 iT 了 13 9 10 12 
浓 
度 40 10 8 7 11 6 10 
因 0 
素 
从 6 吃 5 了 | 13 14 12 13 14 10 


坛 在 显著 性 水 平 = 0.05 下 检验 :在 不 同 浓度 下 得 率 的 均值 是 否 有 显著 差异 ,在 不 同 温度 下 
得 率 的 均值 是 否 有 显著 差异 ,交互 作用 的 效应 是 否 显著 . 

7. 为 了 研究 某 种 金属 管 防腐 蚀 的 功能 ,考虑 了 4 种 不 同 的 涂料 涂 层 . 将 金属 管 埋设 在 3 
种 不 同性 质 的 土壤 中 ,经 历 了 一 定时 间 , 测 得 金属 管 腐蚀 的 最 大 深度 如 下 表 所 示 ( 以 mm 计 ): 


土壤 类 型 (因素 孔 ) 
涂 2 加 3 _ 
层 1. 63 1. 35 1. 27 
因 34 1. 30 县 
1. 19 1. 14 2 
一 1 30 1.09 1. 32 


臣 取 显著 性 水 平 < 一 0.05 检 验 在 不 同 涂 层 下 腐蚀 的 最 大 深度 的 平均 值 有 无 显著 差异 ,在 不 同 
土壤 下 腐蚀 的 最 大 深度 的 平均 值 有 无 显著 差异 . 设 两 因素 间 没 有 交互 作用 效应 ， 
8. 下 表 数 据 是 退火 温度 r(C ) 对 黄 铜 延性 Y 效应 的 试验 结果 ,Y 是 以 延长 度 计算 的 ， 


T(T) 300 400 500 600 700 800 
y( 2 只) 40 50 55 60 67 70 





习 题 


画 出 散 点 图 并 求 Y 对 于 z 的 线性 回归 方程 
9. 在 钢 线 碳 含量 对 于 电阻 的 效应 的 研究 中 ,得 到 以 下 的 数据 : 


机 含 量 z(%) 





20C 时 电阻 XRD) 


(1) 画 出 散 点 图. 


(2) 求 线性 回归 方程 》 = 十. 
(3) 求 s 的 方差 c” 的 无 偏 估计 . 

(4) 检验 假设 娓 ,:8 = 一 0, 呆 :2 兴 0， 
(5) 若 回归 效果 显著 , 求 2 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

(6) 求 工 = 一 0.50 处 wz) 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

(7) 求 x= 0.50 处 观察 值 Y 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 . 

10. 下 表 列 出 了 18 名 5 一 8 岁 儿 童 的 体重 (这 是 容易 测 得 的 ) 和 体积 (这 是 难以 测量 的 ) ; 


体重 zx(kg) 


体积 (dm 》 
体重 zx(kg) 


一 一 一 一 一 


体积 y(dnonz ) 


(1) 画 出 散 点 轿 . 


| 


9 了 


15.8 


15. 2 


10.5 13.8 15.7 


信和 3 


1]15.1 12.1 18.14 


下 


(2) 求 了 关于 zx 的 线性 回归 方程 y》 = 2 十 如 . 

(3) 求 zx= 14.0 时 Y 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 . 

11， 旺 蜂 用 一 个 翅膀 在 另 一 翅膀 上 快速 地 滑动 ,从 而 发 出 叶 叶 吐 嘎 的 叫 声 . 生物 学 家 知 
道 叫 声 的 频率 zx 与 气温 了 具有 线性 关系 .下 表 列 出 了 15 对 频率 与 气温 间 的 对 应 关系 的 观察 


结果 : 
频率 六 ( 叫 声 数 / 秒 ) 
气温 yw(CC) 
频率 二 ( 叫 声 数 / 秒 ) 
气温 y%(CC) 
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试 求 了 关于 z 的 线性 回归 方程 . 
12， 下 面 列 出 了 自 1952 年 一 2004 年 各 届 奥 林 匹 克 运 动 会 男子 10 000 米 赛跑 的 冠军 的 成 


绩 ( 时 间 以 min 计 ): 


。，267 。 
0. 00 0. 70 0. 80 0. 95 
21] 22.6 23. 8 26 


11.9 10.4 15.0 16.0 17.8 
1 .6 10.2 14.5 15.8 17.6 
LE 0 5 15. 1 
16. 汪汪 1u.9 15. ] 4. 9 


2 让 
zol 27.0 24.0 20.9 27.8 
16.0 17.0 14.4 
SEEO 28.6 24.6 加 


。268 ， 第 九 章 “方差 分 析 及 回归 分 析 


年 份 (z) 1968 1972 1976 


(1) 求 衬 关于 z 的 线性 回归 方程 y》 = 2 十 红 . 

(2) 检验 假设 五 , :2 = 0, 末 :8 尖 0( 显 著 性 水 平 c 王 0.05) 

《3) 求 2008 年 冠军 成 绩 的 预测 值 . 

13. 以 了 与 了 分 别 表示 人 的 脚 长 (英寸 山 ) 与 手 长 (英寸 ), 下 面 列 出 了 15 名 女子 的 脚 的 长 
度 zx 与 手 的 长 度 Y 的 样本 值 : 


并 9.00 850 9%.25 9%.75 9%.00 10.00 9.50 9. 00 
y 6.50 6.25” 7.25 7.00 6.75 7.00 6.50 7. 00 
并 9.25 9%.50 9%.25 10.00 10.00 9.75 9.50 
y 7.00 7.00 ?7.00 7.50 7.235 7.25 7.25 


试 求 (1) 了 Y 关 于 z 的 线性 回归 方程 》 = 4 十 姑 ， 

(2) 求 2 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ， 

14. 榭 寄生 是 一 种 寄生 在 大 树 上 部 树枝 上 的 寄生 植物 . 它 喜 欢 寄生 在 年 轻 的 大 树 上 .下 
面 给 出 在 一 定 条 件 下 完成 的 试验 中 采集 的 数据 ; 


大 树 的 年 龄 z( 年 ) 3 4 9 15 40 
28 10 1 6 1 
笃 株 大 树 上 机 33 36 22 14 ] 
寄生 的 株数 y 
22 24 10 9 


(1) 作出 (zw) 的 散 点 图 . 

(2) 令 xz 一 jn 作出 (ziyzi) 的 散 点 图 . 

(3) 以 模型 了 = aerey ln 一 NO 天) 拟 合 数据 ,其 中 ao,e: 与 工 无 关 . 试 求 曲 线 回 归 方 
程 y 一 aexp(p&zr)， 

1S. 一 种 合金 在 某 种 添加 剂 的 不 同 浓度 之 下 ,各 做 三 次 试验 ,得 数据 如 下 : 


浓度 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0 
25. 2 29. 8 8 31. 7 29. 4 

抗 压强 度 y 27. 3 STR 32.6 30. 1 30. 8 
28. 7 未 7 32. 3 32. 8 


中 1 英寸 =2.54 厘 米 ， 


习 题 。269 ， 


(1) 作 散 点 图 . 
(2) 以 模型 了 三 页 十 DTzr 十 了 十 se 一 No ) 拟 合 数据 ,其 中 尺 .加 2 ,ca: 与 二 无 关 ， 


求 回 归 方 程 y = 久 十 太 工 十 名 2 
16. 某 种 化 工 产 品 的 得 率 了 与 反应 温度 zi、 反应 时 间 zz 及 某 反 应 物 浓度 rz 有 关 . 今 得 试 
验 结果 如 下 表 所 示 ,其 中 zi ,rs yzs 均 为 二 水 平 且 均 以 编码 形式 表达 ， 


1 ee 一 | 2 1 ] ] ] 
Ze ER ] ] | aa， ] ] 
3 之 | 1 ， ] = 1 
得 率 7. 昌 10. 3 9.2 10. 2 8. 4 有 9. 8 12.6 


(1]) 设 pzrryz) 一 如 十 思 zl 十 如 zs 十 pz , 求 了 的 多 元 线性 回归 方程 . 
《2) 若 认 为 反应 时 间 不 影响 得 率 , 即 认 为 
AZiyTZzey7Za) 一 记 十 岂 T 十 房 za， 
求 了 的 多 元 线性 回归 方程 . 


第 十 章 ”bootstrap 方法 


S1 非 参 数 bootstrap 方法 


设 总 体 的 分 布下 未 知 ,但 已 经 有 一 个 容量 为 的 来 自分 布下 的 数据 样本 ， 
自 这 一 样本 按 放 回 抽样 的 方法 抽取 一 个 容量 为 ”的 样本 ,这 种 样本 称 为 boot- 
strap 样本 或 称 为 自助 样本 . 相继 地 、 独 立地 自 原始 样本 中 取 很 多 个 bootstrap 样 
本 ,利用 这 些 样 本 对 总 体 忆 进行 统计 推断 . 这 种 方法 称 为 非 参数 bootstrap 方法 ， 
又 称 自助 法 . 这 一 方法 可 以 用 于 当 人 们 对 总 体 知 之 甚 少 的 情况 , 它 是 近代 统计 中 
的 一 种 用 于 数据 处 理 的 重要 实用 方法 . 这 种 方法 的 实现 需要 在 计算 机 上 作 大 量 
的 计算 , 随 着 计算 机 威力 的 增长 , 它 已 成 为 一 种 流行 的 方法 . 

bootstrap 方法 是 Efron 在 20 世纪 70 年代 后 期 建立 的 . 

《一 ) 人 计量 的 标准 误差 的 bootstrap 估计 

在 估计 总 体 未 知 参数 0 时 ,人 们 不 但 要 给 出 0 的 估计 0, 还 需 指出 这 一 估计 有 
的 精度 . 通常 我 们 用 估计 量 0 的 标准 差 WVD(b) 来 度量 估计 的 精度 . 估计 量 六 的 标 
准 差 c;=VD(6) 也 称 为 估计 量 0 的 标准 误差 . 

设 X, ,X, ,…,X, 是 来 自 以 下 (z) 为 分 布 函数 的 总 体 的 样本 ,9 是 我 们 感 兴 
趣 的 未 知 参 数 ,用 06=0CX ,X: …,X,) 作 为 的 估计 量 , 在 应 用 中 妨 的 抽样 分 布 
常 是 很 难处 理 的 ,这 样 ,VD(6) 常 没 有 一 个 简单 的 表达 式 ,不 过 我 们 可 以 用 计算 
机 模拟 的 方法 来 求 得 VD(6) 的 估计 .为 此 , 自 下 产生 很 多 容量 为 ”的 样本 (例如 
总 0 ,对 于 每 一 个 样本 计算 0 的 值 , 得 b ,0 人 ,05 , 则 V D(O) 可 以 用 


5 一 BETD 人 一 0 (1.1) 
来 估计 ,其 中 6 = 斑 >)6 .然而 下 常常 是 未 知 的 ,这 样 就 无 法 产生 模拟 样本 ,不 


能 得 到 (1. 1) 式 的 结果 ,需要 另外 的 方法 . 
现在 设 分 布 未 知 ,zri ,ze,……'z 是 来 自 正 的 样本 值 ,下 , 是 相应 的 经 验 分 


AN 1 非 参 数 bootstrap 方法 。27J ， 


布 函 数 . 当 守 很 大 时 ,已 , 接近 下 ( 见 第 六 章 》3 格 里 汶 科 定理 ). 我 们 用 已 , 代替 上 
一 段 中 的 下 ,在 已 , 中 抽样 .在 已 , 中 抽样 ,就 是 在 原始 样本 ri ,re ，……zrw 中 每 次 
随机 地 取 一 个 个 体 作 放 回 抽样 . 如 此 得 到 一 个 容量 为 冯 的 样本 rzr ,zz ，…，,zn ， 
这 就 是 第 一 段 中 所 说 的 bootstrap 样本 . 用 bootstrap 样本 按 上 一 段 中 计算 估计 


DC(r， ,zz) 那 样 求 出 如 的 估计 2 一 Cr 2 本 ) ,估计 pb-* 称 为 吕 的 
bootstrap 估计 . 相继 地 ,独立 地 抽 得 如 个 bootstrap 样本 .以 这 些 样本 分 别 求 出 
9 的 相应 的 bootstrap 估计 如 下 : 

boostrap 样本 1 zi rz， bootstrap 估计 引 


boostrap 样本 2 za: ,zs zz， bootstrap 估计 估 


boostrap 样本 忆 zas,zayvyz*a， bootstrap 估计 人 引 
则 6 的 标准 误差 VD(6) ,就 以 


《1. 2) 





] 方 其 On，* 2 
TEN T 之 /0 0 ) 
~ 有 二 ~ 
来 估计 ,其 中 9 = 态 盖 0 .(].2) 式 就 是 VD(6) 的 bootstrap 估计 . 
+ 一 ] 


综 上 所 述 得 到 求 V D(6) 的 bootstrap 估计 的 步骤 是 

1] 上 和 目 原 始 数据 样本 x=(ziyzz，…yz) 按 放 回 抽样 的 方法 , 抽 得 容量 为 > 
的 样本 x 三 (7 , 巡 ,…z ) ( 称 为 bootstrap 样本 ); 

2 相继 地 ,独立 地 求 出 吾 个 (8B>1000) 容 量 为 ”的 bootstrap 样本 ,xz 一 
Cr 一 1,2,…, 卫 .对 于 第 ;个 bootstrap 样本 ,计算 0 一 0(Czr， 
一 2 (6 称 为 9 的 第 : 个 bootstrap 估计 . ) 

3” 计算 





本 AR E，， 

AN 之 让、 

例 1 某 种 基金 的 年 回报 率 是 具有 分 布 函 数 下 的 连续 型 随机 变量 ,下 未 知 ， 
F 的 中 位 数 0 是 未 知 参 数 . 现 有 以 下 的 数据 (%% 率 ): 

15。0 了 

以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 . 试 求 中 位 数 估计 的 标准 误差 的 boot- 
strap 估计 . 

解 ”将 原始 样本 自 小 到 大 排序 ,中 间 一 个 数 为 12. 0, 得 样本 中 位 数 为 12. 0. 

相继 地 ,独立 地 在 上 述 5 个 数据 中 , 按 放 回 抽样 的 方法 取样 , 取 召 =10 得 到 


。272 。 第 十 音 bootstrap 方法 





下 述 10 个 bootstrap 样本 :出 
样本 1 9%.5 18.2 12.0 10.2 18.2 
样本 2 21.1 18.2 12.0 9.5 10.2 
样本 3 21.1 10.2 10.2 12.0 10.2 
样本 4 18.2 12.0 9%.5 18.2 10.2 
样本 5 21.1 12.0 18.2 12.0 18.2 
样本 6 10.2 10.2 9%.5 21.1 10.2 
样本 7 9.5 21.1 12.0 10.2 12.0 
样本 8 10.2 18.2 10.2 21.1 21.1 
样本 9 10.2 10.2 18.2 18.2 18.2 
样本 10 18.2 10.2 18.2 10.2 10.2 
对 以 上 每 个 bootstrap 样本 , 求 得 样本 中 位 数 分 别 为 
多 三 12.0; 名 三 12.0, 久 三 10.2, 久 三 12.0, 色 一 18.2， 
久 过 10.2 页 二 12.0, 色 一 18. 画 六 二 18. 020 王 10. 和 5 


于 是 以 原始 样本 确定 的 样本 中 位 数 9 12.0 作为 总 体 中 位 数 8 的 估计 ,由 (1. 2) 
式 知 其 标准 误差 的 bootstrap 估计 为 


1 和 
7 = 导 人 人 一 0 0): 一 3.457 9. 口 


本 题 中 取 B 三 10, 这 只 是 为 了 说 明 计算 方法 ,是 不 能 实际 运用 的 ,在 实际 中 应 取 
呈 之 1 000. 


(二 ) 估计 量 的 均 方 误差 及 偏差 的 bootstrap 估计 
设 夺 一 (Xi ,XXX,) 是 来 自 总体 下 的 样本 ,下 未知, 尺 =RCX) 是 感 兴趣 


中 ”一般 是 用 计算 机 取样 ,这 里 因 ”一 5,B=10 较 小 ,可 利用 随机 数 表 (这 种 数 表 载 有 很 多 伪 随 机 数 ) 
进行 取样 ,具体 做 法 如 下 : 
] 


个 随机 数 , 为 此 先 在 随机 数 表 中 得 到 5 个 伪 随 机 数 
0. 21500 0.01011 0.47435 0.91312 0. 12775 
于 是 得 分 布 P{X 一 站 一 于 一 1,2,3,4，5 的 5 个 随机 数 
2 一 [5X0.215 00] 十 1 一 2，z 一 [5X0.010 11] 十 1 王 1,，z 三 [5X0.474 35] 十 1 一 3， 
xi 一 [5X0.913 12] 十 1 三 5，zs 三 [5X0. 127 75] 十 1=1 
即 2,1,3,5,1, 于 是 得 对 应 的 本 题 的 样本 


9%.5 18.2 12.0.10.2 18.2 
这 就 是 这 里 的 样本 1.〈 参 见 第 377 页 参 读 材料 例 2) 


8$ 1 非 参 数 bootstrap 方法 。 273 。 


的 随机 变量 , 它 依赖 于 样本 X. 假设 我 们 希望 去 估计 尺 的 分 布 的 某 些 特征 . 例如 
R 的 数学 期 望 正 r(RR) 由 ,就 可 以 按照 上 面 所 说 的 三 个 步骤 二 ,2 ,3 进行 ,只 是 在 
2 中 对 于 第 ;个 bootstrap 样本 巡 一 (zz ) 计算 民 一 民 Cx  ) 代 替 
计算 9" , 且 在 3 中 计算 感 兴趣 的 尺 的 特征 .例如 如 果 希 望 估计 Er(R) 就 计算 


吕 
] 
*“ ) 加 一 二 
已 二 百 之 R 


例 2( 均 方 误 差 ) 设 金属 元 素 钢 的 升华 热 是 具有 分 布 函数 下 的 连续 型 随机 
变量 ,下 的 中 位 数 0 是 未 知 参数 , 现 测 得 以 下 的 数据 (以 kcal/mol 计 包 ) : 
136.3 136.6 135.8 135.4 134.7 135.0 134.1 143.3 147.8 
148.8 134.8 135.2 134.9 149.5 141.2 135.4 134.8 135.8 
135.0 133.7 134.4 134.9 134.8 134.5 134.3 135. 2 
以 样本 中 位 数 M=AM(CX) 作 为 总 体 中 位 数 9 的 估计 , 试 求 均 方 误差 MS 开 = 
下 [CCM 一 0 人)2] 的 bootstrap 估计 . 
解 ” 将 原始 样本 自 小 到 大 排序 , 左 起 第 13 个 数 为 135.0, 左 起 第 14 个 数 为 135. 


2, 于 是 样本 中 位 数 为 了 (135. 0 十 135. 2) 一 135. 1. 以 135. 1 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 ， 


即 06=-135. 1. 取 R=RCE) 一 (M 一 0): , 需 估 计 RCX) 的 均值 ECM 一 0)2]， 
相继 地 ,独立 地 抽取 10 000 个 bootstrap 样本 如 下 : 
样本 ] 
133.2 134.1 134.1 134.1 134.8 134.8 134.8 134.9 134.9 
134.9 135.0 135.2 135.2 135.4 135.4 135.8 135.8 136. 3 
136.3 136.6 136.6 141.2 143.3 143.3 147.8 148.8 


得 样本 中 位 数 为 135. 3 


心 Co 


样本 10 000 
134.3 134.5 134.5 13455 贿 03547054 
134.8 134.9 134.9 134.9 134.9 135. 
135.4 135.4 135.8 136.6 146.5 146. 
得 样本 中 位 数 为 134. 9 
对 于 用 第 ;个 样本 计算 
“一 Rr' 一 (M; 一 0)2 一 (M; 一 135. 1)2 守 二 1,2,…,10 000， 


Oo 


134.8 134.8 134.8 
1]135.4 135.4 135.4 
147.8 148.8 


ci 心 





中 Er(R) 表 示 以 上 为 分 布 范 数 时 尺 的 数学 期 望 ， 
个 .CR'*) 表 示 以 已 ,为 分 布 函数 时 尺 * 的 数学 期 望 . 
曲 1 千 卡 / 摩 尔 =4 186. 8 焦耳 /摩尔 (1 kcal/mol=4 186. 8 J/mol)， 
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即 有 对 于 样本 1 (AM 一 135. 1): 一 (135. 3 一 135. 1)2 一 0. 04， 


对 于 样本 10 000 (Mn oo 一 135. 1) 一 (134. 9 一 135. 1) 一 0. 04. 
用 这 10 000 个 数 的 平均 值 


5 CM: 一 135.1): 一 0.07 
近似 下 [(CM 一 0 , 即 得 MSE[(CM 一 0)?] 的 bootstrap 估计 为 0.07. 

例 3( 偏 差 ) 设 导 一 (Xi ,Xs,…,X,) 是 来 自 总 体 下 的 样本 ,0 一 0(CX， 

X; ,…,X,) 是 参数 0 的 估计 量 .0 的 估计 0 关于 9 的 偏差 定义 为 
0 一 下 (0 一 9) 一 ECO) 一 0. (1.3) 
当 20 是 0 的 无 偏 估 计时 2 一 0. 

试 在 例 2 中 ,以 样本 中 位 数 M==M(X) 作 为 总 体 下 的 中 位 数 9 的 估计 , 求 偏 
老 0 一 尼 ECM 一 0) 的 bootstrap 估计 ， 

由 例 2 知 原始 样本 的 中 位 数 为 135. 1. 以 135. 1 作为 总 体 中 位 数 尺 =0 的 估 
计 , 即 96 王 135.1, 取 及 =RCX) 一 M 一 0, 需 估计 尺 (X) 的 均值 ECM 一 9). 对 于 例 2 
中 第 ;个 样本 计算 

RR- 一 ROr 一 (AM 一 0) 一 (MY 一 135. 1) ,一 1,2,…,10 000. 
即 有 对 于 样本 1 Ai 一 135. 1 一 0. 02. 





对 于 样本 10 000 “Mao 一 135. 1 一 一 0. 02. 
将 上 述 10 000 个 数 取 平均 值得 到 偏差 2 的 bootstrap 估计 为 
三 SS -135. 1) 二 本 二 生 本 本 
10 000 有 一 10 000 僵 
一 135. 14 一 135. 1 王 0. 04， 呈 


(三 ) bootstrap 置信 区 间 
下 面 介绍 一 种 求 未 知 参 数 9 的 bootstrap 置信 区 间 的 方法 . 
设 种 一 (AI ,AR ,……,X,) 是 来 自 总 体 玉 容 量 为 天 的 样本 ,xz 一 (zi 人 


是 一 个 已 知 的 样本 值 .下 中 含有 未 知 参 数 9.,0=0CX,X, ,…,X,) 是 0 的 估计 量 . 
现在 来 求 2 的 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 . 
相继 地 ,独立 地 从 样本 x= 一 (ziyz,…yz) 中 抽出 吾 个 容量 为 ”的 boot- 


strap 样本 ,对 于 每 个 bootstrap 样本 求 出 6 的 bootstrap 估计 :好 ,0 ,后 . 将 
它们 自 小 到 大 排序 ,得 


D- 
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0 委 02 过 … 委 0 (1.4) 
取 RCX)= 一 9, 用 对 应 的 RCX* ) 一 0 的 分 布 作 为 尽 CX) 的 分 布 的 近似 , 求 出 尺 
(X” ) 的 分 布 的 近似 分 位 数 0 和 罗 -。 使 
P{(bs<0 一 Oo} 一 1 一 a， 


于 是 近似 地 有 
Pb 一 0<0-ws 一 1 一 w. (1.5) 
记 记 一 | Bx 全 | ,所 一 | Bx (1 一 生 ) |, 在 (1. 5) 式 中 以 效 ， 和 60， 分 别 作为 分 位 
数 bz ,bz 的 估计 ,得 到 近似 等 式 
P{b，<0< 0 } 一 1 一 a， 加 六 
于 是 由 上 式 就 得 到 9 的 置信 水 平 为 1 一 ac 的 近似 置信 区 间 
(0 并 ，) (1.7) 


这 一 区 间 称 为 0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 bootstrap 置信 区 间 . 这 种 求 置信 区 间 的 
方法 称 为 分 位 数 法 . 

例 4 在 例 2 中 

(1) 以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 0 的 估计 求 g 的 置信 水 平 为 0.95 的 
bootstrap 置信 区 间 

(2) 以 样本 20 为 截 尾 均值 作为 总 体 20%% 截 尾 均 值 六 的 估计 , 求 z 的 置信 
水 平 为 0. 95 的 bootstrap 置信 区 间 . 

解 ?=26,B=10 000, 原 始 样本 以 及 10 000 个 模拟 bootstrap 样本 见 例 2. 

(1) 对 于 每 一 个 bootstrap 样本 算出 中 位 数 MY ,AM; ,… ,Maoo. 将 它们 自 


小 到 大 排序 得 到 

AMo < AMeo， 委 … 委 Meoso < 福 Mca <… 入 Mo 750) 福 AMMo9 751) 委 … 妇 Mo 000) 。 
由 及 二 10 000，1 一 ac 一 0.95，a 一 0.05， 

后 一 [lo 000X | 一 250, 汪 [1 000X (1 2)]= SN 
置信 区 间 为 


(Mezso) 9 Me 750) ) 一 (134. 6，135， 8 ). 
《2) 对 于 例 2 中 的 10 000 个 bootstrap 样本 中 的 每 一 个 ,算出 样本 20% 截 


尾 均值 : zx: ， 人 人 ,将 它们 自 小 到 大 排序 得 到 
人 < 二 委 … 反 下 0 委 工 [551 坟 …… 雪 工 1 ?50) 


IE 一 半 
委 必 TD 751) 雪 … 和 去 必 MKI10 000) 。 


按 分 位 数 法 由 (1.7) 式 得 到 20%% 截 尾 均值 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 bootstrap 
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置信 区 间 为 
(xzsso，xo750)) 一 (134. 85,136. 92). UL 
例 S 有 30 帘 仔 猪 出 生 时 各 窝 猪 的 存活 只 数 为 
人 
9 号 10 二 


以 样本 均值 z 作为 总 体 均 值 w 的 估计 ,以 样本 标准 盖 * 作为 总 体 标 准 差 c 的 估 
计 , 按 分 位 数 法 求 w& 以 及 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 区 间 ， 

解 ”相继 地 ,独立 地 自 原 始 样本 数据 用 放 回 抽样 的 方法 ,得 到 10 000 个 容 
量 均 为 30 的 bootstrap 样本 : 
样本 1 

8 8 1l10 127 1 11 8 10 11227910 89 1 10 

I13 99.9 1108 13 89 .97 10 8 


样本 10 000 

9 l]07 109797 1 99 13 1 12 10 

1 并 
对 上 述 每 个 bootstrap 样本 算出 样本 均值 守 (一 1,2,…,10 000), 将 10 000 个 
Zr 按 自 小 到 大 排序 , 左 起 第 500 位 为 zcoo 一 9.03, 左 起 第 9 500 位 为 
Zoosoo 一 10.038. 于 是 按 (1.7) 式 得 w 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 
区 间 为 

CC Zoo)》 一 (9. 避 3 10. 038 ). 

对 上 述 10 000 个 bootstrap 样本 的 每 一 个 算出 标准 差 s (zi 一 1,2,.…， 
10 000) ,将 10 000 个 按 自 小 到 大 排序 . 左 起 第 500 位 为 SC5oo0) 一 ]. 35， 二 
9 500 位 为 sesoo 王 1.98, 于 是 按 (1.7) 式 得 ec 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 boot- 
strap 置信 区 间 为 

《Sucsoo) 5(9 500) 0 一 (人 1. 35， 98). 三] 


《四 ) 用 bootstrap- 法 求 均值 w 的 bootstrap 的 置信 区 间 


设 X 一 (XXX) 是 来 目 总 体 丰 的 容量 为 ”的 样本 ,x 一 (ziyrz，… 
zi) 是 一 个 已 知 的 样本 值 .均值 wk 和 方差 co 均 为 未 知 参 数 ,我 们 要 利用 样本 值 x 
来 估计 A. 

考虑 困 数 


;一 笃 一 4， (1.8) 


Sa 





8$ 1 非 参 数 bootstrap 方法 。 277 。 


在 第 七 章 》 5 中 假设 总 体 正 具有 正 态 分 布 , 此 时 上 的 分 布 与 参数 w 无 关 , 它 是 一 
个 枢 轴 量 而 且 有 :一 上 (一 1) ,利用 枢 轴 量 上 ,就 能 求 得 wx 的 置信 区 间 . 现在 ,总 体 
下 不 具 有 正 态 分 布 , 但 可 证 上 仍 是 一 个 枢 轴 量 . 然而 上 的 分 布 就 不 是 上 (2 一 1) 分 
布 ,这 样 就 不 能 按 第 七 章 的 方法 求 得 w 的 置信 区 间 了 ,下 面 我 们 用 bootstrap 方 
法 来 求 w 的 近似 置信 区 间 . 


以 原始 样本 x 一 (zi ,zz，…，zv) 的 样本 均值 却 = 工 > )z; 作为 w 的 估计 , 考 
虑 与 上 相应 的 枢 轴 量 





一 (1. 9) 
S”/V/7a 
此 处 X* ,S* 分 别 为 与 X,S 相应 的 bootstrap 样本 均值 与 样本 标准 差 .用 玉 ”的 
分 布 近似 上 的 分 布 , 求 出 下 ”的 近似 分 位 数 zuw2 yz 2 使 


ww 汪 一 工 加 
P|w2< 芭 : 同志 < Yi- .= Q。 (1. 10) 
于 是 近似 地 有 
1 么 一 && aa 
Piz 2 .|= 一 和 
或 即 P{ 广 一 ur- 了 <p< -us 宇 |}=1 一 < (1.11) 
病 顺 


将 W 斑 的 吾 个 bootstrap 值 自 小 到 大 排序 


贡 剧 其 
TO 禄 TO 福生 < 刻 p) 


记 上 一 | Bx 和 号 |, 心 一 | Bx (一季 ) | ,在 (1. 11) 式 中 以 wa ,和 zz 分别 作 为 分 


位 数 wz zero 的 估计 ,由 (1.11) 式 得 到 近似 等 式 


与 
P{ 瑟 一 was W cot， 一 1 一 a. 4 柄 [9 
由 (1. 12) 式 得 到 w 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 bootstrap 置信 区 间 
(wo 六， 了 (1. 13) 


这 一 方法 称 为 brotstrap-t 法 . 
例 6 在 例 5 中 用 bootstrap- 法 求 w 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 . 
解 原始 样本 以 及 10 000 个 模拟 bootstrap 样本 见 例 5. 在 原始 样本 中 "一 


30 , 工 一 9. 53,s 一 1.72,% 一 2. 95， 
对 于 第 ;个 (一 1,2,…，,10 000 王 召 )bootstrap 样本 , 求 出 它 的 均值 亏 ” 和 
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样本 标准 差 s” ,从 而 得 到 w” 的 第 ;个 值 





和 
YI 人 ， 1I 一 1,2……，10 000， 
SS /Var 


其 中 zx 是 由 原始 样本 确定 的 样本 均值 .将 rw” 自 小 到 大 排序 得 到 
ZU < TOC 福 … 和 < 三 zoaoooo)。 


取 置 信 水 平 1 一 a=0. 90 ,此 时 wa=0. 10,a/2=0.05.1 一 ay2=0. 95. 取 Ai 一 


| Bx 号 |=500, 心 一 | BXx(I 一 各 ) |=9 500, 得 wiioo = 一 1.781 3,ubso 一 
2 J 
1.629 9. 于 是 按 (1. 13) 式 得 到 5 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap-t 置信 区 间 为 


(9.53 一 1.629 9x 二 到， 9.53 十 1.781 3x 二 人 2) 一 
V30 7 





《9.018 2， 10.089 4). [L 
用 非 参 数 bootstrap 法 来 求 参 数 的 近似 置信 区 间 的 优点 是 .不 需要 对 总 体 
分 布 的 类 型 作 任何 的 假设 ,而 且 可 以 适用 于 小 样本 . 且 能 用 于 各 种 统计 量 ( 不 限 
于 样本 均值 ). 
以 上 介绍 的 bootstrap 方法 ,没有 假设 所 研究 的 总 体 的 分 布 函 数 下 的 形式 ， 
bootstrap 样本 是 来 自己 知 的 数据 (原始 样本 ). 所 以 称 之 为 非 参 数 bootstrap 
方法 . 


Y《2 参数 bootstrap 方法 


假设 所 研究 的 总 体 的 分 布 函 数 F(Cz;B8) 的 形式 已 知 , 但 其 中 包含 未 知 参 数 B 

(8 可 以 是 向 量 ). 现在 已 知 有 一 个 来 自 FE(z;iB8) 的 样本 
及 ) 0 
利用 这 一 样本 求 出 8 的 最 大 似 然 估 计 8. 在 F(Czr;B) 中 以 8 代替 有 得 到 下 (zy8) , 接 
着 在 FCzr;p8) 中 产生 容量 为 ”的 样本 
XXX 下 (zi0). 

这 种 样本 可 以 产生 很 多 个 ,例如 产生 已 个 (3 三 1 000) .就 可 以 利用 这 些 样 本 对 
总 体 进 行 统计 推断 ,其 做 法 与 非 参 数 bootstrap 方法 一 样 . 这 种 方法 称 为 参数 
bootstrap 法 . 

例 1 已 知 某 种 电子 元 件 的 寿命 (以 h 计 ) 服 从 过 布尔 分 布 , 其 分 布 函 数 为 


四 意 指 样本 Xr ,Xz ,…,X7 来 自 以 FCz:p) 为 分 布 函数 的 总 体 . 


2 参数 bootstrap 方法 。 279 。 


F( 人 7 一 p>0,> 
人 其 他 ， se 


ro 站 
四 其 他 ， 
已 知 参 数 8 王 2. 今 有 样本 
142.84 97.04 32.46 69.14 85.67 114.43 41.76 163.07 108.22 63.28 
(1) 确定 参数 7 的 最 大 似 然 估 计 . 
(2) 对 于 时 刻 所 三 50, 求 可 靠 性 R(50) 王 1 一 F(50) 一 ee 的 置信 水 平分 
别 为 0.95,0. 90 的 bootstrap 单 侧 置信 下 限 . 
解 〈1) 设 有 样本 ri,zrz, zi 似 然 函数 为 (已 将 8 一 2 代入 ) 


克 


刀 三 

了 -一 2 人 ,Ci /用 二 C ( 均 ， )e 人 } 闻 

加 | 2 1 2 时 1 
ti 一 | 7 太 1 一 1 


In 工 一 C 十 [一 2zlny 一 庆 Zm]， C 为 常数 . 
| 





令 人 In 二 一 0 得 
中 
一 27 2 <、， 
RS Ti 一 0， 
7 
三 
ia] 
一 二 


以 数据 代入 得 7 的 最 大 似 然 估 计 为 7 一 100.069 6. 

(2) 先 说 一 下 如 何 产生 志 布 尔 分布 的 随机 数 . 设 U 一 U(0,1), 令 U=1 一 
e-'x%w , 解 得 

X 一 久 一 到 们 二 姜 ) 
因 1 一 5 一 U(0,1) , 故 
X 一 光一 InU7]2 

也 具有 参数 8 一 2,7 的 韦 布尔 分 布 .以 交 100.069 6 作为 因 按 X 一 100.069 6[ 一 in UD]" 
就 能 产生 韦 布尔 分 布 的 随机 数 . 以 FCz, 力 = 一 FFGz,100. 069 6) 为 分 布 函数 产生 
5 000 个 容量 为 10 的 bootstrap 样本 : 

样本 1 zz zi 得 7 的 bootstrap 估计 


10 
《17 
i=| 
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样本 5 000 1 5 000 人 5 000 9 3。 9 并 105 000 ,得 7 的 bootstrap 估计 


| 10 和 
) ( 工 5 000 2 
基 _ zi 一 
六 000 A 了 


10 
将 以 上 5 000 个 妈 自 小 到 大 排序 , 取 左 起 第 250 位 ,得 
1025o) 一 /3. 207 360， 








取 左 起 第 500 位 得 
7lsoo 一 79. 036 52. 
于 是 在 一 50 时 ,可 靠 性 尺 (50) 的 置信 水 平 为 0. 95 的 bootstrap 单 侧 置 信 下 限 
为 
e-'5o/icso) 一 0. 627 6. 
在 :一 50 时 ,可 靠 性 尺 (50) 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 单 侧 置 信 下 限 为 
e-'5o/isoo) 一 0. 670 2. 口 
例 2 据 Hardy 一 Weinberg 定律 , 若 基因 频率 处 于 平衡 状态 , 则 在 一 总 体 中 
个 体 具 有 血型 M、.MN 、N 的 概率 分 别 是 (1 一 0 六 ,26(1 一 0) ,8 ,其 中 0 一 0 一 1. 据 
1937 年 对 香港 地 区 的 调查 有 以 下 的 数据 ; 
血型 AM AMTN N 
人 数 342 500 187 共 1 029 


(1) 求 2 的 最 大 似 然 估计 0; 
(2) 求 9 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 区 间 . 
解 分 别 记 二 1 二 2 9 并 3 为 具有 血型 为 AM, NMN ,AN 的 人 数 , 记 了 1 了 兆 2 十 za 一 
7. 似 然 函 数 为 
世 一 [1 一 分 3] [281 一 分 ] [人 ] 
一 22 bz 2 (1 一 0 和 一 守 ， 
jn 工 王 Zooln 2 十 (zy 十 站 二 DZ 人 InCl 一 0)， 





d Tv 十 25 一 (22 十 售 加 

令 gr 一 一 - 一 

7 六 门 -一 2Zz 十 2 瑟 Me 
解 得 /一 二 十 芭 , 二 仙 六 < 


以 数据 zx 王 342,z 一 500,zr: 一 187,z 一 1 029, 代 人 得 到 6=0.424 7. 以 0 代替 0， 
得 到 (1 一 0): 一 0. 331,20(1 一 0) 一 0.489, 玉 一 0.180. 于 是 血型 的 近似 分 布 律 为 





(2.。 1 


概率 | 0.331 0.489 0. 180 


小 结 。，281 。 


一 一 一 





以 (2. 1 ) 为 分 布 律 产 生 1 000 个 bootstrap 样本 ,从 而 得 到 9 的 1 000 个 
bootstrap 估计 丰 , 色 ,booo. 将 这 1 000 个 数 按 自 小 到 大 的 次 序 排 序 得 到 

b 委 b5 委 …b50< 委 … 委 bs 委 … 委 所 oo. 
取 (buso ,bso ) 一 (0.378 5,0. 409 6) 为 0 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 
区 间 . 口 

小 结 








设 x* 一 (Zirz…yzo) 是 来 自分 布 函数 为 下 的 总 体 的 样本 ,F 未 知 .RCx) 是 x 的 函数 ,P， 
是 相应 的 经 验 分 布 函数 . 假如 我 们 感 兴 趣 的 是 RRCx) 的 某 些 特征 ,例如 尺 的 均值 或 中 位 数 . 非 
参数 bootstrap 方法 的 第 一 步 是 用 已 知 的 经 验 分 布 函数 已 , 代替 下 ,在 忆 , 中 抽样 ,得 到 数据 样 
本 六 一 (CT rr ) ,然后 计算 RCx  ) 的 均值 或 中 位 数 ,作为 所 需求 的 均值 或 中 位 数 的 
估计 (bootstrap 估计 ). 通常 的 情况 ,RCx* ) 的 分 布 过 于 复杂 ,不 能 用 解析 的 方法 计算 得 到 
KGCx ) 的 特征 ,而 需要 采用 模拟 的 方法 . 在 参数 bootstrap 方法 中 下 =F(Cxip) 的 形式 已 知 , 但 


包含 未 知 参 数 B. 先 利用 样本 x 求 出 B 的 最 大 似 然 估计 有 ,以 Frsp) 代 替 下 ,在 FCxr;8) 中 抽样 
得 到 数据 样本 *" ,然后 计算 RCx" ) 的 均值 或 中 位 数 ,作为 所 需求 的 均值 或 中 位 数 的 boot- 
strap 估计 . 非 参 数 和 参数 bootstrap 方法 可 用 于 当 人 们 对 总 体 知 之 甚 少 的 情况 ,它们 是 近代 
统计 中 的 一 种 用 于 数据 处 理 的 重要 的 实用 方法 . 
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《1 概 述 


《一 ) 计算 机 技术 企 数理 统计 中 鸭 应 用 


随 痢 现代 科学 技术 的 迅猛 发 展 , 人 类 社会 已 开始 进入 一 个 利用 和 开发 信息 
资源 的 信息 社会 . 信息 数据 数量 大 .范围 广 .变化 快 ,传统 的 人 工 处 理 手段 无 法 适 
应 社会 . 经 济 高 速 发 展 对 统计 提出 的 要 求 , 也 难以 提高 数据 处 理 的 速度 和 精度 . 
计算 机 技术 在 数理 统计 中 的 应 用 ,主要 是 在 统计 信息 的 存 贮 和 检索 、 统 计 资 料 的 
分 析 和 检验 等 方面 的 应 用 ,解决 了 统计 工作 中 的 难题 . 

不 仅 是 在 实际 的 技术 和 经 济 工 作 中 要 将 计算 机 技术 应 用 于 数理 统计 ,在 学 
习 概 率 论 与 数理 统计 程 的 阶段 ,同样 也 需要 应 用 计算 机 技术 .掌握 了 计算 机 技 
术 在 数理 统计 中 的 应 用 以 后 ,读者 的 分 析 和 研究 问题 的 能 力 将 极 大 地 提高 ,研究 
问题 的 规模 、 分 析 计 算 的 效率 将 极 大 地 提高 . 


《二 ) 住 数 理 统 计 研 究 中 应 用 下 xcel 软件 


功能 强大 的 统计 分 析 软 件 有 SAS (Statistical Analysis Software) \SPSS( 原 
名 为 Statistical Package for the Social Science,2000 年 改 为 Statistical Product 
and Service Solutions) 等 等 ,但 是 所 有 这 些 专业 软件 往往 系统 庞大 、 结 构 复 杂 ， 
大 多 数 非 统 计 专业 人 员 难 以 运用 自如 ,而 且 价 格 昂贵 ,是 一 般 人 难以 承受 的 . 

微软 (Microsoft) 公 司 推 出 的 办 公 软 件 包 Office, 得 到 了 广泛 的 应 用 ,Excel 
是 Office 的 重要 成 员 之 一 .Excel 是 一 个 功能 多 、 技 术 先 进 、 使 用 方便 的 表格 式 
数据 综合 管理 和 分 析 系 统 , 它 采 用 电子 表格 方式 进行 数据 处 理 , 工 作 直 观 方 便 ; 
它 提供 了 丰富 的 函数 ,可 以 进行 数据 处 理 、 统 计 分 析 和 决策 辅助 ;还 具有 较 好 的 
制图 功能 . 

只 要 读者 使 用 的 计算 机 上 安装 了 Office, 随 之 就 有 了 Excel, 不 需要 另 加 投 
资 , 而 Excel 的 使 用 是 不 难 学 会 的 . 

Office 有 不 同 的 版 本 ,例如 Office 2000 和 Office XP. Excel 也 有 不 同 的 版 
本 ,例如 Excel 2000,Excel 2002 和 Excel 2003. 这 些 版 本 大 同 小 异 ,相互 之 间 兼 
容 性 好 . 
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本 书 中 ,应 用 Excel 处 理 数 理 统计 问题 . 

计算 机 开机 后 , 单 击 显示 屏 左下 角 的 “开始 ”按钮 ,然后 单 击 “* 所 有 程序 ” 按 
钮 , 若 弹 出 的 菜单 有 “Microsoft Excel”, 即 可 调用 . 

尼 动 下 xcel 后 就 会 打开 Excel 的 用 户 界 面 窗口 ,如 图 11 一 1 所 示 . 该 窗口 自 
上 而 下 有 标题 栏 .菜单 栏 .常用 工具 栏 、. 格 式 工具 栏 .编辑 栏 . 工 作 表 区 工作 表 标 
签 ,水 平 滚 动 条 和 状态 栏 . 
程序 控制 按钮 








am E3 性 在 SR 光 轩 
菜单 栏 | 文人 @ rn gz 播 AG) 格式 吧 ) 工具 交 ) 数据 也 血 o) 而 助 加 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 ~ cs wub mo、wwmwv- 一 


常用 工具 栏 一 名 过 加 本 | 王 去 全 | 大 本 覆 学 | 光志 桔 王 大 下 红 | 和 必 7 6 ] 
机 式 工具 臣 一 下 一 | 工作 自控 制 按钮 
| 生 直 拆 分 框 








| 省 季 直 滚动 条 
工作 表 区 ( 色 
| 水 平 滚动 条 
了 
| 
后 NShestl /人 En 站 also -== 拓 量 对 人 寺 - 水 平 拆 分 杠 
状态 栏 一 形 放 六 仙 和 光 寺 和 半 和 人 二 于 让 生生 放 和 从 


图 11 一 1 Excel 的 用 户 界面 窗口 


工作 表 区 由 单元 格 组 成 ,每 个 单元 格 由 列 标 和 行 号 标识 . 工作 表 区 的 最 上 面 
一 行为 列 标 , 用 A,…,Z,AA,…,AZ,BA,…BZ,……,IA,…,IV 表 示 ;, 最 多 可 攻 
用 256 列 .工作 表 区 左边 一 列 为 行 号 ,用 1,2,…,65 536 表示 ,最 多 可 使 用 65 536 
行 .单元 格 “Al1? 表 示 单 元 格 位 于 A 列 第 1 行 . 单元 格 区 域 则 规定 为 矩形 ,例如 ， 
Al:F5 表示 一 矩形 区 域 ,Al 和 FF5 为 其 主 对 角 线 两 端的 单元 格 . 每 张 工作 表 有 
一 个 标签 与 之 对 应 ,例如 ,“sheet 1”. 工作 表 隶 属于 工作 短 ,一 个 工作 短 最 多 可 由 
255 个 不 同 的 工作 表 组 成 . 


三) Excel 的 分 析 工 具 库 


检查 Excel 的 “工具 ”菜单 ， 看 是 否 已 安装 子 分析 工具 . 如 果 在 “工具 ”菜单 中 
没有 “数据 分 析 ” 项 , 则 需 调 用 “加 载 安 ” 来 安装 "分 析 工 具 库 ”4 

“工具 ”菜单 中 有 了 “数据 分 析 ” 命 令 项 ， 单 击 它 , 就 出 现 * 数 据 分 析 ” 对 话 框 ， 
其 中 有 19 个 模块 ,它们 分 别 属 于 五 类 

1 基础 分 析 :(1) 随 机 数 发 生 器 ;(2) 抽 样 ;(S 措 述 统计 汉人 吉方 图 风 5) 排 
位 与 百分比 排 位 . 

2. 检验 分 析 :(6)z 检验 ,平均 值 的 成 对 两 样本 个 析 ;《7 冶 检验 , 双 样 本 等 方 
差 假设 ;(8): 检验 , 双 样 本 异 方差 假设 ;(9)2 检验 , 双 样 未 平 雹 差 检验 ;(10) 下 检 
验 , 双 样本 方差 . 
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3. 相关 .回归 :(11) 相 关系 数 ;(12) 协 方差 ;(13) 回 归 . 

4. 方差 分 析 :(14) 方 差分 析 , 单 因素 方差 分 析 ;(15) 方 差分 析 , 可 重复 双 因 
素 分 析 ;(16) 方 差分 析 ,无 重复 双 因 素 分 析 . 

5， 其 他 分 析 工 具 :(17) 移 动 平 均 ;(18) 指 数 平 滑 ;(19) 傅 里 时分 析 . 

在 本 书 中 ,只 讲述 Excel 在 几 个 问题 上 的 应 用 . 


2 箱 线 图 


利用 正 xcel 函数 
QUARTILEKCarrayy,quartile) 
就 能 直接 得 到 箱 线 图 的 5 个 点 :MIN,Q,Q, (中 位 数 ),Q 和 MAX. 函数 
QUARTILE(Carray,quartile) 的 功能 是 返回 数据 集 的 四 分 位 数 . 这 一 函数 有 两 个 
参数 array 和 quartile, 参 数 array 是 需要 求 四 分 位 数 的 数组 或 数字 型 单元 格 区 
域 ; 参 数 quartile 取 0 或 1 或 2 或 3 或 4, 依 次 表示 数据 集 的 MIN,Q, ,Q: (中 位 
数 ) ,Qi ,MAX. 例如 array 取 A1:Alo,quartile 取 3, 则 函数 
QUARTILECA1:Al10,.3) 
表示 返回 数组 Al 一 Al0 的 Q;. 函数 
QUARTILE(GA1L:Al10,4) 

表示 返回 数组 Al 一 Al0 的 MAX. 

例 1 分 别 画 出 第 六 章 》2 例 3 中 女子 .男子 组 肺活量 的 箱 线 图 . 

解 ”打开 下 xcel 工 作 表 ,将 “女子 组 ”以 及 “男子 组 分别 键 人 单元 格 Al 和 
El 以 及 B1 和 Gl, 将 数据 分 别 键 人 单元 格 区 域 A2:B26. 将 “MIN,Q ,Q: ,Q:， 
MAX" 分 别 键 人 单元 格 D2:D6. 在 单元 格 E2,E3,…,E6,G2,G3,…,G6, 分 别 键 
人 人 有关 Excel 本 数 式 如 下 . 

E2 =QUARTILECA2:A26,0)”， G2“ 一 QUARTILE(CB2 :,B26 ,0)”， 

E3 一 QUARTILE(A2:A26,1)”， G3 =QUARTILE(CB2:B26,1)”， 

E4 一 QUARTILECA2:A26,2)”，G4“ 王 QUARTILE(CB2:B26 ,2)”， 

FE5 一 QUARTILE(A2:A26,3)”， G5 “一 QUARTILE(B2,B26 ,3)”， 

E6 一 QUARTILE(A2:A26,4)”， G6“ 王 QUARTILE(CB2:B26 ,4)”， 
即 得 所 需 结 果 如 图 11 一 2 中 的 表格 所 示 . 

由 所 得 数据 即 可 由 手工 画 出 箱 线 图 如 图 6 一 4 所 示 . 

我 们 也 可 以 借助 Excel 的 绘图 工具 栏 ,使 用 鼠标 作出 箱 线 图 ， 

以 女子 的 肺活量 数据 作 箱 线 图 为 例 . 先 在 草稿 纸 上 画 一 草图 ,考虑 将 箱 线 图 的 “ 线 ” 放 在 


中 在 Excel 中 所 用 的 算法 与 132 页 所 说 的 稍 有 不 同 , 所 得 的 Qi ,Qs 与 按 132 页 所 得 的 会 稍 有 不 同 . 
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rr 














| 生 2.9 5.1 2.7 4.1 
| 锭 2.8 5.4| 旨 3.2 4.Y 
和 3. 和 5.3; Q2 3.5 5.3 
上 谎 - 3.2 4.3| 83 3.7 5.8 
| 二 : 3.7 6 EAX 4,. 2， 65, 了 总 
| 省 玉 3.8 于 | 
上 和 所 有 | 
虹 现 3.1 5.6 和 漳 
第 贡 4.2 5.3| | | 划 | 
aa 38 47 3.2 
站 2 3.7 芭 i 3.5: 
了. 3.4 6.3 3.7: 
了 二 3.5， 4.61 | > 
二 3.5; 5.5 4 2 二 二 一 .1 
| 有 2 了 56. 了 一 一 
2 53 外 计时 
人 4 4.3| 47 下 
[He ”独唱 溉 节 到 
5 8 人 -了 
区 ;时 3.? 4,.5i | 拉 5 3 5 四 
污浊 3.4 5.8 | 四 
人: 3.4 41 有 
34 3.1 和 4 加 5.8 站 
中 汪 攻 5.3: 
外 3.6 6.7; 吕 
2 一 一 人 7 -| 
| 和 | 让 站 人 汪汪 和 下 大 区 生 本 过 到 这 汪汪 呈 
国 了 一 2 


E 列 和 FE 列 之 间 的 分 隔 线 上 . 在 这 根 线 上 确定 箱 线 图 的 5 个 点 的 位 置 :将 第 8 行 下 面 的 线 与 
EF 列 分 隔 线 相交 的 点 定 为 2. 7, 这 就 是 MIN 的 位 置 . 每 一 行 的 高 度 定 为 0. 2, 于 是 ,Q ,Q,， 
Q 和 MAX 的 位 置 就 相应 地 确定 . 

在 绘图 工具 栏 中 单 击 “ 和 矩形” 图 标 ,将 鼠标 箭头 放 到 矩形 拟 放 的 位 置 单 击 左 键 , 即 产生 一 个 矩 
形 . 在 矩形 的 四 个 角 点 和 四 条 边 的 中 点 共有 8 个 控 点 , 单 击 矩形 的 边线 中 间 的 控 点 (此 时 出 现 两 箭 
头 的 光标 ?就 可 以 在 纵 或 横 方向 缩放 , 单 击 矩形 角 点 上 的 控 点 (此 时 出 现 两 箭头 的 斜 光 标 ) 可 以 在 
纵横 方向 同步 缩放 ; 单 击 矩形 内 部 的 点 (此 时 出 现 四 箭头 的 光标 ) 可 以 移动 矩形 的 位 置 . 经 调整 ,和 矩 
形 的 下 边 和 上 边 分 别 落 在 拟 放 的 位 置 上 中 .矩形 的 宽度 不 拘 ,应 使 矩形 关于 EF 列 分 隔 线 对 称 : 

在 给 图 工具 栏 中 单 击 直线 图 标 ,将 光标 指向 要 画 的 直线 的 起 点 , 单 击 左 键 , 按 住 鼠 标 拖 到 
直线 终点 , 松 开 ,就 画 成 了 一 条 直线 画 上 Q,: 线 ,Q, 一 Qi 线 和 Q, 一 Q, 线 , 箱 线 图 就 完成 了 . 


3 假设 检验 
(一 ) 假设 检验 问题 ” 值 的 求法 
例 1 求 第 八 章 $ 2 例 1 的 检验 问题 的 户 值 .这 ~- 问 题 使 用 的 是 窒 验 法 . 
样本 容量 为 "一 16, 是 单 边 检验 . 已 由 样本 得 到 检 坦 统计 量 :一 -人 的 观 家 
值 为 


由 单 击 图 范围 以 外 任意 处 , 边 . 角 上 的 控 点 会 消失 ,在 图 的 范围 以 内 单 击 , 控 点 佐 重 现 . 
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241. 5 一 225 
0 668 5. 

下 面 用 Excel 来 求 训 值 .打开 一 个 下 xcel 工作 表 , 单 击 * 插 人”, 对 于 弹出 的 
菜单 单 击 “函数 ,对 接着 弹出 的 菜单 单 击 “ 统 计 ”, 再 对 弹出 的 菜单 单 击 
“TDIST”, 然 后 单 击 “确定 ”. 即 弹出 对 话 框 . 

对 于 显示 的 对 话 框 , 键 和 人 zx 一 0.668 5,dF( 自 由 度 ) 王 15,Tails( 尾 数 ) 一 19， 
即 得 TDIST(0. 668 5,15,1)=0. 256 985 562 ,这 就 是 所 需求 的 值 . 口 


例 2 求 第 八 章 》3 例 1 的 检验 问题 的 值 .这 一 问题 使 用 的 是 入 检验 法 . 样 
本 容量 为 w 一 26, 是 双边 检验 .已 由 样本 得 到 检验 统计 量 万 一 人 一) 的 观察 值 为 
， 25X9 200 
人 5000 
现 用 Excel 来 求 户 值 .打开 一 个 Excel 工作 表 , 单 击 “ 搬 人”, 对 于 弹出 的 菜 
单单 击 “ 函 数 ”, 对 弹出 的 莱 单 单 击 “统计 ”, 再 对 弹出 的 菜单 单 击 ^“CHIDIST”, 然 
后 单 击 “确定 ” 即 弹出 对 话 框 ， 
对 显示 的 对 话 框 键 人 z 王 46,dF( 自 由 度 ) 王 25, 即 得 CHIDIST(46,25) 一 
0. 006 417 833 ,这 是 单 边 检验 的 值 . 本 题 是 双边 检验 , 故 所 求 的 户 值 =2X 
0. 006 417 833 一 0.012 835 666. 口 
例 3 求 第 八 章 习 题 第 19 题 的 检验 问题 的 户 值 .这 一 问题 使 用 的 是 下 检验 
法 ,是 单 边 检验 .已 由 样本 得 到 统计 量 下 =s17s 的 观察 值 为 
FF 一 3S1/15 一 1. 60 
可 得 值 为 FDIST(1. 60,59,39) 一 0.060 518 8. 口 


一 ) 两 个 等 万 孝 正 态 忠 体 NGa ,NG 均值 差 的 检验 人 
枕 缉 ) 


设 Xi,X， 9 是 来 自 正 态 总 体 NGCm ,0 的 样本 ,Y wxY:，…，Y。 是 来 目 


正 态 总 体 NG yo ) 的 样本 ,两 样本 独立 .wm ,ca 均 未 知 , 现 用 Excel 来 求解 假 
设 检验 问题 


46. 


互 。 :由 委 ij， 克 :人 全 Ha 
责 。 :同人 A， 再 :和 二 pz 
克 。 :AM 二 0， 殖 :上 天 0 
举例 来 说 明 . 
例 4 在 两 批 电阻 器 中 分 别 随 机 地 取 6 只 , 测 得 以 下 的 电阻 值 (以 Q 计 ) 


中 这 里 ,Tails=1 表示 求 单 边 检验 的 户 值 , 若 所 求 的 是 双边 检验 的 户 值 , 则 应 写 Tails 王 2. 
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4 批 (z) 0. 140 0. 138 0. 143 0. 142 0. 144 0. 137 





一 一 一 -一 一 -一 


B 批 (>) | 0.135 0. 140 0.142 0.136 0.138 0.140 

设 两 批 电 阻 器 电阻 分 别 来 自 总 体 NCa ,于 ) ,NG 天) ,src 均 未 知 . 两 

样本 独立 . 试 取 =0.05 ,检验 假设 
五 :Am 一 AL2， 万 ， :AU1 天 /ez， 

解 ”用 Excel 求 解 的 操作 步骤 如 下 ， 

1] 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 Al:A7 和 Bl:B7. 

2 依次 单 击 “ 工 具 ” “数据 分 析 "”，“t 一 检验 : 双 样 本 等 方差 假设 ”和 ” 确 
定 ”, 跳 出 对 话 框 . 

3 ”在 对 话 框 中 键 人 变量 1 的 范围 Al1:A7, 键 人 变量 2 的 范围 B1:B7; 在 假 
定 均值 差 空格 中 键 人 “0?”; 单 击 “ 标 志 ”, 确 认 = 王 0. 05 山 , 单 击 “ 确 定 ”, 跳 出 一 个 新 
工作 表 如 下 : 





t 一 检验 : 双 样 本 等 方差 假设 


ER A(Z) 吾 (y) 
平均 0. 140 667 0.1385 
方差 7. 87E 一 06 7. 1E 一 06 

观测 值 6 6 

合并 方差 7. 48E 一 06 
假设 平均 差 0 
df 10 

t Stat 1.371 845 

P(T 一 一 t) 单 0. 100 051 

t 单 尾 临界 1.812 461 

P(T 一 二 t) 双 0. 200 102 

t 双 尾 临界 2. 228 139 


4 结果 分 析 可 以 用 两 种 方法 来 判别 检验 的 结果 . 

(1) 临界 值 法 ”这 是 双边 检验 . 因此 需 将 “t Stat”( 统计 量 ) 与 *t 双边 临界 
值 " 的 大 小 进行 比较 . 现在 上 统计 量 的 值 为 1. 371 845 , 它 小 于 上 双边 临界 值 
2. 228 139. 故 以 ae=0.05 的 显著 性 水 平 接受 五 , 

(2) 户 值 法 ”由 于 双边 检验 的 请 值 为 0.200 102, 大 于 0.05, 故 接受 百 , 口 


$4 方差 分 析 


(一 ) 单 因素 方差 分 析 
例 1 在 ?7 个 不 同 实验 室 中 测量 某 种 扑 尔 敏 药片 的 扑 尔 敏 有 效 含量 (以 mg 


中 如 给 出 的 天 0.05, 则 在 对 话 框 中 将 给 出 的 w 的 值 代替 0.05. 
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计 ). 得 到 以 下 的 结果 (Lab 表示 实验 室 ): 


Lab 1 Lab 2 Lab 3 Lab 4 Lab 5 Lab 6 Lab 7 
4. 13 3. 86 4. 00 3. 88 4.02 4.02 4.00 
4. 07 3. 85 4.02 3. 88 3. .95 3. 86 4.02 
4.04 4.08 4.01 3.91 4.02 3. 96 4. 03 
4.07 4. 1 1 4.01] 3. 95 3. 89 3. 97 4.014 
4. 05 4.08 4. 04 号 .92 3. 5] 4. 00 4. 10 
4.04 4.01 3. 99 3 3 4.0] 3. 82 3S. 81 
4. 02 4. 02 4.03 3. 92 3. 89 3. 98 3.91 
4. 06 4. 04 3.97 3. 90 3. 89 3. 99 3. 96 
4. 10 Sv 97 3. 98 3.97 3. 99 4.02 4.05 
4.04 3. 99 3. 98 3. 90 4. 00 3.93 4. 06 





设 各 样本 分 别 来 自 正 态 总 体 NGCniyo ii 一 1,2,… ,7, 各 样本 相互 独立 . 试 
取 显 著 性 水 平 一 0. 05 检验 各 实验 室 测量 的 扑 尔 敏 的 有 效 含量 的 均值 是 否 有 显 
闭 差 异 . 

解 ”我 们 画 出 各 实验 室 测 量 结果 的 箱 线 图 如 图 11 一 3 所 示 . 从 图 上 可 以 看 
出 各 实验 室 的 测量 结果 的 大 致 情况 . 


4.15 


4.10 


4.05 


] Te 


3.85 


于 
率 


Lab 1 Lab2 Lab3 Lab4 Labs Lab6 Lab7 


WE 
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下 面 用 Excel 来 求解 . 具体 步骤 如 下 : 
1 建立 给 定 问 题 的 原 假设 和 备 择 假设 
。:Ap 一 Apr 一 … 一 0 ， 用 :py Ap 不 全 相等 . 

2 ” 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 Al:G11, 

3 ”依次 单 击 “ 工 具 "， 数 据 分 析 "， 方 差分 析 : 单 因素 方差 分 析 ” 和 “确定 ”， 
跳出 对 话 框 . 

4 在 对 话 框 中 键 和 人 变量 的 输入 范围 "Al:Gl1”, 单 击 * 标 志 位 于 第 一 行 ” 
规定 w=0. 05, 单 击 " 确 定 ”, 显 示 结 果 . 有 两 张 表 ,前 一 张 是 各 实验 室 的 均值 ` 方 
差 等 的 汇总 ,后 一 张 是 本 题 的 方差 分 析 表 





差异 源 SS df MS F P 一 value F crit 
组 间 0. 124 737 6 0.02079 5.660069 9.45 开 一 05 2.246 408 
组 内 0.231 4 63 0.003 673 


eeeeorprrree 人 rrprrrrrrprprerr er 


总 计 0. 356 137 69 


5” 结果 分 析 临界 值 法 .F=5. 660 069 大 于 F crit( 即 下 临界 值 ) 王 
2. 246 408 , 故 拒 绝 互 。, 认 为 各 实验 室 测 量 的 结果 有 显著 差异 . 

己 值 法 . 疡 值 三 9. 45 匡 一 0. 5 远 小 于 一 0. 05. 故 拒 绝 互 。 , 且 知 差异 是 非常 显 
著 的 ， 器 


一) 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 


我 们 用 Excel 来 求解 第 九 章 $2 例 3 的 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 问 题 ， 
做 法 如 下 : 
1] ”建立 给 定 问 题 的 原 假 设 和 备 择 假设 , 
按 题 意 需 在 显著 性 水 平 = 王 0. 05 下 检验 :在 不 同时 间 下 颗粒 状 物 含量 的 均 
值 有 无 显著 差异 ,在 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 无 显著 差异 , 即 需 检验 假 
设 ( 见 第 九 章 82(2. 25) ,(2. 26) 式 ). 
瓦 。 :aa 三 az 一 … 一 a, 一 0， 
古 :alyaz ar 不 全 为 零 . 
Hz :8 一 记 一 … 一 8 一 0， 
好 :所 , 记 人 ,及 不 企 为 零 . 
2 ”打开 Excel 工作 表 . 将 数据 输入 AL1:F5. 
3 ”依次 单 击 " 工 具 ”，“ 数 据 分 析 ”， 方 差分 析 : 无 重复 双 因 素 分 析 ” 和 “* 确 
定 ”, 跳 出 对 话 杠 . 
4 ， 在 对 话 框 中 键入 变量 的 输入 范围 Al:F5”, 单 击 “ 标 志 ”, 规 定 一 0. 05， 
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一 -一 一 一 -一 := -一 一 一 一 一 一 


单 击 “确定 ”. 显示 结果 有 两 张 表 ,后 面 的 一 张 是 本 题 的 方差 分 析 表 ,如 下 所 示 : 








差异 源 SS df MS FF P-vaiue F crit 
行 ]】 182. 95 3 394.316 7 10. 722 41 0.001 033 3. 490 295 
列 1 947. 5 4 486. 875 13. 239 29 0.000 234 3.259 167 
误差 441. 3 12 36，7 7 
总 计 3 571. 75 19 


5” 结果 分 析 临界 值 法 .下 =10. 722 41 大 于 F crit 王 3. 490 295;F 王 
13. 239 29 大 于 F crit 王 3.259 167 , 故 拒绝 万 ,及 五 ，. 即 认为 不 同时 间 下 颗粒 状 
物 含量 的 均值 有 显著 差异 ;认为 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 . 也 
可 以 用 户 值 来 判别 . 口 


《三 ) 双 因 系 等 重复 试 驶 的 方差 分 析 


现在 用 Excel 来 求解 第 九 章 $ 2 例 2 的 双 因素 等 重复 试验 的 方差 分 析 问 题 . 
做 法 如 下 : 
1 ”建立 给 定 问 题 的 原 假 设 和 备 择 假 设 . 
按 题 意 需 在 显著 性 水 平 a 一 0.05 下 检验 . 热处理 温度 .时 间 以 及 这 两 者 的 交 
互 作 用 对 产品 强度 是 否 有 显著 的 影响 , 即 需 检验 假设 ( 见 第 九 章 (2.6),(2.7)， 
(2.8) 式 ) 
o :al 一 as 一 一 ay 一 0， 
| \ 全 为 雪 . 
1 二 
五: :8 ,用 有 不 全 为 零 ， 
人 
万 :7 ,yiz，……, yn 不 全 为 零 ， 
2” 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 Al:C5. 
3 依次 单 击 * 工 具 "， 数 据 分 析 ” 必 方差 分 析 : 可 重复 双 因 素 方 差分 析 ” 和 
“确定 ”, 跳 出 对 话 框 . 
4 在 对 话 框 中 键 人 变量 的 输入 范围 “Al1:C5”, 再 键 人 “每 一 样本 的 行 数 ” 
为 "2”. 规定 c= 一 0.05 , 单 击 “* 确 定 ”, 即 显示 本 题 的 方差 分 析 表 如 下 : 


5 一 元 线性 回归 。291 。 











差异 源 SS df MS F P-value F crit 
样本 162 1 162 1.408696 0.300945 7.708647 
列 11. 52 ] 和 本 地 10.017 39 “0.034 02 7. 708 647 
交互 54. 08 ] 54. 08 47.026 09 ”0.002 367 7. 708 647 
内 部 4. 6 4 1. 15 
总 计 ?1 7 


5 绪 果 分 析 由 于 请 值 王 0. 300 945 大 于 au 一 0.05 , 故 接受 五 % ,认为 时 间 
对 强度 的 影响 不 显著 :由 于 问 值 三 0.034 02 小 于 = 一 0.05, 故 拒绝 五 ， ,认为 温 
度 对 强度 影响 显著 ;由 于 训 值 三 0.002 367 小 于 w=0.05, 故 拒绝 五 ,认为 交互 
作用 的 影响 显著 ， 口 


5 一 元 线性 回归 


我 们 以 例题 来 说 明 用 下 xcel 求解 一 元 线性 回归 问题 的 做 法 . 

例 1 将 冰晶 放 和 一 容器 内 ,容器 内 维持 固定 的 温度 (一 5 C) 和 固定 的 湿 
度 . 观察 自 冰 唱 放 人 的 时 刻 开 始 计算 的 时 间 T( 以 s 计 ) 和 晶体 生长 的 轴 向 长 度 
4( 以 pm 计 ), 得 到 43 对 观察 数据 如 下 . 





100 100 100 105 105 





0 29 .33 35，32 


设 题目 符合 回归 模型 所 要 求 的 条 件 . 

(1) 画 出 散 点 图 ; 

(2) 求 线性 回归 方程 4 一 2 十 0T; 

(3) 检验 假设 百 , :0 一 0, 末 | ;0 天 0， 

解 1 打开 下 xcel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 Al:A44 和 B1:B44. 

2 ”依次 单 击 " 插 入 "图表 ”“XY 散 点 图 ”下 一 步 *, 弹 出 对 话 框 . 在 杠 
中 “数据 区 域 ? 键 人 “Al1:B44”, 在 “系列 产生 在 ”认定 “ 列 ” 单 击 * 下 一 步 ”, 弹 出 
“图 表 选 项 ”对话 框 ,在 这 一 对 话 框 的 “图 表 标 题 ” 键 入 "冰晶 长 度 一 时 间 ”, 在 “X 
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轴 ” 键 入 A2:A44” ,在 “Y 轴 ” 键 人 “B2:B44?”. 单 击 “ 完 成 ”, 即 显示 散 点 图 ,如 图 
11 一 4 所 示 ， 


冰晶 长 度 - 时 间 





50 100 150 200 

A2:A44 

图 11 一 4 

3” 重新 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 Al:B44. 依次 单 击 “ 工 具 ”， 

“数据 分 析 ”, “回归 ”和 “确定 ” 弹出 对 话 框 . 在 “ 立 值 输入 区 域 " 框 键 人 “Bl: 
B44”, 在 “X 值 输入 区 域 ? 框 键 人 Al:A44”, 单 击 “ 标 志 ”, 认 定 置 信 水 平 为 95 为 ， 

“输出 选项 ? 选 定 “ 新 工作 表 组 ”, 单 击 “ 确 定 ”, 即 得 计算 结果 表格 . 输出 的 表格 共 
三 张 ,本 题 的 结果 载 于 最 后 一 张 表 格 上 ,如 下 所 示 : 


未 Lower U 下 限 上 限 
Coefficient 你 准 t Stat P 一 value 
误差 95%% 95 9%f 955% 95% 
Intercept 14. 410 65 2.149 358 6.704 63 二 31E 一 08 10. 069 93 18. 751 36 10.069 93 18. 751 36 
二 0. 130 768 0.017 6 ”7.430 176 4.1E 一 09 0.095 225 0. 166 312 0.095 225 0. 166 312 





我 们 得 到 以 下 的 结果 
(1) 表 中 Coefficient 一 栏 中 载 有 Intercept:14. 410 65, 工 :0. 130 768. 它们 


分 别 是 wa 沁 的 估计 , 即 z= 王 14.410 65,2 王 0. 130 768. 于 是 得 A 关于 T 的 回归 方 
程 为 
A 一 14.410 65 十 0. 130 三 8 
(2) 表 中 p-value 一 栏 中 载 有 工 :4. ] 下 一 09， NA 
厂 。 :0 一 0, 瑟 ; :0 天 0 〈 见 第 九 章 8$3(3. 19) 式 六 
的 乌 值 .由 于 4. 1E 一 09 一 = 一 0. 05 , 故 拒绝 纺 ,认为 回归 效果 是 显著 的 
(3) 表 中 95% 下限 一 栏 中 载 有 T:0,. 095 225; 95 允 出 限 一 - 栏 中 载 有 工 : 


0. 166 312. 这 表示 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 本 了 
(0.095 225,0. 166 312). 攻 口 
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$ 6 “bootstrap 方法 、 安 、 VBA 


我 们 在 Excel 环境 中 求解 bootstrap 问题 . 

下 xcel 虽然 功能 强大 ,但 不 可 能 直接 处 理 各 种 各 样 的 具体 问题 . 很 多 情况 下 
需要 读者 目 编 称 为 “ 宏 (Macro)” 的 程序 以 解决 问题 . 

“ 宏 "是 包括 了 一 连 串 指令 的 一 个 小 程序 . 编写 宏 要 使 用 VBA (Visual Basic 
for Application) 语 言 ,VBA 是 Office 软件 包 中 的 标准 语言 . 

本 书 没 有 篇 幅 介 绍 宏和 VBA 本 身 , 请 读者 参阅 有 关 书 籍 ,本 书 将 围绕 
bootstrap 方法 应 用 的 例子 作 有 关 的 说 明 ， 

现在 给 出 一 个 宏 以 解决 如 下 的 问题 . 

问题 ” 设 金属 元 素 铂 的 升华 热 是 具有 分 布 函数 下 的 连续 型 随机 变量 ,下 的 
中 位 数 09 是 未 知 参 数 , 测 得 以 下 的 数据 (以 kcal/mol 计 ): 

133.2 134.1 134.3 134.4 134.5 134.7 134.8 134.8 134. 8 

134.9 134.9 135.0 135.0 135.2 135.2 135.4 135.4 135. 入 

1]352.8 136.3 136.6 141.2 143.3 146.5 147.8 148.8 
(数据 已 经 过 排序 ) 


(1) 以 样本 中 位 数 M 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 0. 


(i) 求 估计 量 9 的 标准 误差 oj 一 V D(6) 的 bootstrap 估计 

(ii) 求 均 方 误 差 MSE 王 下 [CCM 一 0)2] 的 bootstrap 估计 . 

(iii) 求 偏差 0 一 下 (CM 一 0) 的 bootstrap 估计 . 

(2) 以 样本 中 位 数 作 为 总 体 中 位 数 0 的 估计 , 求 总 体 中 位 数 9 的 bootstrap 
置信 区 间 ; 以 样本 20 为 截 尾 均值 作为 总 体 20%% 截 尾 均值 w 的 估计 , 求 截 尾 均值 
/5 的 bootstrap 置信 区 间 . 

以 下 是 求解 上 述 回 题 的 宏 : 

Sub Macro9 ( ) 

Dim ! As Integer，j As Integer，m As Integer，n As Integer 
Dim Shu As Sngle，Temp As Single，Sum As Double, Squ As Double 
For 1 一 1 To 10000 
For j] 和 1 To 26 
Shu 一 Rnd x* 26 
3 If Shu 一 王 1# Then 
Celljs(i, j 十 5) = 133.2: GoTo 5 
Elself Shu 一 一 2# Then 
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Cells(i, j 十 5) = 134.1: GoTo 5 


Flself Shu 一 一 3 共 Then 


Cells(1,，) 十 5) 王 134. 


ElseH Shu 一 一 4 井 Then 


Cells(i，j 十 5) 三 134. 


Elself Shu 一 二 5 上 Then 


Cells(i， ] 十 5) 一 134. 


ElselIf Shu 一 和 6# Then 


Cells(i,，j 十 5) 一 134. 


ElseIf Shu 一 二 9 井 Then 


Cejls(Gi, j] 十 5) 三 134. 


Elself Shu 一 = 11 井 Then 


Celjs(i，) 十 5) 一 134. 


上 ElselIf Shu 一 和 13 井 Then 


3 : 


4: 


CoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


? (GoTo 5 


: GoTo 5 


3， 


Cejlls(i,， j 十 5) 一 135# : 


上 jself Shu 一 = 15 上 井 Then 


Cells(1,， j 十 5) 一 135. 


E 上 Elself Shu 一 = 17 井 Then 


Celljs(i, j 十 5) 一 135. 


ElselIf Shu 一 一 19 井 Then 


Ceills(i, j 十 5) = 135. 


Eljself Shu 一 一 20 井 Then 


Cells(i, j 十 5) 一 136. 


上 jseJf Shu 一 一 21 井 Then 


Celljs(i，、j 十 5) 王 136. 


Elself Shu 一 = 22# Then 


Cejlls(1,，j 十 5) 一 141.， 


上 lself Shu 一 = 23 旧 Then 


Cells(i,， ] 十 5) 一 143， 


Eljself Shu 一 = 24 井 Then 


(Cells(i，j 十 5) 一 146， 


jselIf Shu 一 三 25# Then 


上 jse 


Cells(i、j 十 5) 一 148. 


2 : 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


:， (GoTlo 5 


:; (GoTo 5 


(GojTo 5 


2 GoTo 5 


: GoTo 5 


: Gojlo 5 


:;， (roTo 5 


2 (GoTo 5 
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5 End 于 
Next ] 
8 For )] 一 7 TIo 31 
Forn 一 6 TIolj 一 1 
If Celjs(i, j) 过 Cells(1、n) Then 
Temp 三 Celjs(i，j) 
Form 一) 一 1TonsStep 一 ] 
Celjs(i，m 十 1) 三 Celis(1，m) 


Next Im 
Cells(i，n) 一 Temp: GoTo 10 
End II 
Next n 
10 Next ]j 


Celjs(i，1) 一 〈Cells(i，18) 十 Cells(i，19)) / 2 
Cells(i，3) 一 WorksheetFunction. Average 人 (Cells(1，11)，Cells(i， 
12) ，Cells(i，13)，Cejlls(i，14)，Cells(i，、，15) ，Cells(i、16 ) ，Cells(i，17 ) ， 
Celljs(i，18) ，Cells(1，19) ，Cells(i，20) ，Cells(i，21) ，Cells(1，22) ，Cells(i， 
23). Cells(i，24) ，Cells(i，25) ，Cells(1，26 ) ) 
Celljs(i，2) 三 Cells(i，1]1) 
Celljs(i,， 4) 三 Cells(1，3) 
Next 1 
20 Sum 一 0 间 
For li 一 1] To 10000 
Sum 一 Sum 十 Cells(1，1) 
Next 1 
Celljs(2，5) 三 Sum / 10000 
Squ 一 0 间 
For 1i 和 1 To 10000 
9Squ 一 %qu 十 〈Cells(i，1) 一 Cells(2，5)) >- 2 
Next 1 
Cells(4，5) 一 Squ / 9999 
Cells(6，5) 一 Sqr(CCells(4，、5) ) 
Celljs(8，5) 一 Cells(2，5) 一 135. 1 
Squ 一 0 井 
For 1 一 1 To 10000 
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Sdqu 一 Squ 十 (Celljs(i，1) 一 135.1) ”2 


Next :1 
30 Celljs(10, 5) 一 Squ / 10000 
End Sub 

对 这 个 宏 ,说 明 如 下 : 


1 对 于 一 个 下 xcel 的 工作 表 ,设计 为 :使 用 工作 表 的 第 1 至 第 10 000 行 、 第 
1 至 第 31 列 (A,B,…,Z,AA,…,AE 列 ). 用 单元 格 Fl1:AE10 000 存放 boot- 
strap 样本 ,单元 格 Ali:Al0 000 存放 由 bootstrap 样本 求 出 的 中 位 数 . 单元 格 
Cl:C10 000 存放 由 bootstrap 样本 求 出 的 截 昆 均值 . 单元 格 E2、E4、E6、E8、E10 
分 别 存 放 标 准 误差 . 均 方 误 差 、 偏 差 的 bootstrap 估计 等 结果 。 

2. 在 宏 中 出 现 的 变量 名 和 数组 要 用 Dim 语句 来 声明 (Dim 是 dimension 的 缩 
写 ): Integer 表示 整数 值 , 从 一 32 768 至 32 767; Long 表示 大 整数 值 , 从 
一 2 147 483 648 到 2 147 483 647; Single 表示 单 精 度 浮 点 数 , 负 数 从 一 3.402 823E38 
到 一 1. 401 298E 一 45, 正 数 从 1. 401 298E 一 45 到 3. 402 823E38; Double 表示 双 精 度 浮 
点 数 ,负数 从 一 1.797 693 134 862 32E308 到 一 4. 940 656 458 412 47E 一 324, 正 数 从 
4. 940 656 458 412 47E 一 324 到 1.797 693 134 862 32E308， 

3. 使 用 循环 语句 ,以 i 计 工作 表 中 的 行 (1 一 10 000) ,以 j 计 工 作 表 中 的 列 
《6 一 31) ,以 3 标注 的 程序 行 至 以 5 标注 的 程序 行 , 藉 随机 数 Rnd 所 处 的 范围 来 
产生 bootstrap 样本 ,存放 在 单元 格 Cells(i,j 十 5) 中 . 

本 例 的 原样 本 ,n 一 26,134. 8 出 现 3 次 ,134. 9,135. 0,135. 2,135. 4,135. 8 
各 出 现 2 次 ,其 余 都 只 出 现 1 次 . 原样 本 的 中 位 数 为 135. 1 ,原样 本 20%% 截 尾 均 
值 为 135. 2875. 

在 眉 xcel 环境 中 ,(0,.1) 上 的 均匀 分 布 随机 数 为 RAND, 但 在 VBA 环境 中 ， 
(0,1) 上 的 均 写 分 布 随 机 数 为 Rnd, 在 宏 中 需 使 用 Rnd. 

将 Rnd 乘 以 26, 得 Shu. 对 于 某 一 个 确定 的 j(0j 王 1,2,…,26), 若 0 一 Shu 二 
1 , 则 将 133. 2 赋予 Cells(i,j 十 5); 若 1 一 Shu 过 2, 则 将 134. 1 赋予 Cells(i,j 十 5)，…， 
蔡 6 一 Shu<9, 则 将 134. 8 赋予 Cells(i,j 十 5),…, 若 25 一 Shu 一 26 , 则 将 148. 8 赋 
了 Cells(i,j 十 5). 数字 之 后 有 # 号 ,表示 该 数 为 浮 点 数 . 

接 厦 ,对 下 一 个 j, 用 同样 的 做 法 对 Cells(i,j 十 5) 赋 值 . 

这 样 继续 做 下 去 ,就 对 第 i 行 的 26 个 单元 格 Celis(i,j 十 5) 赋 值 ,这 就 得 到 
一 个 容量 为 26 的 bootstrap 样本 . 

4. 以 8 标注 的 程序 行 到 以 10 标注 的 程序 行 ,对 自 Cells(i,6) 至 Cells(i,31) 
之 间 的 bootstrap 样本 自 左 至 右 , 从 小 到 大 排序 . 例如 ,得 排序 后 的 样本 ; 

133.2 134.1 134.3 134.3 134.3 134.7 134.8 134.8 134.8 

134.8 134.8 134.9 135.2 135.2 135.4 135.4 135.4 135.8 
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135.8 136.6 141.2 141.2 146.5 148.8 148.8 148.8 
又 如 ,得 样本 

134.3 134.4 134.7 134.7 134.8 134.9 134.9 135.0 135.0 

135.2 135.2 135.4 135.4 135.4 135.8 135.8 136.3 141. 2 

141.2 141.2 143.3 143.3 143.3 146.5 148.8 148. 8 

5. 排序 后 ,第 13 个 数 Cells(i,18) 和 第 14 个 数 Cells(i, 19) 的 均值 就 是 
bootstrap 样本 的 中 位 数 , 赋 予 Cells(i,1), 即 是 放 和 人 A 列 . 

6. 排序 后 , 求 20 妈 截 尾 均值 , 它 就 是 自 Cells(i,11) 至 Cells(i,26) 的 均值 . 
这 里 ,要 使 用 Average 函数 . Average 函数 在 VBA 中 没有 ,在 Excel 中 才 有 ,在 
宏 中 使 用 ( 即 是 在 VBA 环境 中 使 用 ) 要 在 其 前 面 加 上 “Worksheet Function. ” 
(凡是 在 VBA 中 没有 而 在 Excel 中 才 有 的 函数 ,在 VBA 环境 中 使 用 ,都 要 如 此 
处 理 , ) 

求 得 的 20 截 昆 均值 ,赋予 Cells(i,3), 即 是 放 人 C 列 . 

7. 将 A 列 数据 作 一 备份 , 放 人 B 列 ;将 C 列 数据 作 一 备份 , 放 人 D 列 . 这 是 
为 了 以 后 A 列 和 CC 列 数 据 按 列 自 小 到 大 排序 ,数据 与 所 处 的 行 的 bootstrap 样 
本 不 再 对 应 . 

8. 以 20 标注 的 程序 行 至 以 30 标注 的 程序 行 ,对 A 列 数据 作 计 算 . | 
10 000 个 bootstrap 样本 的 中 位 数 M' (ii 一 1,2,.…,10 000 ) 的 均值 M* 


10 000 


0 ,M' =135.143 8. 将 它 放 人 单元 格 E2. 计算 各 中 位 数 与 135. 143 8 
1 一 】 


之 差 的 平方 和 , 除 以 9 999, 得 0.068 133 , 放 人 单元 格 E4. 计算 0. 068 133 的 平 
方 根 得 0. 261 023 , 放 人 单元 格 E6 ,于 是 E6 中 的 数 是 


1 10 000 
之 CUM: 一 醋 ') = 0.261 023， 


这 了 驶 是 我 们 要 求 的 以 样本 中 位 数 作 为 已 全 位 数 的 售 计 的 标准 油 益 的 boot- 
strap 估计 . 

计算 135. 143 8 与 135. 1 之 差 得 0.043 783， 将 它 放 人 入 单元 格 E8 ,计算 各 中 
位 数 与 135. 1 之 差 的 平方 的 均值 ,得 0.070 043 , 放 人 单元 格 E10. 于 是 E10 中 的 
数 是 


10 000 


ER 下 2 
让 000 (M 135. 1)2 一 0. 070 043. 


它 是 以 样本 中 位 数 作 为 总 体 中 位 数 的 估计 ,其 均 方 误 差 的 bootstrap 估计 。 
E8 中 的 数 是 


10 000 


1 了 _ 
15650 之 M 135. 1 = 0.043 783. 
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它 是 以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 的 估计 ,其 偏差 的 bootstrap 估计 .〈 以 上 内 
容 请 参见 第 10 章 》1 例 1、 例 2、 例 3). 
9. 程序 运行 结束 ,运算 结果 呈现 以 后 ,依次 将 光标 指向 A 列 列 标 和 工具 


“部 |”, 单 击 鼠 标 左 键 , 根 据 屏幕 提示 ,在 “扩展 选 定 区 域 5 和 “以 当前 选 定 区 域 排 
序 ” 二 者 之 间 选 定 后 者 ,再 单 击 “ 排 序 ”, 即 可 将 列 数据 自 上 而 下 按 从 小 到 大 排序 . 
后 ,依次 将 光标 指向 C 列 列 标 和 工具 “吐出 ", 作 同上 的 操作 , 即 可 将 C 列 数据 
自 上 而 下 按 从 小 到 大 排序 . 
排序 以 后 ,可 以 读 出 下 列 数据 : 


EC ICE ECXG EECTECSEECCIETT 
134.55|134.85| 134.9 |134.9571135. 2571136. 3286l136. 6286I136. 9214139.7786 
















截 尾 均值 


从 而 得 














(134.9， 135. 4) 


(134.8， 135.8) (134. 85， 135. 6) 
截 尾 均值 |(134.85， 136.9214)| (134.9,， 136.6286) 


下 面 是 求解 本 书 第 十 章 82 例 1(2) 的 安 
Sub Macro7() 
Dim 1 As Integer，] As Integer, k(1 To 10) As Double,， kk As Double 
For 1 一 1 To 5000 
kk 一 0 间 
For 三 1 To 10 
k() 一 100.0696 * Sqr( 一 WorksheetPunction. LnCRnd) ) 
Cells(i，3 十 j) 三 环 (D 
kk 一 kki 十 kk) v*2 kkG) 
Next ] 
Cells(1，1) 一 Sqr(Ckk / 10) 
Celljs(1，2) 三 Cells(1，]1) 
Next 1 
End Sub 
读 了 前 面 的 说 明 以 后 ,这 里 不 需要 作 更 多 的 说 明 . 
bootstrap 样本 容量 为 10, 共 产生 5000 组 . 





置信 


区 间 (134. 9571， ,136. 3286) 
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样本 1: 59.0988 79.3293 73.913 27 111.4051 109.5065 
50.555 22 206.7216 52.332 21 45.32977 58.679 22 
从 一 96.528 8 


样本 5 000: 45.357 72 66.256 3 108. 903 47.129 5 163. 166 
90.971 14 83.443 9 52..360 29 43.647 4 81.822 15 
大 oo 一 85. 867 12 
程序 运行 结束 ,结果 显示 以 后 ,点 击 A 列 列 标 ,再 点 击 工具 “ 苹 畦 " 将 A 列 
数据 自 上 到 下 ,从 小 到 大 排序 ,得 ; 


了 而 国 时 和 刚果 生 An 
7” 47.274 63 f 257 .36 79.036 52 98.675 6 177. 349 5 


即 到 lso 一 73. 257 36 7isoo 一 79. 036 52. 这 就 是 本 书 第 十 章 8 2 例 1(2) 的 中 间 
结果 . 
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第 十 二 章 ”随机 过 程 及 其 统计 描述 


本 章 首先 从 随时 间 演 变 的 随机 现象 引入 随机 过 程 的 概念 和 记号 . 接 痢 ,一 般 
地 介绍 随机 过 程 的 统计 描述 方法 .最 后 ,作为 示例 ,从 实际 问题 抽象 出 两 个 著名 
的 随机 过 程 ,并 介绍 它们 的 统计 特性 . 


SI 随机 过 程 的 概念 


随机 过 程 被 认为 是 概率 论 的 “动力 学 ”部 分 . 意思 是 说 , 它 的 研究 对 象 是 随时 
间 演 变 的 随机 现象 .对 于 这 种 现象 ,一 般 来 说 ,人 们 已 不 能 用 随机 变量 或 多 维 随 
机 变量 来 合理 地 表达 ,而 需要 用 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随 机 变量 来 描述 . 现在 来 看 一 个 
具体 例子 . 

热 噪声 电压 ”电子 元 件 或 器 件 由 于 内 部 微观 粒子 (如 电子 ) 的 随机 热 骚动 所 
引起 的 端 电压 称 为 热 噪 声 电 压 , 它 在 任 一 确定 时 刻 上 的 值 是 一 随机 变量 , 记 为 
V(t). 不 同时 刻 对 应 不 同 的 随机 变量 ,当时 间 在 某 区 间 , 壁 如 [0, 十 cc) 上 推移 
时 , 热 噪 声 电 压 表现 为 一 族 随 机 变量 , 记 为 {V(i) ,zt 全 0). 在 无 线 电 通讯 技术 中 ， 
接收 机 在 接收 信和 号 时 ,机 内 的 热 品 声 电压 要 对 信和 号 产生 持续 的 于 扰 ,为 要 消除 这 


种 干扰 (假设 没有 其 他 干扰 因素 ) ,就 必须 掌握 

热 噪声 电压 随时 间 变 化 的 过 程 .为 此 ,我 们 通过 

某 种 装置 对 元 件 ( 或 器 件 ) 两 端的 热 噪声 电压 进 CR 
行 长 时 间 的 测量 ,并 把 结果 自动 记录 下 来 ,作为 ，， “| 
一 次 试验 结果 , 便 得 到 一 个 电压 一 时 间 函 数 ( 即 | ” 和 | 

电压 关于 时 间 上 的 函数 )w (tt 盖 0, 如 图 12 一 [AN A， 
1 ,这 个 电压 一 时 间 函 数 在 试验 前 是 不 可 能 预先 


确 知 的 ,只 有 通过 测量 才能 得 到 . 如 果 在 相同 条 
件 下 独立 地 再 进行 一 次 测量 , 则 得 到 的 记录 是 


不 同 的 . 事实 上 ,由 于 热 骚 动 的 随机 性 ,在 相同 “|uwt 
条 件 下 每 次 测量 都 将 产生 不 同 的 电压 一 时 间 函 
数 . 这 样 ,不 断 地 独立 重复 地 一 次 次 测量 就 可 以 | 7 一 


得 到 一 族 不 同 的 电压 一 时 间 函 数 ,这 族 函数 从 | 
另 一 角度 刻画 了 热 噪声 电压 . 
现 以 上 述 例 子 为 背景 ,引入 随机 过 程 的 本 1 一 了 


$1 随机 过 程 的 概念 。307 ，。 


概 : 


纱 


设 工 是 一 无 限 实数 集 . 我 们 把 依赖 于 参数 ETI 的 一 族 (无 限 多 个 ) 随 机 变 
量 称 为 随机 过 程 , 记 为 {X(Ci,tET} ,这 里 对 每 一 个 上 ET,XC) 是 一 随机 变量 . 了 
叫做 参数 集 . 我 们 常 把 上 看 作为 时 间 , 称 冻 (i) 为 时 刻 上 时 过 程 的 状态 ,而 X(Ga ) 一 
Z( 实 数 ) 说 成 是 上 = 所 时 过 程 处 于 状态 z. 对 于 一 切 上 ET,X(CD) 所 有 可 能 取 的 一 
切 值 的 全 体 称 为 随机 过 程 的 状态 空间 . 

对 随机 过 程 {X(C) ,zeE TI 进行 一 次 试验 ( 即 在 工 上 进行 一 次 全 程 观测 ), 其 
结果 是 上 的 画 数 , 记 为 zx:tETI, 称 它 为 随机 过 程 的 一 个 样本 函数 或 样本 曲线 . 
所 有 不 同 的 试验 结果 构成 一 族 ( 可 以 只 包含 有 限 个 结果 , 见 本 节 例 1) 样 本 函数 . 

随机 过 程 可 以 看 作 是 多 维 随机 变量 的 延伸 . 随机 过 程 与 其 样本 函数 的 关系 
就 像 数理 统计 中 总 体 与 样本 的 关系 一 样 . 

依照 上 面 的 说 法 , 热 品 声 电 压 的 变化 过 程 {V(i ,上 伺 0} 是 一 随机 过 程 , 它 的 
状态 空间 是 (一 co ,十 ce) ,一 次 观测 到 的 电压 一 时 间 函 数 就 是 这 个 随机 过 程 的 一 
个 样本 盟 数 ， 

在 以 后 的 叙述 中 ,为 简便 起 见 , 常 以 XCo,tETIT 表 示 随 机 过 程 . 在 上 下 文 不 
致 混 清 的 情形 下 ,一 般 略 去 记号 中 的 参数 集 IT 

例 1 抛掷 一 枚 硬币 的 试验 ,样本 空间 是 S={ 瓦 ,T)} , 现 借 此 定义 

X() 一 于 ， IE (一 co ,十 co)， 
其 中 了 (五 )=P(CT)=1/2. 对 任意 固定 的 上 X(i 是 一 定义 在 S 上 的 随机 变量 ;对 
不 同 的 zi,X(Ci) 是 不 同 的 随机 变量 ( 见 图 12 一 2) ,所 以 {XG) ,tiE (一 co, 十 co)} 是 
一 族 随 机 变量 , 即 它 是 随机 过 程 . 另 一 方面 ,做 一 次 试验 , 若 出现 瑟 , 样 本 函数 为 
Zi(ti) 一 cos ri; 各 出 现 工 ,样本 函数 为 六 (t 王 妃 所 以 该 随机 过 程 对 应 的 一 族 样 
本 耻 数 仅 包 含 两 个 函数 : {cos ri,z}). 显然 这 个 随机 过 程 的 状态 空间 为 
(一 ,十 co)， 口 ] 





例 2 考虑 
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X(ti) 一 Q cos(Cwt 十 加 ) ， tiE (一 ce, 十 co)， 1) 

式 中 cc 和 w 是 正常 数 ,@ 是 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 

显然 ,对 于 每 一 个 固定 的 时 刻 :一 三,XGa)=a cos(o 刁 十 9) 是 一 个 随机 变 
量 , 因 而 由 (1. 1) 式 确定 的 X(i) 是 一 个 随机 过 程 ,通常 称 它 为 随机 相位 正弦 波 . 
它 的 状态 空间 是 [一 ca,aj. 在 (0,2r) 内 随机 地 取 一 数 4, 相应 地 即 得 这 个 随机 过 
程 的 一 个 样本 天 数 

it) 一 acosCwot 十 2)， 0E(0,2r). 

图 12 一 3 中 画 出 了 这 个 随机 过 程 的 两 条 样本 曲线 ， 


XI( 四 0 =0 





mp 人 (四 凡 = 至 


12 一 3 


口 

例 3 在 测量 运动 目标 的 距离 时 存在 随机 误差 , 若 以 s(i) 表 示 在 时 刻 上 的 测 

量 误 差 , 则 它 是 一 个 随机 变 基 . 当 目标 随时 间 上 按 一 定 规律 运动 时 ,测量 误差 e(z) 
也 随时 间 上 而 变化 , 换 句 话说 ,e(i 是 依赖 于 时 间 上 的 一 族 随 机 变量 , 亦 即 {e(z)， 
全 0} 是 一 随机 过 程 . 且 它 们 的 状态 空间 是 (一 co ,十 ce). 口 
例 4 设 某 城市 的 120 急救 电话 台 迟 早 会 接 到 用 户 的 呼叫 ,以 X(i) 表 示 时 

间 间 隔 (0, 妇 内 接 到 的 呼叫 次 数 , 它 是 一 个 随机 变量 , 旦 对 于 不 同 的 上 莹 0,X(i) 是 
不 同 的 随机 变量 . 于 是 ,{X(z) ,zt 人 0} 是 一 随机 过 程 . 上 且 它 的 状态 空间 是 {0,1， 
2 ,……}. 口 
例 5 考虑 抛掷 一 颗 蜗 子 的 试验 . (iD) 设 X, 是 第 次 (zx 全 1) 抛掷 的 点 数 , 对 

于 72 一 1,2,… 的 不 同 值 ,X, 是 不 同 的 随机 变量 ,因而 {X, ,xn 三 1)} 构 成 二 随机 过 
程 , 称 为 伯 努 利 过 程 或 伯 努 利 随 机 序列 . (ii) 设 Y, 是 前 # 次 抛掷 中 出 现 的 最 大 点 
数 ,{Y, ?之 1} 也 是 一 随机 过 程 . 它们 的 状态 空间 都 是 {1,2,3,4,5,6}. 口 
工程 技术 中 有 很 多 随机 现象 ,例如 ,地 震波 幅 、 结 构 物 承受 的 风 荷 载 .时 间 间 

聘 (0 , 菇 内 船舶 甲板 "上 浪 ” 的 次 数 、 通 讯 系统 和 自控 系统 中 的 各 种 噪声 和 于 扰 ， 
以 及 生物 群体 的 生长 等 等 变化 过 程 都 可 用 随机 过 程 这 一 数学 模型 来 描绘 . 不 过 ， 
这 些 随机 过 程 都 不 能 像 随机 相位 正弦 波 那样 ,很 方便 、 很 具体 地 用 时 间 和 随机 恋 
量 ( 一 个 或 几 个 ) 的 关系 式 表示 出 来 ,其 主要 原因 在 于 自然 界 和 社会 产生 随机 因 
素 的 机 理 是 极为 复杂 的 ,甚至 是 不 可 能 被 观察 到 的 . 因而 ,对 于 这 样 的 随机 过 程 


$ 2 随机 过 程 的 统计 描述 。303 。 


(实际 中 大 多 是 这 样 的 随机 过 程 ) ,一 般 来 说 ,我 们 只 有 通过 分 析 由 观察 所 得 到 的 
样本 函数 才能 掌握 它们 随时 间 变 化 的 统计 规律 性 ， 

随机 过 程 的 不 同 描述 方式 在 本 质 上 是 一 致 的 . 在 理论 分 析 时 往往 以 随机 变 
量 族 的 描述 方式 作为 出 发 点 ,而 在 实际 测量 和 数据 处 理 中 往往 采用 样本 函数 族 
的 描述 方式 . 这 两 种 描述 方式 在 理论 和 实际 两 方面 是 互 为 补充 的 . 

随机 过 程 可 依 其 在 任 一 时 刻 的 状态 是 连续 型 随机 变量 或 离散 型 随机 变量 而 
分 成 连续 型 随机 过 程 和 离散 型 随机 过 程 . 热 噪声 电压 、 例 2 和 例 3 是 连续 型 随机 
过 程 , 例 1、 例 4 和 例 5 是 离散 型 随机 过 程 . 

随机 过 程 还 可 依 时 间 ( 参 数 ) 是 连续 或 离散 进行 分 类 . 当时 间 集 工 是 有 限 或 
无 限 区 间 时 , 称 {(XCD ,ET 为 连续 参数 随机 过 程 ( 以 下 如 无 特别 指明 ,“ 随 机 过 
程 总 是 指 连续 参数 而 言 的). 如 果 工 是 离散 集合 ,例如 T={0,1,2,…}, 则 称 
(XiET) 为 离散 参数 随机 过 程 或 随机 序列 ,此 时 常 记 成 {X,,z 一 0,1,2,…) 
等 ,如 例 5. 

有 时 ,为 了 适应 数字 化 的 需要 ,实际 中 也 常 将 连续 参数 随机 过 程 转化 为 随机 
序列 处 理 . 例如 ,我 们 只 在 时 间 集 T={At,2At,…,zAt,…} 上 观测 电阻 热 噪声 电 
压 V(zi) ,这 时 就 得 到 一 个 随机 序列 

{ 网 ，v， 到 ，。。} 
其 中 内, 一 VCnzAbi). 显然, 当 At 充分 小 时 ,这 个 随机 序列 能 够 近似 地 描述 连续 时 
间 情 况 下 的 热 噪 声 电 压 . 

最 后 指出 ,参数 上 虽然 通常 解释 为 时 间 , 但 它 也 可 以 表示 其 他 的 量 , 诸 如 序 
与 .距离 等 .例如 ,在 例 5 中 ,我 们 假定 每 隔 一 段 单 位 时 间 抛 括 骨 子 一 次 ,那么 第 
! 次 抛掷 时 仍 子 出 现 的 点 数 X, 就 相当 于 上 一 浆 时 仍 子 出 现 的 点 数 . 
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随机 过 程 在 任 一 时 刻 的 状态 是 随机 变量 ,由 此 可 以 利用 随机 变量 (一 维和 多 
维 ) 的 统计 描述 方法 来 描述 随机 过 程 的 统计 特性 . 


一) 随机 过 程 的 分 布 阔 数 族 


给 定 随 机 过 程 {X(Ci ,zcET} .对 于 每 一 个 固定 的 上 GE 工 ,随机 变量 X(z) 的 分 
布 函 数 一 般 与 上 :有关 , 记 为 
PFxCzyti) 一 己 (XCD) 坟 zz) ,ZEG 及 ， 
称 它 为 随机 过 程 {X(CD) ,ziET) 的 一 维 分 布 函数 ,而 {Fx(Cz,t),zET) 称 为 一 维 分 
布 函数 族 . 、 
一 维 分 布 函 数 族 刻 画 了 随机 过 程 在 各 个 个 别 时 刻 的 统计 特性 . 为 了 描述 随 
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机 过 程 在 不 同时 刻 状 态 之 间 的 统计 联系 ,一 般 可 对 任意 ma (一 2,3,…) 个 不 同 
的 时 刻 记 ,ET 引入 坏 维 随机 变量 (XG), Xe) Xp))， 它 的 分 布 
晒 数 记 为 
有 xx(CTIyT2 ATn3t yt) 一 (三 ) 妇 Ti () 入 T2oo 9 和 (人 加)< 福 2 
Ti 人 CR， zz 一] 2，7t， 

对 于 固定 的 ?我们 称 {Ex(Czyz…zo5bia za)ET 为 随机 过 程 
{XCD ET 的 ?2 维 分布 函 数 族 . 

当 寻 充分 大 时 ,” 维 分 布 函 数 族 能 够 近似 地 描述 随机 过 程 的 统计 特性 . 显 
然 ,2 取得 愈 大 , 则 ) 维 分 布 范 数 族 描述 随机 过 程 的 特性 也 愈 趋 完善 . 一 般 , 可 以 
指出 ( 科 尔 葛 戈 罗 夫 定 理 ) :有 限 维 分 布 函 数 族 , 即 {1Fyx(ziyrs，…znitiyiym…， 
如 ) ,7 一 1 2 ET ,完全 地 确定 了 随机 过 程 的 统计 特性 . 

在 上 一 节 , 我 们 曾 将 随机 过 程 按 其 状态 或 时 间 的 连续 或 离散 进行 了 分 类 . 然 
而 ,随机 过 程 的 本 质 的 分 类 方法 乃 是 按 其 分 布 特性 进行 分 类 . 具体 地 说 ,就 是 依 
照 过 程 在 不 同时 刻 的 状态 之 间 的 特殊 统计 依赖 方式 ,抽象 出 一 些 不 同类 型 的 模 
型 ,如 独立 增 量 过 程 .马尔 可 夫 过 程 、. 平 稳 过 程 等 .我 们 将 在 以 后 的 章节 中 对 它们 
作 不 同 程度 的 介绍 . 


一) 随机 过 程 的 效 字 特征 


随机 过 程 的 分 布 图 数 族 能 完善 地 刻画 随机 过 程 的 统计 特性 ,但 是 人 们 在 实 
际 中 ,根据 观察 往往 只 能 得 到 随机 过 程 的 部 分 资料 (样本 ) ,用 它 来 确定 有 限 维 分 
布 函 数 族 是 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 因而 像 引 入 随机 变量 的 数字 特征 那样 ,有 
必要 引入 随机 过 程 的 基本 的 数字 特征 一 一 均值 函数 和 相关 函数 等 . 我 们 将 会 看 
到 ,这 些 数 字 特 征 在 一 定 条 件 下 是 便于 测量 的 .下 面 就 依次 来 介绍 . 
给 定 随 机 过 程 {X(CD,iET}) ,固定 4ET,X(i) 是 一 随机 变量 , 它 的 均值 一 般 
与 上 上 有关，, 记 为 
Ax (ti) 一 开 [LXCt)]， [2 
我 们 称 wx (b 为 随机 过 程 {XCo,tiET)} 的 均值 函数 . 
注意 ,px(ti) 是 随机 过 程 的 所 有 样本 函数 在 时 刻 上 的 函数 值 的 平均 值 ,通常 
称 这 种 平均 为 集 平 均 或 统计 平均 ,以 区 别 将 于 第 十 四 章 中 引入 的 时 间 平 均 概念 . 
均值 函数 px (电表 示 了 随机 过 程 X(t 在 各 个 时 刻 的 摆动 中 心 , 如 图 12 一 4 
所 示 . 
其 次 ,我 们 把 随机 变量 X(t) 的 二 阶 原点 矩 和 二 阶 中 心 矩 分 别 记 作 
到 ( 王 左 [X2(z)] 2 


ar (1) 一 Dx(b 一 VarLX() 一 开 {[LX(CD) 一 px(t) 2 )， 《2 32 
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并 分 别称 它们 为 随机 过 程 {X(C) ,ziET} 的 均 方 值 函 数 和 方差 函数 . 方差 图 数 的 
算术 平方 根 cx(t) 称 为 随机 过 程 的 标准 差 函 数 . 它 表 示 随 机 过 程 Xi 在 时 刻 
对 于 均值 wx(tz 的 平均 偏离 程度 . 见 图 12 一 4. 
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图 12 一 4 
又 设 任意 妆 ,ET 工 .我 们 把 随机 变量 XGa 和 X(Ga) 的 二 阶 原点 混合 矩 记 作 
民 xx( ,ti ) 一 下 LXC)XCi ) |]， (2.4) 


并 称 它 为 随机 过 程 {XC) ,ziET} 的 自 相 关 函 数 , 简 称 相 关 函 数 . 记号 Rax (已 ) 
在 不 致 混 消 的 场合 常 简 记 为 尺 x (二 , 妃 )， 

类 似 地 ,还 可 写 出 XG) 和 XXX) 的 二 阶 混合 中 心 矩 , 记 作 

Cxx (六 ,t) 一 Cov[X()，XCi )] 
一 歼 {LX(Ga) 一 px()]LX(Cz) 一 wx(zz)])， 【2..5) 

并 称 它 为 随机 过 程 {X(C) ,tiET} 的 自 协 方差 函数 ,简称 协 方差 函数 . Cxx ( ,e) 
也 稼 简 记 为 Cx (太志 ). 

由 多 维 随机 变量 数字 特征 的 知识 可 知 , 自 相关 函 数 和 自 协 方差 本 数 是 刻画 
随机 过 程 目 身 在 两 个 不 同时 刻 的 状态 之 间 统 计 依赖 关系 的 数字 特征 . 

现 把 (2. 1) 一 (2.5) 式 定义 的 诸 数字 特征 之 间 的 关系 简 述 如 下 : 

由 (2. 2 和 (2. 4) 式 知 


TYx (ti) 一 民 x(Ctt). (2.6) 
由 《2. 5) 式 展开 ,得 
Cx (站 zt) 一 民 x(C 如 ) 一 px 人 二)wx(zz)。 27 
特别 , 当 刀 三 羡 = 上 时 ,由 (2.7) 式 ,得 
Oxt) 一 CxGtyt) 一 民 x(Ctyt) 一 At (z). (2. 8) 
由 (2.6) 一 (2.8) 式 可 知 ,以 上 诸 数字 特征 中 最 主要 的 是 均值 函数 和 自 相 关 


顺 数 . 

从 理论 的 角度 来 看 ,仅仅 研究 均值 函数 和 自 相 关 函 数 当然 是 不 能 代替 对 整 
个 随机 过 程 的 研究 的 ,但 是 由 于 它们 确实 刻画 了 随机 过 程 的 主要 统计 特性 ,而 且 
远 较 有 限 维 分 布 函数 族 易于 观察 和 实际 计算 ,因而 对 于 应 用 课题 而 言 ,它们 常常 
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能 够 起 到 重要 作用 . 据 此 ,在 随机 过 程 的 专著 中 都 着 重 研究 了 所 谓 二 阶 矩 过 程 . 
如 果 对 每 一 个 上 ET 工 ,随机 过 程 {XCi),iET) 的 二 阶 矩 民 LX2(i)] 都 存在 , 则 
称 它 为 二 阶 矩 过 程 . 
二 阶 矩 过 程 的 相关 函数 总 存在 .事实 上 ,由 于 ELX (Ga)J,ELX: (2)] 存 在 ， 
根据 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 ( 参 见 第 四 章 习 题 37) 有 
{ 玖 [ 丑 ( 三 ) 居 (加 )])2< 瑟 [X2 (7)] 瑟 [X2 (Ka)]， 三 ， 宅 所 工 
即 知 素 x (看 和) 三 五 [和 GD) 二 ) 存 在 . 
在 实际 中 ,和 常 遇 到 一 种 特殊 的 二 阶 矩 过 程 一 一 正 态 过 程 . 随机 过 程 {X(t)， 
tiE 了 } 称 为 正 态 过 程 , 如 果 它 的 每 一 个 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 , 亦 即 对 任意 整 
数 *1 及 任意 三 和 ET (XGOG),XG),,X(G)) 服 从 和 维 正 态 分 布 . 
由 第 四 章 》3、4 知 , 正 态 过 程 的 全 部 统计 特性 完全 由 它 的 均值 函数 和 自 协 方 
差 郴 数 ( 或 自 相 关上 函数 ) 所 确定 . 
例 1 设 4A,.B 是 两 个 随机 变量 . 试 求 随机 过 程 X(Ci) 王 At 十 B,iET== 
(一 co ,十 co) 的 均值 函数 和 自 相 关 函 数 . 如 果 A,B 相互 独立 , 且 A 一 NO,1)， 
B~U(C0.2), 问 和 (bb 的 均值 函数 和 自 相 关 函 数 又 是 怎样 的 ? 
解 Xi) 的 均值 范 数 和 自 相 关 函 数 分 别 为 
px (ti) 一 下 [X(C) 一下 [At 十 B]= 赤 [A] 十 ELB]， 
RRx (三 , 姑 ) 一 下 [X()X(z)] 一 ELCAR 十 B)(CAz 十 了 3) 
一 三 记忆 (人 A: ) 十 (三 十 大 ) 忆 (A3B) 十 已 (B:) 和 拓 工 . 
当 4A~N(0,1) 时 ,ECA)=0,E(A:) 王 1; 当 了 B~U(0,2) 时 ECB) 王 1,E(CB:) 王 
4/3; 又 因 A、 了 独立 , 故 开 (ADB)= 开 (A)E(B) 一 0. 所 以 ,此 时 
Apx(ti) 一 1]， 下 x(， 如) 一 态 姑 十 4/3， 太 如 E 工 习 
例 2 求 随机 相位 正弦 波 (》 1 例 2) 的 均值 函数 ,方差 函数 和 自 相 关 函 数 . 
解 由 假设 @ 的 概率 密度 为 


- 0 一 0 一 2x， 


0， 其 他 . 
于 是 ,由 和 定义 
HAx(z) 一 五 [Xi)] 一 ELacos(wt 十 加)] 
喇 os 全 0) . 元 d9 = 0， 
而 自 相 关 男 数 


Rx 天) 一 下 LX(G)X()] 王 下 [azcos(ot 十 昌 )cos(ot; 十 回 )] 


2r 2 
本 | NE 了 0)， 二 dg 二 和 


区 2 
式 中 r 一 妃 一 石 . 特 别 , 令 三 三 才 王 即 得 方差 函数 为 
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2 
态 ( 划 一 Rx(Ct1 一 /成 (划一 RRx(t 划 一 宁 . 口 


例 3 设 XC) 王 4cos ol 十 Bsin wiitET=( 一 ceo, 十 co), 其 中 4, 是 相互 
独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 NGC0,o) 的 随机 变量 ,wow 是 实 常数 . 斌 证明 Xi) 是 正 态 
过 程 , 并 求 它 的 均值 范 数 和 自 相 关 枯 数 ， 

解 ”由 题 设 A.B 是 相互 独立 的 正 态 变量 ,所 以 (A,B) 是 二 维 正 态 变 量 . 对 
任意 一 组 实数 与 , 志 ，… 恕 和 拭 工 ， 

Xi) 一 Acos ou 十 Bsin wii ， 1 一 1,2. 7 
都 是 4, 忆 的 线性 组 合 , 于 是 根据 第 四 章 》47 维 正 态 变量 的 性 质 3",(X(n )， 
X(bpa), Xi)) 是 7 维 正 态 变 量 , 因 为 nt 是 任意 的 ,由 定义 ,X( 人 (ti 是 正 态 过 
程 . 另 由 题 设 E(A)=E(B) 王 ECAB)=0,E(A:) 王 E(B2) 一 o ,由 此 可 算得 X(Cz) 
的 均值 范 数 和 上 自 协 方差 困 数 ( 自 相 关 函 数 ) 分 别 为 
HAxt) 一世 {tAcos wt 十 Bsin owt} 一 0， 
Cx( 志 ,大 ) 一 开 x( 区 yt) 
一 开 L(Acos 凡 十 Bsin ou 加 )(Acos ou 和 十 Bsin wz )] 
一 人 (cos wb cos at 十 Sin owt sin ot2 ) 


一 0 cos w( 刀 一 矿 )， 吕 ] 
(三 ) 二 维 随机 过 程 的 分 布 汶 数 和 数字 特征 


实际 问题 中 ,我们 有 时 必须 同时 研究 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 及 它们 之 间 
的 统计 联系 . 例如 , 某 地 在 时 段 (0, 菇 内 的 最 高 温度 X(C) 和 最 低温 度 Y(i) 都 是 随 
机 过 程 ,需要 研究 它们 的 统计 联系 . 又 如 ,输入 到 一 个 系统 的 信号 和 噪声 可 以 都 
是 随机 过 程 ,这 时 输出 也 是 随机 过 程 ,我 们 需要 研究 输出 与 输入 之 间 的 统计 联系 
等 等 .对 于 这 类 问题 ,我 们 除了 对 各 个 随机 过 程 的 统计 特性 加 以 研究 外 ,还 必须 
将 几 个 随机 过 程 作为 整体 研究 其 统计 特性 . 

设 XG Yi) 是 依赖 于 同一 参数 上 ET 的 随机 过 程 , 对 于 不 同 的 zET， 
(Xi) Yi)) 是 不 同 的 二 维 随 机 变量 ,我 们 称 {(X(C,Y(D),zET) 为 二 维 随机 
过 程 . 

给 定 二 维 随 机 过 程 {(X(Ci),Y(i)tE Te 是 开 中 任 
意 两 组 实数 ,我们 称 2 十 mm 维 随 机 变量 

(其 (让 )》 大 ( 轨 ) 和 大 (让 )3 了 (7 Y( 和 ) YX( 冰 
的 分 布 范 数 
FAT2woTa3E et et yy2s yn 人 友 ，， 0 
Tiy yi ER 一 1, 2 7 7 一 1 2 
为 这 个 二 维 随 机 过 程 的 ?十 堆 分 布 函数 长 国 隐 得 x 二 人 1 ?十 7 维 联 


。308 第 十 二 章 ”随机 过 程 及 其 统计 描述 


合 分 布 函数 . 同样 可 定义 二 维 随机 过 程 的 ”十 za 维 分 布 函数 族 和 有 限 维 分 布 函 
数 族 . 

如 果 对 任意 的 正 整数 zw ,任意 的 数组 广 ,总 后 工作 省 加 ET 维 
随机 变量 (X(Ga ),X(GP),…,X(G)) 与 2 维 随机 变量 (Y(6),Y( 吉 )，…,Y( 训 )) 相 
互 独立 , 则 称 随机 过 程 Xi 和 Y(i 是 相互 独立 的 . 

关于 数字 特征 ,除了 X(C,Y(b) 各 自 的 均值 和 自 相 关 函 数 外 ,在 应 用 课题 中 
感 兴趣 的 是 XGO 和 Y() 的 二 阶 混合 原点 和 矩 , 记 作 

Riytiz) 一 瑟 LXCn)YCiz)1]， 大 E 了 ， (2.9) 
并 称 它 为 随机 过 程 XC 和 YY(i) 的 互相 关 函 数 . 
类 似 地 ,还 有 如 下 定义 的 X(G) 和 Y(i) 的 互 协 方差 函数 ， 
Cxy (三 ,让 ) 一 厂 { 作 X() 一 px ( 址 )]LY( 帮 ) 一 py 人 如)]} 


一 民 xy (让 妇 )》 一 ApX( 记 )pr(tz)， ii yt 人 了 下 ]10) 
如 果 二 维 随 机 过 程 (X(i) ,Y(i)) 对 任意 的 志 尖 生 下 恒 有 
Cxy(ti yi) 一 0， 2 


则 称 随 机 过 程 XCt) 和 YY(i) 是 不 相关 的 . 
由 第 四 章 》 3 可 以 推 知 , 两 个 随机 过 程 如 果 是 相互 独立 的 , 且 它 们 的 二 阶 抵 
人 存在, 则 它们 必然 不 相关 .反之 ,从 不 相关 一 般 并 不 能 推断 出 它们 是 相互 独立 的 . 
当 同 时 考虑 zz 一 2) 个 随机 过 程 或 维 随机 过 程 时 ,我 们 可 类 似 地 引入 它 
们 的 多 维 分 布 , 以 及 均值 杯 数 和 两 两 之 间 的 互相 关 函 数 (或 互 协 方差 本 数 ). 
在 许多 应 用 问题 中 ,经 常 要 研究 几 个 随机 过 程 之 和 (例如 ,将 信号 和 噪声 同 
时 输入 到 一 个 线性 系统 的 情形 ) 的 统计 特性 . 现 考虑 三 个 随机 过 程 X(i) ,Y(i) 和 
2Z(i 之 和 的 情形 . 令 
多 ( 蕊 一 区 (1 十 Y( 厅 十 QZ0t)， 
显然 ,均值 师 数 
pw (ti) 一 px(ti) 十 py(t) 十 zz)， 
而 殉 (b 的 目 相关 函数 可 以 根据 均值 运算 规则 和 相关 函数 的 定义 得 到 ， 
Rww (bi yt) 一 开 [ 厂 () 页 () 
一 人 xx 元 及 总 三 症 思 7 Re ,12 ) 
十 RRrx ( 记 玩 到 于 民 二 下 十 Ri ,ti ) 
十 RRmx (byVUEERA CNS 二 ROY )， 
此 去 表明 : 几 个 随机 过 程 之 和 的 自 相 关 函 数 可 以 表示 为 各 个 随机 过 程 的 自 相 关 
困 数 以 及 各 对 随机 过 程 的 互相 关上 函数 之 和 . 
如 采 上 述 三 个 随机 过 程 是 两 两 不 相关 的 , 且 各 自 的 均值 函数 都 为 零 , 则 由 
(2. 11) 式 可 知 诸 互相 关 函 数 均 等 于 零 , 此 时 本 ( 妇 的 自 相 关 函 数 简单 地 等 于 各 个 
过 程 的 自 相 关 咕 数 之 和 , 即 
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R 民 ww (ia2) 一 民 ex (二 2) 十 民 m (ze) 十 民 zz (大 )。 (2. 12) 
特别 地 , 令 到 一 所 王妃 由 (2.12) 式 可 得 环 (b 的 方差 函数 (此 处 即 均 方 值 函 数 ) 为 
oy (ti) 一 世 y(t) 一 Tt) 十 (人 十 了 (tt)， 


3 泊 松 过 程 及 维 纳 过 程 


泊 松 过 程 及 维 纳 (Wiener) 过 程 是 两 个 具体 而 又 典型 的 随机 过 程 , 它 们 在 随 
机 过 程 的 理论 和 应 用 中 都 有 重要 的 地 位 ,它们 都 属于 所 谓 的 独立 增 量 过 程 ,所 以 
下 面 首 先 简 要 地 介绍 独立 增 基 过 程 . 
给 定 二 阶 矩 过 程 4X(i) ,之 0) ,我 们 称 随 机 变量 X(Cz) 一 X(C) ,0 委 s 一 :为 随 
机 过 程 在 区 间 (s, 引 上 的 增 量 . 如 果 对 任意 选 定 的 正 整数 和 任意 选 定 的 0 过 
二 三 二 大 所 一 加 ,个 增 量 
X( 三 ) 一 其 (加 )，XX( 丰 ) 一 是 (让 ) 大 ( 放 ) 一 征 ( 帮 -)) 
相互 独立 , 则 称 14X(Cz ,z 人 0)} 为 独立 增 量 过 程 . 直观 地 说 , 它 具 有 ”在 互 不 重 琶 的 
区 间 上 ,状态 的 增 量 是 相互 独立 的 ?这 一 特征 . 
对 于 独立 增 量 过 程 , 可 以 证 明 : 在 X(C0)=0 的 条 件 下 , 它 的 有 限 维 分 布 函数 
族 可 以 由 增 量 Xi) 一 X(Cs) (0 过 一 世 的 分 布 所 确定 . 
特别 , 若 对 任意 的 实数 疡 和 0 委 s* 十 关上 十 六 ,X(Ct 十 大 ) 一 X(Cs 十 大) 与 和 (1) 一 
X(s) 具 有 相同 的 分 布 , 则 称 增 量 具有 平稳 性 . 这 时 , 增 量 Xi) 一 X(Cs) 的 分 布 函 
数 实际 上 只 依赖 于 时 间 差 上 一 (0 志 一世) ,而 不 依赖 于 上 和 * 本 身 ( 事 实 上 , 令 
A 二 一 * 即 知 ). 当 增 量具 有 平稳 性 时 , 称 相应 的 独立 增 量 过 程 是 齐 次 的 或 时 齐 的 . 
接 独 ,在 X(0) 王 0 和 方差 函数 Dx (ti) 为 已 知 的 条 件 下 ,我 们 来 计算 独立 增 
量 过程 {X(b ,人 0) 的 协 方差 萎 数 Cx(Cs,t)， 
记 工 ( 切 二 Xi 一 px(Ct) .首先 注意 , 当 Xi) 具有 独立 增 量 时 ,Y(zi) 也 具有 独 
立 增 量 :其 次 ,Y(0)=0,ELY(i)] 王 0, 且 方差 函数 Dy (iD)=E[Yz (iD)] 一 DCi). 利 
用 这 些 性 质 , 当 0 委 :* 和 上 时 ,就 有 
Cx(syt) 一 下 LYGS)YCt) 
一 尼 {LY(s) 一 Y(0)]LCY(CD 一 Y(5)) 十 Y(s)]) 
一 巨 LY(s) 一 Y(0) 开 ELY(i) 一 Y(s 四 十 已 [CY2(s) 
一 忆 v(s). 
于 是 可 知 , 对 任意 ,zt 人 0, 协 方 差 亢 数 可 用 方差 本 数 表示 为 
Cxksyi) 一 DxyCminfyy zy)。 (3. 1 ) 


《一 ) 泊 松 过 程 
考虑 下 列 随时 间 推 移 迟 早 会 重复 出 现 的 事件 : 
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(i) 目 电 子 管 阴极 发 射 的 电子 到 达 阳 极 ; 

(Cii) 意外 事故 或 意外 差错 的 发 生 : 

(iii) 要 求 服务 的 顾客 到 达 服 务 站 . 此 处 “顾客 "与 “服务 站 ”的 含义 是 相当 广 
泛 的 . 例如 顾客 "可 以 是 电话 的 呼叫 “服务 站 "是 120 急救 台 ; 顾 客 " 可 以 是 来 
领 配件 的 汽车 维修 工 ， 服 务 站 ?是 维修 站 配件 仓库 的 管理 员 六 顾客 ?也 可 以 是 联 
网 的 个 人 电脑 ， 服 务 站 ”是 某 网 站 的 主页 等 等 . 

为 建立 一 般 模 型 方便 起 见 ,我 们 把 电子 .顾客 等 看 作 时 间 轴 上 的 质点 ,电子 
到 达 阳 极 、 顾 客 到 达 服 务 站 等 事件 的 发 生 相 当 于 质点 出 现 . 于 是 抽象 地 说 ,我 们 
研究 的 对 象 将 是 随时 间 推 移 , 陆 续 地 出 现在 时 间 轴 上 的 许多 质点 所 构成 的 随机 
的 质点 流 . 

以 Not 全 0 表示 在 时 间 间 隔 (0, 妇 内 出 现 的 质点 数 ( 如 》1 例 4 中 的 呼叫 
数 ).{N(i) ,全 0} 是 一 状态 取 非 负 整 数 、. 时 间 连 续 的 随机 过 程 , 称 为 计数 过 程 . 它 
的 一 个 典型 的 样本 函数 如 图 12 一 5 所 示 , 图 中 六,… 是 质点 依次 出 现 的 时 刻 . 





图 12 一 5 


将 增 量 NGD) 一 NG)= 旺 No ,D,0 云 册 < 岂 它 表 示 时 间 间 隔 (z , 妆 内 出 现 





的 质点 数 “ 在 (za ,可 内 出 现 & 个 质点 ”", 即 {NCa , 芭 一 A} 是 一 事件 ,其 概率 记 为 
PP (to ,ti) 一 己 (Nt) 一 R) ,一 0,，1，2，…， 在 入 
现 假设 Nb 满足 如 下 条 件 : 
1 在 不 相 重 硬 的 区 间 上 的 增 量 具有 独立 性 ; 
2 对 于 充分 小 的 Ai 
Pit 二 Ar) 一 PING 十 At) 一 1) 王 MA 十 o(CAz)， 全 
其 中 常数 人 >0 称 为 过 程 N(t) 的 强度 ,而 o(Abi) 当 At~>0 时 是 关于 At 的 高 阶 无 
穷 小 ; 
3 ”对 于 充分 小 的 At， 


人 (tt 十 At) 一 2 PLNG 十 At) 一 让 一 o(Ai)， (3. 4) 
亦 即 对 于 充分 小 的 At, 在 (t， ,十 A 口 内 出 现 2 个 或 2 个 以 上 质点 的 概率 与 出 现 一 
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个 质点 的 概率 相 比 可 以 忽略 不 计 ; 

4"” N(0) 一 0. 

我 们 把 满足 条 件 1 一 人 生 的 计数 过 程 {NCG) ,t 人 0} 称 作 强 度 为 的 泊 松 过 程 ， 
相应 的 质点 流 或 即 质点 出 现 的 随机 时 刻 所 ,所 ,… 称 作 强 度 为 的 泊 松 流 . 以 下 
首先 来 求 出 增 量 的 分 布 律 (3. 2). 


对 于 泊 松 过 程 ,我 们 注意 到 Pi(m,z = 1, 结合 条 件 2* 和 3*, 有 


十 心 
Fotktt 十 At) 一 1 一 Pit 十 Ar) 一 ,Pt 十 At) 
Ah 一 2 


一 1 一 AAI 十 oCA)， (3.。 5) 
下 面 就 泊 松 过 程 来 计算 概率 (3. 2). 
首先 确定 Pu(t ,ti). 为 此 ,对 At 盖 0, 考 虑 
Pt vt 十 Ai 一 忆 1 Ni:t 十 At) 一 0)} 
一 忆 ( Ni ti 十 Ntt 十 At) 一 0) 
一 了 (Niyt) 一 0, Nit 十 Al) 一 0)， 
由 条 件 1 和 (3. 5) 式 ,上 式 可 写成 
Po(tost 十 Ati) 一 PNG tb 一 0)P(UNCGtt 十 At) 一 0) 
一 已 o(tvt)[L1 一 MA 十 oCAr)] 
或 ”Po(bp,t 十 Ai) 一 Po(toyti 一 一 Pa iDAt 十 oCAt)。 
现 以 At 除 上 式 两 边 ,并 令 At 一 0, 即 得 P, (un , 世 满足 的 微分 方程 
dFoCtytiy 


dd 一 人 省 为 中 (3.6) 
因为 NGp ,5) 一 0, 故 Pu(atm) 一 1. 把 它 看 作 初 始 条 件 即 可 从 方程 (3.6) 解 得 
Po 人 (tt) 一 e ii 0)， 全 加， 全 


再 来 计算 Pi (na ,b ,人 1. 根据 和 事件 概率 公式 和 条 件 1*, 有 
PtNGbt 十 At) 一 R) 一 PIN(Cto ti) 十 Ntt 十 Ar) 一 有 } 


具 
= >/PINGt 十 At) = 四 P{N(D 一 大 一 小 ， 


了 一 站 


由 (3. 2) 一 (3.5) 式 ,并 注意 到 
逢 路 <x: 
人 ,Pi(Ctt 十 At)P， (an 用 证 -本 人 ,Pi(tt 十 At) 一 -OGABN RE 之 2)， 
到 2 2 

上 式 可 表示 成 


大 
Pi (bt 十 Ar 一 >,PiCtt 十 Ar)P, 沉 汪 把 


了 


一 [1 一 MAt 十 of(At)]Pi(G5a，t 十 [DAAt 十 o(AD]P 二 AD 伏 区 1). 
将 此 式 适 当 整 理 后 ,两 边 除 以 At, 并 令 At-~=0 ,就 可 得 到 P (zr 满足 的 微分 一 差分 方程 


PP Ki vt 加 
di 


又 因 NGCa 加) 一 0, 故 有 初始 条 件 


一 凡 有 人 轴 记 十 A 一 《2 9 站 站 0 ， (3， 8) 
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Pu, (加 轴 ) 一 0， k 过 1. (3. 9) 
于 是 ,在 (3. 8) (3. 9) 式 中 令 & 一 1, 并 利用 已 求 出 的 Pu (bm ,b, 即 可 解 出 
有 P 《5 贡 一 ACE 一 四 Je 人 让， 
如 此 重复 , 即 在 (3. 8) (3. 9) 式 中 逐次 令 &=2,3,… 就 可 求 得 在 (tm ,可 内 出 现 & 个 质点 "的 概 
率 , 即 得 增 量 的 分 布 律 (3. 2) 为 
Pi (it) 一 己 (入 (tyt) 一 R1 


2 开 
一 共和 eve， 1 盖 1 天 一 0，]1 2，……: (3， 10 ) 


由 上 式 易 见 增 量 NG ,b 王 Ni 一 NGi) 的 概率 分 布 是 参数 为 X(t 一 如) 的 
泊 松 分 布 , 且 只 与 时 间 差 1 一 如 有 关 ,所 以 强度 为 六 的 泊 松 过 程 是 一 齐 次 的 独立 增 
量 过 程 . 

在 有 些 书 中 , 泊 松 过 程 也 用 另 一 种 形式 定义 , 即 若 计数 过 程 {N(Ci) ,全 0} 满 
足下 列 三 个 条 件 : 

(i) 它 是 独立 增 量 过 程 ; 

(ii) 对 任意 的 上 全 加 三 0, 增 量 NGC) 一 Nt) 一 CACGE 一 如 )); 

(iii) N(C0) 一 0， 
那么 称 {NCi,t 全 0} 是 一 强度 为 的 泊 松 过 程 . 

从 前 面 的 演算 结果 ,不 难看 到 从 条 件 1 一 4 可 以 推出 (GD 一 (ii). 反 之 ,在 (ii) 
中 令 :一 加 二 At, 并 利用 e 六 的 泰勒 级 数 展开 式 ,就 能 得 到 条 件 2 和 3 详细 推演 
由 读者 自己 完成 ). 由 此 ,定义 泊 松 过 程 的 两 组 条 件 是 等 价 的 . 

由 (3. 10) 式 ,NG 一 Ni) 一 r((G 一 如))， tt 人 > 加 人 0, 再 由 第 四 章 81,82 
知 

下 [ Ni) 一 Ni)| =VarL NGC 一 NCio)] 王 太一 如 ). 

特别 地 , 令 =0, 由 于 假设 NO0) 王 0, 故 可 推 知 泊 松 过 程 的 均值 图 数 和 方差 

果 数 分 别 为 
FLNCi)]=AMt， DANC) 一 VarL NGC) ] 一 人 《3 

从 (3. 11) 式 可 以 看 到 ,=ELNGCODV 划 , 即 泊 松 过 程 的 强度 (常数 ) 等 于 单位 
长 时 间 间 隔 内 出 现 的 质点 数目 的 期 望 值 . 

关于 泊 松 过 程 的 协 方差 中 数 , 则 可 由 (3.1)、(3. 11) 式 直接 推 得 

LN(St) 一 人 Di 人 全 全 下 
而 相关 盯 数 
RN(st) 一 形 LNCS)NCGED) 一 驴 民 十 1Mminfsyiyys 三 0. 

若 条 件 (3. 3) 式 中 的 强度 为 非 均匀 的 , 即 太 是 时 间 * 的 函数 1 一 1 ,三 0. 则 

称 泊 松 过 程 为 非 齐 次 的 . 对 于 非 齐 次 泊 松 过 程 , 用 类 似 的 方法 ,可 得 


吧 本 
[| 和 (rz) dr| e-|xoa 


PNG) 一 Nb) 一 R} 一 可 ， 
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z0 之 0 四 0 1 2 


下 NGC 一 | acodr 


mint ,tj maxitsvtl 
RE = | (cdr| 1 二 | hr)dr| 
0 


下 面 介 绍 与 泊 松 过 程 有 关 的 两 个 随机 变量 , 即 等 待 时 间 和 点 间 间 上 臣 , 以 及 它 
们 的 概率 分 布 . 

在 较 多 的 实际 问题 中 ,通常 对 质点 的 观察 ,不 是 对 时 间 间 隔 ( , 己 ] 中 出 现 的 
质点 计数 ,而 是 对 记录 到 某 一 预定 数量 的 质点 所 需要 的 时 间 进 行 计 时 . 例如 ,为 
研究 含 某 种 放射 性 元 素 的 物质 , 常 对 它 发 射出 来 的 粒子 做 计时 试验 . 

一 般 , 设 质点 (或 事件 ) 依 次 重复 出 现 的 时 刻 

和 
是 一 强度 为 的 泊 松 流 ,{NCt),t 二 0) 为 相应 的 泊 松 过 程 . 以 惯用 记号 记 
多 0, 风 , 一 刀 , 12 一 1， 2 
克 , 是 一 随机 变量 ,表示 第 ”个 质点 (或 事件 第 ?次 ) 出 现 的 等 待 时 间 ( 见 图 12 一 
6). 为 求 出 砚 , 的 分 布 函数 Fw (ti) 一己 { 太 ,过 引 . 首先 注意 ,事件 { 栋 ,> 妇 = 
{NGD) 一 2 ,所 以 
Fw (ti) 一 PPIW, 和 引 王 1 一 局 ( 太 全 四 二 1 一 PING) 一 1 


十 co 
= PNG > 才 = >)em 2 


由 一 虹 


5 


Fwt) 一 0， li < 0. 
将 它 关 于 上 求 导 ,得 克 , 的 概率 密度 为 








dFw (1 [AQD ov， ji>0， 
Fw () 一 一 由 (7 一 1)1 人 
0， 其 他 . 
这 就 是 说 , 泊 松 流 ( 泊 松 过 程 ) 的 等 待 时 间 太 , 服从 了 分布. 特别 ,质点 (或 事件 ) 
首次 出 现 的 等 待 时 间 砚 ,， 服从 指数 分 布 : 
7 7 一 ”= 一 一 一 一 一 了 
OO 矿 ， 下 2 到 下 4 
12 一 6 
【人 ti 人 全 0， 
琴 《 ) 一 
jw tt 全 其 他 . (3. 13) 


又 志 二 一 作 一 克 -， ， 1 一 1.2,…. 
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它 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 称 为 相继 出 现 的 第 ;一 1 个 质点 和 第 ;个 质点 的 点 
间 间 距 ( 见 图 10 一 6). 下 面 来 求 五 的 分 布 .由 于 天 = 克 : ,所 以 下 服从 指数 分 布 
(3. 13). 对 于 ;人 2, 我们 先 求 在 第 ;一 1 个 质点 出 现在 时 刻 上 :( 即 上 :一 上 1) 的 条 
件 下 ,天 的 条 件 分 布 图 数 ， 
FT 一 一 
一 了 NG 十 四 一 NGC) 过 1 NGC) 一 :一 1) 
(由 No 的 定义 ) 
一 PING-I 十 蕊 一 NG 二 1 由 增 量 的 独立 性 ) 
一 1 一 P{(NGCt-l 十 乡 一 NGC) 一 0) 
一 1 一 P{NGO 一 0)= 王 1 一 et>0( 由 增 量 的 平稳 性 )， 
Fr (Ci|t-D) 一 0, 魏 0. 
从 而 知 相 应 的 条 件 概率 密度 为 


了 7 全， (zi 一 


于 是 随机 变量 Tt-: 的 联合 概率 密度 
Me “站 ， (万 --1 ) y ! 盖 0 之 0， 


roo-o=| 
0， 其 他 . 
此 处 省 (Ci-~) 为 8 的 概率 密度 . 将 此 表达 式 关 于 1- 积分 , 即 得 Ti 《zi 一 2， 


3,…) 的 概率 密度 为 
十 co 全 Co 
1 (ti)》 一 人 0 (zl)dti-i 一 ae 7 (tl 7)dt: 
0 


办 已 旋 四 和 
人 上 <0. 


一 AMe…， li 0， 
fr Mt) 一 0， 六 0. 
让 tl 之 0， 
即 CD 一 | 一 0443， 革 | 
717 0， ti<< 0， 


由 (3. 13) 式 及 (3. 14) 式 知 ,点 间 间 距 序列 {T} 服 从 同一 个 指数 分 布 . 是 还 可 证 
明 :T ,T ,…，, 了 工 ,… 是 相互 独立 的 随机 变量 . 我们 把 这 些 结论 写成 如 下 的 定理 . 

定理 一 ”强度 为 的 泊 松 流 ( 泊 松 过 程 ) 的 点 闻 间 距 是 相互 独立 的 随机 变 
量 , 且 服从 同一 个 指数 分 布 (3. 14)，. 

它 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,我 们 不 加 证 明 地 有 叙述 如 下 ， 

定理 二 ”如果 任 意 相继 出 现 的 两 个 质点 的 点 间 间 距 是 相互 独立 ,上 且 服 从 同 
一 个 指数 分 布 (3. 14) , 则 质点 流 构成 了 强度 为 1 的 泊 松 过 程 . 

这 两 个 定理 刻画 出 了 泊 松 过 程 的 特征 . 定理 二 告诉 我 们 ,为 要 确定 一 个 计数 
过 程 是 不 是 泊 松 过 程 , 只 要 用 统计 方法 检验 点 间 间 距 是 否 独立 , 且 服 从 同一 个 指 
数 分 布 . 


3 泊 松 过 程 及 维 纳 过 程 。 315 。 


和 RE 


浊 松 过 程 或 泊 松 流 是 研究 排队 理论 的 工具 ,在 技术 领域 内 它 又 是 构造 ( 模 
拟 ) 一 类 重要 噪声 ( 散 粒 噪声 ) 的 基础 . 


(一 ) 维 纳 过 程 


维 纳 过 程 是 布朗 运动 的 数学 模型 . 英国 植物 学 家 布朗 (Brown) 在 显微镜 下 ， 
观察 漂浮 在 平静 的 液 面 上 的 微小 粒子 ,发 现 它们 不 断 地 进行 着 杂乱 无 章 的 运动 ， 
这 种 现象 后 来 称 为 布朗 运动 .以 克 (电表 示 运 动 中 一 微粒 从 时 刻 盖 0 到 时 刻 上 > 
0 的 位 移 的 横 坐 标 ( 同 样 也 可 以 讨论 纵 坐 标 ), 且 设 克 (0)=0. 根据 爱 因 斯 坦 
《Enisten)1905 年 提出 的 理论 ,微粒 的 这 种 运动 是 由 于 受到 大 量 随 机 的 、 相 互 独 
立 的 分 子 碰 撞 的 结果 . 于 是 ,粒子 在 时 段 (s, 如 《与 相继 两 次 碰撞 的 时 间 间 隔 相 比 
是 很 大 的 量 ) 上 的 位 移 可 看 作 是 许多 微小 位 移 的 代数 和 . 显然 , 依 中 心 极限 定理 ， 
假定 位 移 酌 (zi 一 叉 (s) 为 正 态 分 布 是 合理 的 . 其 次 ,由 于 粒子 的 运动 完全 是 由 液 
体 分 子 的 不 规则 碰撞 而 引起 的 . 这 样 ,在 不 相 重 释 的 时 间 间 隔 内 ,碰撞 的 次 数 .大 
小 和 方向 可 假定 是 相互 独立 的 ,这 就 是 说 位 移 友 ( 世 具有 独立 的 增 量 . 另外 , 液 面 
处 于 平衡 状态 ,这 时 粒子 在 一 时 段 上 位 移 的 概率 分 布 可 以 认为 只 依赖 于 这 时 段 
的 长 度 , 而 与 观察 的 起 始 时 刻 无 关 , 即 (z) Fn 
具有 平稳 增 量 . 

综合 所 述 , 可 引入 如 下 的 数学 模型 

给 定 二 阶 和 矩 过 程 { 柬 (zi),t0) ,如 果 它 


满足 O 
] 具有 独立 增 量 ; 
2” 对 任意 的 上 之 全 0, 增 量 12 一 7 
克 () 一 到 (CC) 一 NO,o (一 5)), 且 co>>0; 
3 了 允 (0) 一 0， 


则 称 此 过 程 为 维 纳 过 程 . 图 12 一 7 展示 了 它 的 一 条 样本 曲线 . 

由 2 可 知 , 维 纳 过 程 增 量 的 分 布 只 与 时 间 差 有 关 , 所 以 它 是 齐 次 的 独立 增 
量 过 程 . 它 也 是 正 态 过 程 .事实 上 ,对 任意 xz (x* 伺 1) 个 时 刻 0 一 nu 一 志 一 … 一 上 ( 记 
za 一 0), 把 叉 (t) 写 成 


关 


厂 () 一 > 人 [ 取 ( 司 ) 一 机 (tr )]， 天 一 1, 2 


根据 1* 一 3?", 它 们 都 是 独立 的 正 态 随机 变量 的 和 ,由 第 四 章 $ 4 中 的 维 正 态 恋 
量 的 性 质 3" 推 知 (W(na) ,WayW(t)) 是 维 正 态 恋 量 , 即 {W(D ,ti0)} 是 
正 态 过 程 .因此 ,其 分 布 完 全 由 它 的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 (或 自 相关 函数 ) 所 
确定 . 

根据 条 件 2 ,3 可 知 , 丈 ( 世 一 No,ot) ,由 此 可 得 维 纳 过 程 的 均值 与 方差 函 
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数 分 别 为 
Wi)] 王 0， Dw(ti) 一 o2t， 


其 中 呈 称 为 维 纳 过 程 的 参数 , 它 可 通过 实验 观察 但 加 以 估计. 再 根据 (3. 1) 式 就 


可 求 得 自 协 方差 图 数 ( 自 相关 本 数 ) 为 
Cw(st) 一 RwCsyt) 一 咯 minfs ,ti ， St 全 0. 
维 纳 过 程 不 只 是 布朗 运动 的 数学 模型 ,前 面 讲 到 的 电子 元 件 或 器 件 在 恒温 
下 的 热 噪声 也 可 归结 为 维 纳 过 程 . 


浊 松 过 程 和 维 纳 过 程 的 重要 性 ,不 仅 是 因为 实际 中 不 少 随时 间 演 变 的 随机 
现象 可 以 归结 为 这 两 个 模型 ,而 且 在 理论 与 应 用 中 常 利 用 它们 构造 出 一 些 新 的 
重要 的 跑 机 过 程 模型 . 

小 结 


随机 过 程 的 研究 对 象 是 随时 间 演 变 的 随机 现象 . 简单 地 说 ,随机 过 程 就 是 依赖 于 参数 : 
的 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随 机 变量 , 记 为 {XCnDtE T) ,7T 为 参数 集 . 把 上 看 作 时 间 , 固 定 z, 称 随机 变 
量 X(b) 为 随机 过 程 在 上 时 的 状态 .对 于 一 切 txET, 状 态 的 所 有 可 能 取 的 值 的 全 体 称 为 随机 过 
程 的 状态 空间 . 

对 随机 过 程 进行 一 次 试验 ( 即 在 工 上 进行 一 次 全 程 观 测 ), 其 结果 称 为 样本 函数 或 样本 
曲线 .所 有 不 同 的 试验 结果 为 一 族 ( 可 以 是 有 限 个 ,如 例 1) 样 本 函数 ， 

随机 过 程 统计 描述 方法 的 基点 是 :对 每 一 个 固定 的 上 ET,X(Ci) 是 一 个 随机 变量 . 我 们 知 
道 维 随机 变量 可 以 用 它们 的 联合 分 布 来 完整 地 刻画 其 统计 特性 . 作为 维 随机 变量 延伸 的 
随机 过 程 则 必须 用 有 限 维 分 布 函数 族 才能 完整 地 刻画 其 统计 特性 . 

计算 随机 过 程 {X(Ca,tE 玉 } 的 各 种 数字 特征 的 方法 与 概率 论 中 的 方法 完全 一 样 , 只 要 把 
出 现 的 参数 tab 等 视 为 常数 即 可 . 随机 过 程 最 重要 的 数字 特征 是 均值 函数 wx (ti) = 
ELX(CJ]ET 和 自 相 关 冰 数 RxGhyb) 一 ELXG)XGa)],n ET 其 他 的 数字 特征 ,如 均 
方 值 范 数 .方差 函数 .标准 差 郴 数 和 自 协 方差 函数 都 可 用 均值 函数 和 自 相 关 函 数 表 出 . 计算 数 
字 特 征 在 随机 过 程 的 理论 和 应 用 中 仍 占 重要 地 位 . 希望 读者 重 温 并 熟练 掌握 第 四 章 $ 1 中 有 


关 均 值 ( 数 学 期 望 ) 运 算 的 种 种 性 质 . 
给 定 一 个 二 维 随机 过 程 {CX(Ci ,Y(Ci) ) ,rcET)， 随机 过 程 X(tb 与 立 ( 妇 相 互 独立 的 含义 是 
对 任意 正 整 数 "wm 和 任意 参数 四 ,天 ,ET 和 了 ,ET,m 维 随机 变量 (X(Cb )， 


Xttia)， ,Xp)) 和 六 维 随机 变量 (Y(),Y(Ga ),,Y(t )) 相 互 独立 , 随机 过 程 X(i 与 Y(Cz) 
不 相关 的 含义 是 它们 的 互 协 方差 一 数 : 
CCxXY (让 ) 一 巨 {[LXG) 一 px 二 )JLYGe) 一 hr ( 直 )]) 兰 0， 
il yt 和 工 . 

最 后 我 们 介绍 了 两 个 都 具有 独立 增 量 过 程 属 性 的 具体 模型 : 泊 松 过 程 {N(b ,全 0} 和 维 

纳 过 程 { 克 (bt 人 0}) .从 定义 中 可 看 到 ,它们 的 差异 仅 在 于 : 当 0 壹 * 一 :时 .前 者 的 增 量 
NGC) 一 NGC) 一 rCCL 一 5)) 

而 后 者 的 增 量 
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克 () 一 到 (9) 一 NG 一 5)). 
它们 的 增 量 的 分 布 都 只 与 时 间 差 上 + 一 * 有 关 ( 即 增 量 具有 平稳 性 ), 所 以 实际 上 它们 都 属于 齐 
次 独立 增 量 过 程 . 
读者 还 需 研 究 ,在 X(0)=0 的 条 件 下 ,怎样 利用 增 量 的 独立 性 ,从 独立 增 量 过 程 {X(ti)， 
三 0} 的 已 知 方差 函数 Dx (ti) ,推演 出 它 的 自 协 方差 函数 
Cxfsyti) 一 DxyCminfs,t))， 0， 
并 由 此 获得 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 的 自 协 方差 郴 数 ( 自 相关 函数 )， 
图 重要 术语 及 主题 
随机 过 程 ”状态 和 状态 空间 样本 函数 (样本 曲线 ) 有 限 维 分 布 函 数 族 ”均值 函数 
方差 晒 数 ” 自 相 关 函 数 自 协 方差 函数 ” 正 态 过 程 ” 互 协 方差 函数 ”两 个 随机 过 程 的 独立 
性 和 不 相关 齐 次 (时 齐 ) 的 独立 增 量 过 程 ” 泊 松 过 程 ” 维 纳 过 程 


习题 


1. 利用 抛掷 一 枚 硬币 的 试验 定义 一 随机 过 程 
cos rt， 出 现 五 ， 


及 《划一 一 co<t 一 十 co.、 
到 出 现 了 


假设 PCHD) 一 PCT) 一 也 试 确定 X(z) 的 
(1) 一 维 分 布 函数 F(z; 却 ) ,FCzil)， 


(2) 二 维 分 布 函数 F( zi ,zz 本 ,1). 


2. 给 定 随机 过 程 {X(CitET},z 是 任 一 实数 ,定义 另 一 个 随机 过 程 
1]， Xi) 委 7Z， 
0， 天 0 
试 将 Y(zo 的 均值 函数 和 自 相 关 函 数 用 随机 过 程 X(b) 的 一 维和 二 维 分 布 函 数 来 表示 . 

3. 设 随机 过 程 X(i)=e “,t>0, 其 中 4 是 在 区 间 (0,a) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 , 试 
求 X(Cb 的 均值 函数 和 自 相 关 本 数 . 

4. 设 随机 过 程 X(o 拓 X (随机 变量 ),E(X)=ay,D(X) 一 喧 (c0) , 试 求 Xi) 的 均值 函 
数 和 协 方差 郴 数 . 

S$. 已 知 随机 过 程 {X(CbotE 玉 } 的 均值 函数 wx 人 (和 协 方差 函数 Cx ,2) pt) 是 普通 的 
函数 , 试 求 随机 过 程 Y(b=X(bD 十 o(b 的 均值 函数 和 协 方差 函数 ， 

6. 给 定 一 随机 过 程 {XCD,ET); 和 常数 a, 试 以 X(CD) 的 自 相 关上 天 数 表 出 随机 过 程 Y(t) 一 
X( 十 a) 一 XiET 开 的 自 相 关 函 数 ， 

7. 设 Zhi 三 X 二 Yi 一 co 一 二 十 co , 若 已 知 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 协 方差 矩阵 为 


| ol pocos 
polaz ] 
试 求 Z(b) 的 协 方差 函数 ， 
8. 设 Xi) 一 Al 十 日 , 一 c 一 上 一 十 co , 式 中 4A.,B 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 N(0.oz ) 的 


YG=| 
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随机 变量 , 试 证 明 X(t 是 一 正 态 过 程 ,并 求 出 它 的 相关 函数 ( 协 方差 函数 ). 

9. 设 随机 过 程 X(Gb) 与 Y(bDtE 工 不 相关 ,试用 它们 的 均值 函数 与 协 方差 函数 来 表示 随 
机 过 程 

ZI) 一 a(t)X(t) 十 DCt)YCt) 十 cCt) GE 了 

的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 ,其 中 a(i,2(b,c(t 是 普通 的 阴 数 . 

10. 设 XG) 和 Y(i) (t 盖 0) 是 两 个 相互 独立 的 ,分 别 具 有 强度 和 和 Am 的 泊 松 过 程 , 试 证 

SCi) 一 Xi) 十 Y(t) 

是 具有 强度 十 w 的 泊 松 过 程 . 

11， 设 { 太 (bb ,tt 人 >0} 是 以 天 为 参数 的 维 纳 过 程 , 求 下 列 过 程 的 协 方差 果 数 

(1) 多 (i 十 Ar (CA 为 常数 ). 

(2) 柬 (i) 十 Xi,X 为 与 1{1W(Ci) ,it 三 0} 相 互 独 立 的 标准 正 态 变量 . 

(3) eaW(Ct/as),a 为 正常 数 ， 


第 十 三 章 ”马尔 可 夫 链 


本 章 首 先 从 随机 过 程 在 不 同时 刻 状 态 之 间 的 特殊 的 统计 联系 ,引信 马 尔 可 
夫 (Markov) 过 程 的 概念 .然后 ,对 马尔 可 夫 链 (状态 .时 间 都 是 离散 的 马尔 可 夫 
过 程 ) 的 两 个 基本 问题 , 即 转移 概率 的 确定 以 及 遍历 性 问题 作 不同 程 度 的 研究 和 
介绍 . 

马尔 可 夫 过 程 的 理论 在 近代 物理 .生物 学 .管理 科学 经济、 信息 处 理 以 及 数 
字 计 算 方 法 等 方面 都 有 重要 应 用 ， 


1 马尔 可 夫 过 程 及 其 概率 分 布 


在 物理 学 中 ,很 多 确定 性 现象 遵从 如 下 演变 原则 :由 时 刻 bm 系统 或 过 程 所 
处 的 状态 ,可 以 决定 系统 或 过 程 在 时 刻 巡 加 所 处 的 状态 ,而 无 需 借助 于 加 以 前 
系统 或 过 程 所 处 状态 的 历史 资料 . 如 微分 方程 初 值 问题 所 描绘 的 物理 过 程 就 属 
于 这 类 确定 性 现象 . 把 上 述 原 则 延伸 到 随机 现象 , 即 当 一 物理 系统 或 过 程 遵 循 的 
是 茶 种 统计 规律 时 ,可 仿照 上 面 的 原则 ,引入 以 下 的 马尔 可 夫 性 或 无 后 效 性 :过 
程 (或 系统 ) 在 时 刻 所 处 的 状态 为 已 知 的 条 件 下 ,过程 在 时 刻 上 之 如 所 处 状态 
的 条 件 分 布 与 过 程 在 时 刻 mm 之 前 所 处 的 状态 无 关 . 通俗 地 说 ,就 是 在 已 经 知道 
过 程 “ 现 在 "的 条 件 下 ,其 "将 来 不 依赖 于 “过 去 ”. 

现 用 分 布 范 数 来 表述 马尔 可 夫 性 . 设 随机 过 程 {X(Ci) ,tiET) 的 状态 空间 为 
过. 如 果 对 时 间 的 任意 个 数值 圈 二 大志 … 一 太仓 3 汉 E T, 在 条 件 刁 () 一 了 Ti， 
TiETi 一 1,2.…， 7 一] 下,X(Cba) 的 条 件 分 布 困 数 恰 等 于 在 条 件 X(b-: ) 一 zi 


下 X(zpa) 的 条 件 分 布 函数 , 即 
忆 {(X(t) 委 To|X(D) 一 2 (加 ) 一 To XU 一 运 | 
一 PLXCb) 委 zz,| 和 (tl) 一 Th) ZEGR， 《1. 1》 
或 写成 
| 1 


则 称 过 程 {XC),ziET} 具有 马尔 可 夫 性 或 无 后 效 性 ,并 称 此 过 程 为 马尔 可 夫 
过 程 . 

例 1 设 (XGCGb,t 人 0) 是 独立 增 量 过 程 , 且 X(O)=0, 证 明 {X(C) ,zi 全 0) 是 一 
个 马尔 可 夫 过 程 . 

证 由 (1. 1) 式 知 , 只 要 证 明 在 已 知 X(b-) 一 zz-; 的 条 件 下 X(L ) 与 
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X(G5) ,一 1,2,… ,7 一 2 相互 独立 即 可 . 现 由 独立 增 量 过 程 的 定义 知道 , 当 0 到 
站 < 训 1 一 太一 1,2,… 和 ,7 一 2 时 , 增 量 
以 ( 三 ) 一 居 (0) 与 其 () 一 人 (1 ) 
相互 独立 . 根据 条 件 XCO)=0 和 X(Ca-i)= 一 zi, 即 有 
A( 志 ) 与 ”天 ( 加 ) 一 了 ol 

相互 独立 . 再 由 第 三 章 $4 定理 知 , 此 时 X(zb) 与 X(G),， 7 一 1,2,…,2 一 2 相互 
独立 . 这 表明 X(i) 具有 无 后 效 性 , 即 {X(t) ,ti 人 0} 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 . 口 

由 上 例 知 , 汝 松 过 程 是 时 间 连 续 状态 离散 的 马 氏 过 程 ; 维 纳 过 程 是 时 间 状 态 
都 连续 的 马 氏 过 程 . 

时 间 和 状态 都 是 离散 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 马尔 可 夫 链 ,简称 马 氏 链 , 记 为 
{(X% 一 X(C2z) 2 一 0,1,2,…)}, 它 可 以 看 作 在 时 间 集 下 三 {0,1,2,…}》 上 对 离散 状 
态 的 马 氏 过 程 相继 观察 的 结果 . 我 们 约定 记 链 的 状态 空间 为 T 王 {alyaz,…}， 
waER. 在 链 的 情形 ,马尔 可 夫 性 通常 用 条 件 分 布 律 来 表示 , 即 对 任意 的 正 整 数 
17 和 0 所 三 一 已 二 一 上 一 m; 77 十 加 ET ,有 

已 《入 es 一 Qi 其 ,一 Ci 大， 一 Ca 0 一 0 


一 P{X 一 ai|X 一 ao)， (1.2) 
其 中 wwETI 记 上 式 右 端 为 P (mm,2 十 2) ,我 们 称 条 件 概率 
忆 ;) (7 11 十 12) 一 叫 {(X + 一 Q， [XXX 一 ai) 《1. 3) 


为 马 氏 链 在 时 刻 mm 处 于 状态 a; 条 件 下 ,在 时 刻 思 十 半 转 移 到 状态 ai; 的 转移 
概率 . 

由 于 链 在 时 刻 袜 从 任何 一 个 状态 a; 出 发 ,到 另 一 时 刻 十 2 必然 转移 到 
aydz，… 诸 状态 中 的 某 一 个 ,所 以 


十 co 
2 (31273012 一 略 ) 一 ]，z 一 12,…. (]。 人) 
j=1 


由 转移 概率 组 成 的 矩阵 P(m ,mm 十 zi) 一 (Pi (my 十 2)) 称 为 马 氏 链 的 转移 
概率 和 矩阵. 由 (1. 4) 式 知 , 此 矩阵 的 每 一 行 元 之 和 等 于 1. 

当 转 移 概 率 Pi (mm 十 z) 只 与 二 7) 及 时 间 间 距 ” 有 关 时 ,把 它 记 为 P, (>)， 
即 

忆 ; (72 72 十 ?2) 一己 ; (2)， 

并 称 此 转移 概率 具有 平稳 性 . 同时 也 称 此 链 是 齐 次 的 或 时 齐 的 . 以 下 我 们 限于 讨 
论 齐 次 马 氏 链 . 

在 马 氏 链 为 齐 次 的 情形 下 ,由 (1. 3) 式 定义 的 转移 概率 

忆 (2) 一 王 (X+ 一 ai|X 一 ai)} 1. 5) 

称 为 马 氏 链 的 盖 步 转移 概率 ,P(z) 一 (P,(z)) 为 步 转移 概率 和 矩阵 . 在 以 下 的 讨 
论 中 特别 重要 的 是 一 步 转移 概率 
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加 一 Pi (1) 一 P{Xn 一 oj X 一 ai) 
或 由 它们 组 成 的 一 步 转移 概率 矩阵 


1 的 状态 
位 1 代 2 0 人 
al pi 2 户 1 


= P() 基 一 P. 


潮水 否 


Ci lp pjp2z … 力 5 
大 相 本 


在 上 述 矩 阵 的 左 侧 和 上 边 标 上 状态 al ,az ,… ,是 为 了 显示 思 是 由 状态 w; 经 一 
步 转移 到 状态 a, 的 概率 . 

例 2(0 一 1 传输 系统 ) 在 如 图 13 一 1 只 传输 数字 0 和 1 的 串联 系统 中 , 设 
每 一 级 的 传真 率 ( 输 出 与 输入 数字 相同 的 概率 称 为 系统 的 传真 率 , 相 反 情 形 称 为 
误 码 率 ) 为 户 , 误 码 率 为 g 王 1 一 户 , 并 设 一 个 单位 时 间 传 输 一 级 , Xe 是 第 一 级 的 
输入 ,X, 是 第 ”级 的 输出 (xz 二 1). 那 么 {X, ,nz 一 0,1,2,…} 是 一 随机 过 程 ,状态 
空间 1 一 {0,1} ,而 且 当 X,=iiET 为 已 知 时 ,Xi 所 处 的 状态 的 概率 分 布 只 与 
X, 一 有关, 而 与 时 刻 ) 以 前 所 处 的 状态 无 关 , 所 以 它 是 一 个 马 氏 链 ,而 且 还 是 
齐 次 的 . 它 的 一 步 转移 概率 和 一 步 转移 概率 矩阵 分 别 为 


、 一 2， 
久 一 PLX 一 让 一 全 一 人 和 1 和 

过 ， 7 了 天 7， 

0 1 
0 
和 卫 一 区 | [L 
1L9q 轧 
[| 二 到 一 一- 

图 13 一 1 


例 3( 一 维 随 机 游 动 ) 设 一 醉 汉 Q (或 看 作 一 随机 游 动 的 质点 ) ,在 如 图 
13 一 2 所 示 直 线 的 点 集 [一 {1,2,3,4,5} 上 作 随 机 游 动 ,上 且 仅 在 1 秒 、2 秒 等 时 刻 
发 生 游 动 . 游 动 的 概率 规则 是 :如 果 Q 现在 位 
于 点 ! (1 一 ;一 5) , 则 下 一 时 刻 各 以 173 的 概率 | 有 
问 左 或 向 右 移动 一 格 ,或 以 1/3 的 概率 留 在 原 “ 
处 ;如 果 Q 现在 位 于 1 (或 5) 这 点 上 , 则 下 一 
时 刻 就 以 概率 1 移动 到 2 (或 4) 这 一 点 上 . 1 图 13 一 2 
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和 5 这 两 点 称 为 反射 壁 . 上 面 这 种 游 动 称 为 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 . 

若 以 X, 表示 时 刻 半 时 Q 的 位 置 ,不 同 的 位 置 就 是 X, 的 不 同 状 态 ,那么 
{X， 2 一 0,1,2,…} 是 一 随机 过 程 , 状 态 空间 就 是 了, 而且 当 X,=izETIT 为 已 知 
时 ,X,+; 所 处 的 状态 的 概率 分 布 只 与 X, = 有 关 , 而 与 Q 在 时 刻 "” 以 前 如 何 到 
达 ;i 是 完全 无 关 的 ,所 以 {X, ,na=0,1,2,…} 是 一 马 氏 链 ,而 且 还 是 齐 次 的 . 它 的 
一 步 转移 概率 和 一 步 转移 概率 矩阵 分 别 为 


言 呆 一 记 1 证 1,1<i<5， 


太一 忆 ( 人 or 一 省 X 一 丰 二 1] ;一 1,7j7 一 2 或 ;一 5,1 一 4， 


] 2 3 4 5 

1| 0 1 0 0 0 

211/3 1/3 1/3 0 0 
P 一 3 0 /3 1/3 173 0 1， 

4| 0 1 

职 0 0 1 0 

如 果 把 1 这 一 点 改 为 吸收 璧 ,就 是 说 Q 一 旦 到 达 1 这 一 点 , 则 就 永远 留 在 
点 1 上 .此 时 ,相应 链 的 转移 概率 矩阵 只 需 把 已 中 第 1 横行 改 为 (1,0,0,0,0). 总 
之 ,改变 游 动 的 概率 规则 ,就 可 得 到 不 同方 式 的 随机 游 动 和 相应 的 马 氏 链 ， ”加 

随机 游 动 的 思想 在 数值 计算 方法 方面 有 重要 应 用 号 . 

例 4( 排 队 模 型 ) 设 服务 系统 由 一 个 服务 员 和 只 可 以 容纳 两 个 人 的 等 候 室 
组 成 , 见 图 13 一 3. 服务 规则 是 : 先 到 先 服 务 ,后 来 者 需 在 等 候 室 依 次 排队 . 假定 
一 个 需要 服务 的 顾客 到 达 系 统 时 发 现 系统 内 已 有 3 个 顾客 (一 个 正在 接受 服务 ， 
两 个 在 等 候 室 排 队 ) , 则 该 顾客 即 离 去 . 设 时 间 间 隔 Az 内 有 一 个 顾客 进入 系统 的 
概率 为 g, 有 一 原来 被 服务 的 顾客 离开 系统 ( 即 服务 完毕 ) 的 概率 为 疡 . 又 设 当 Ar 
充分 小 时 ,在 这 时 间 间 隔 内 多 于 一 个 顾客 进入 或 离开 系统 实际 上 是 不 可 能 的 . 再 


| 
| 
随机 到 达 者 | 离 去 者 
ae 
Lo [全 有 
| 


图 13 一 3 








中 ” 王 梓 坤 . 概率 论 基 础 及 其 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,1979. 
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设 有 无 顾客 来 到 与 服务 是 否 完毕 是 相互 独立 的 . 现 用 马 氏 链 来 描述 这 个 服务 系统 . 

设 X, 王 XGAt) 表 示 时 刻 mAt 时 系统 内 的 顾客 数 , 即 系统 的 状态 .《X,。 ,7 一 
0,1,2,…} 是 一 随机 过 程 ,状态 空间 [ 王 {0,1,2,3}》, 而 且 仿照 例 2、 例 3 的 分 析 ， 
可 知 它 是 一 个 齐 次 马 氏 链 . 下 面 来 计算 此 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 . 

po 一 一 在 系统 内 没有 顾客 的 条 件 下 ,经 At 后 仍 没 有 顾客 的 概率 (此 处 是 条 
件 概 率 ,以 下 同 ),oo 王 1 一 4. 

因 ou 一 一 系统 内 没有 顾客 的 条 件 下 ,经 Az 后 有 一 顾客 进入 系统 的 概率 ,加 一. 

加 一 一 系统 内 恰 有 一 顾客 正在 接受 服务 的 条 件 下 ,经 At 后 系统 内 无 人 的 
概率 , 它 等 于 在 At 间隔 内 顾客 因 服 务 完 毕 而 离 去 , 且 无 人 进入 系统 的 概率 ， 
力 6 一 办 (1 一 0 

思 :一 一 系统 内 恰 有 一 顾客 的 条 件 下 ,在 A: 间隔 内 ,他 因 服 务 完 毕 而 离 去 ， 
而 另 一 顾客 进入 系统 ,或 者 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 , 且 无 人 进入 系统 
的 概率 ,加 一 冯 9 十 (1 一 思 )(1 一 g). 

加 2 一 一 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 , 旦 另 一 个 顾客 进 和 人 系统 的 概 
率 , 思 一 (1 一 户 )9. 

js 一 一 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 , 且 在 At 间隔 内 有 两 个 顾客 进 
人 系统 的 概率 . 由 假设 ,后 者 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 , 思 ; 王 0. 

类 似 地 ,有 思 :: 一 一 办 (1 一 gg)，zp22 一 加 十 (1 一 加 )(1 一 gg)，zp23 一 g(1 一 力 )， 
加 一 0(| 一 放 之 2)， 

pa 一 一 一 人 因 服 务 完 毕 而 离 去 且 另 一 人 进入 系统 ,或 者 无 人 离开 系统 的 概 
率 , 记 3 一 思 dg 十 (1 一 已) 

于 是 该 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


0 1 2 4 
0F 1 一 g q 0 0 
P 一 1|z(1 一 9) po 十 (1 一 加 (1 一 9) qd(1 一 力 ) 0 [j 
2 0 轧 (1 一 9g) za 十 (1 一 思 )(1 一 9) 人 一 
时 0 0 太一) 1 ) 


在 实际 问题 中 ,一 步 转移 概率 通常 可 通过 统计 试验 确定 ,下 面 看 一 实例 . 
例 5 茶 计算 机 机 房 的 一 台 计 算 机 经 常 出 故障 ,研究 者 每 隔 15 分 钟 观察 一 
次 计算 机 的 运行 状态 ,收集 了 24 小 时 的 数据 ( 共 作 97 次 观察 ). 用 1 表示 正常 状 
态 , 用 0 表示 不 正常 状态 ,所 得 的 数据 序列 如 下 
1110010011111110011110111111001111111110001101101 
111011011010111101110111101111110011011111100111 
设 X, 为 第 2 (2 一 1,2,…,97) 个 时 段 的 计算 机 状态 ,可 以 认为 它 是 一 个 齐 次 马 氏 
链 ,状态 空间 TI 一 {0,1}. 96 次 状态 转移 的 情况 是 : 
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0 一 0;8 次 ; 0-~>1,.18 次 ; 
1 一 0,18 次 ; 1->1,52 次 ， 
一 步 转移 概率 可 用 频率 近似 地 表示 为 
加 人 
加 oo 一 王 (XI 一 0|1X 一 0 8 于 18 一 26， 


18 18 
加 ol 一己 {(X + 一 1|X， RE 76， 


18 18 
思 ai 有 70， 


0 
pb 一 PLX 一 1|X， TO 70， 辆 


例 6( 续 例 5) 已 知 计算 机 在 某 一 时 段 (15 分 钟 ) 的 状态 为 0, 问 在 此 条 件 下 
从 此 时 段 起 此 计算 机 能 连续 正常 工作 3 刻 钟 (3 个 时 段 ) 的 条 件 概 率 为 多 少 ? 
解 由 题 意 , 某 一 时 段 的 状态 为 0 就 是 初始 状态 为 0, 即 Xe 一 0, 由 乘法 公 
式 、 马 氏 性 和 齐 次 性 得 ,所 求 条 件 概率 为 
P{X, 一 1,X: 一 1,X3s 一 1|Xo 一 0) 
一 已 (Xo 一 0,X 一 1,Xs 一 1,Xs 一 1)/P{Xo 一 0) 
一 P(Xo 一 0}P{X 一 1|Xo 一 0)}P{X: 一 1|Xi 一 1,Xo 一 0} 。 
P{Xs 一 1|X: 一 1, Xi 一 1,Xo 一 0)/P{(Xo 一 0) 
一 P{XI 一 1|1Xo 一 0}P{X2: 一 11Xi 一 1)P{(X3 一 1|1X;: 一 1) 


=PuGD)PuCDPiCGD)= 基 。 2 。 2 一 0. 382. 口 
接着 ,我 们 来 研究 齐 次 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 . 首先 , 记 
太 ( 的 一 fX = ， 忆 全 下 了 2， 
称 它 为 马 氏 链 的 初始 分 布 .再 看 马 氏 链 在 任 一 时 刻 zaE T 厂 的 一 维 分 布 ， 
轧 (1) 一 忆 (X 一 Ci，aCET，1j 一 1,2, 


(1.6) 
显然 ,应 有 记 cn 一 1. 又 有 
P{X。 一 必 )} 一 六 ptX 一 ar,X. 一 ai)》 
所 
一 PIX， 一 Qi | Xo 一 ci)P(Xo 一 ci， 
或 即 广 (m) 一 六 woP， (z)， 了 一 1,2，… (7 


一 维 分 布 (1. 6) 也 可 用 行 向 量 表示 成 
PC 一 ((2) bb (2) 和 力 (2)，). (1.6) 
这 样 .利用 矩阵 乘法 (IT 是 可 列 无 限 集 时 , 仍 用 有 限 阶 矩阵 乘法 的 规则 确定 矩阵 
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之 积 的 元 ),(1.7) 式 可 写成 
Pp(2) 一 六 0)(72). 二 
此 式 表 明 , 马 氏 链 在 任 一 时 刻 GE 五 时 的 一 维 分 布 由 初始 分 布 P(0) 和 寻 步 转移 
概率 矩阵 所 确定 . 
又 ,对 于 任意 对 个 时 刻 王 到 声 二 … 到 让 人 ET 以 及 状态 al ,ap ai ET， 
马 氏 链 的 并 维 分 布 : 
下 (有 一 00 ) 丰 一 Q0 9 二 0 
0 
中 ( 和 一 C | 大， 一 G Xu 一 0 XXX 一 0 
人 
0 〈1.8) 
由 此 ,并 结合 (1.7) 或 (1.7) 可 知 : 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 同 样 完 全 由 初始 分 布 和 
转移 概率 所 确定 ， 
总 之 ,转移 概率 决定 了 马 氏 链 运动 的 统计 规律 .因此 ,确定 马 氏 链 的 任意 m 
步 转 移 概 率 就 成 为 马 氏 链 理论 中 的 重要 问题 之 一 . 


《2 多 步 转移 概率 的 确定 


为 了 确定 齐 次 马 氏 链 的 ” 步 转移 概率 Ps (z) ,首先 介绍 PC(z) 所 满足 的 基 


= 一作 


本 方程 . 
设 {X(z) ,2 一 0,1,2…} 是 一 齐 次 马 氏 链 , 则 对 任意 的 & 岂 和 Ti, 有 
Pi 十 习 ) 一 0 一 1 ,2，…， (2 1 
方程 42. 1) 就 是 著名 的 切 普 曼 一 科 尔 莫 戈 罗 夫 (Chapman-Kolmogorov) 方 程 , 简 
称 C 一 K 方程 . 


C 一 开 方程 基于 下 述 事实 , 即 " 从 时 刻 * 所 处 的 状态 ai, 即 X(s) 一 ai 出 发 ,经 
时 段 x 十 必 转 移 到 状态 aj, 即 X(C* 十 x 十 zw 一 ai ”这 一 事件 可 分 解 成 “从 X(Cs) 一 a， 
出 发 , 先 经 时 段 玉 转移 到 中 间 状 态 ax(R 王 1,2,…) ,再 从 人 经 时 段 转移 到 状态 
< 这 样 一 些 事 件 的 和 事件 ( 见 图 13 一 4). 

方程 (2. 1) 的 证 明 如 下 : 先 固定 ceET 和 ET ,由 条 件 概率 定义 和 乘法 定理 ,有 

已 { 太 (S 十 & 十 zZ 一 dj (5 十 2 一 ae|XCS) 一 ai} 
一 PLX 十 xz) 一 al|XC) 一 ai)PIX(CS 十 wx 十 ) 
一 qj|X(CS 十 z) 一 ak X(CS) 一 ai} 
一 Pu(a)P5(u) ( 马 氏 性 和 齐 次 性 ). (2 
又 由 于 事件 组 “X( 十 四 一 at” ,一 1,2.,… 构 成 一 个 划分 , 故 有 
PUT 十 Y) 一 XXGS 十 十 U) 一 aji|iXCG) 一 ai) 
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3 十 芭 十 1) 


图 13 一 4 
一 > ,P{XCS 十 坟 十 z) 一 QjyX(5 十 2) 一 du | XXGS) 一 几 ) 
PR 


将 (2.2) 式 代入 上 式 , 即 得 所 要 证 明 的 C__K 方程 
C 一 开 方程 也 可 写成 矩阵 形式 : 
P(x 十 站 ) 王 P(x)PCD). 人 
利用 C 一 K 方程 我 们 容易 确定 ” 步 转移 概率 .事实 上 ,在 (2.1) 式 中 邻 x 一 
1 ,一 ?一 1] ,得 递 推 关 系 : 
P(7) 一 P 忆 (1)P(C2 一 1) 一 PP(2 一 1])， 
从 而 可 得 P(mz) 一 甩 . (2. 3) 
就 是 说 ,对 齐 次 马 氏 链 而 言 ,” 步 转移 概率 矩阵 是 一 步 转移 概率 矩阵 的 ”次 方 . 
进而 可 知 , 齐 次 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 可 由 初始 分 布 与 一 步 转移 概率 完全 
确定 . 
例 1 设 {X,,z 二 0} 是 具有 三 个 状态 0,1,2 的 齐 次 马 氏 链 ,一步 转 移 概 率 矩 
阵 为 
1 
013/4 1/4 103 
Pi 并 
2L0 3/4 1/4 
初始 分 布 如 (0) 三 PP{IX。 王 夺 王 1/3, 一 0,1,2. 试 求 
(DPI(X 一 0 太一 1)， 
(ii)P{X2: 一 1)， 
解 ” 先 求 出 二 步 转移 概率 矩阵 


》2 多 步 转移 概率 的 确定 。327 。 


0 ] 2 
0T『5/8 5/16 1716 
pri 17/2 | 
2L3/16 9/16 1/4 
于 是 (i) PtXo 一 0,X 一 1) 一 P(Xo 一 0)P(X: 一 1|Xo 一 0) 


二 二 


(Ci) 由 (1.7) 式 ， 
力 (〈《2) 一 王 (2 一 1 ) 
一 思 (0O)PuG2) 十 加 (0)P 2) 十 (0)P: (2) 


器 


例 2 在 1 例 2 中 ,(D 设 一 0.9, 求 系统 二 级 传输 后 的 传真 率 与 三 级 传输 
后 的 误 码 率 ;(i) 设 初始 分 布 问 (0) 王 P{Xo 王 1)} 王 ay 加 (0) 一 PIX 一 0} 一 1 一 a. 又 
已 知 系统 经 盖 级 传输 后 输出 为 1, 问 原 发 字符 也 是 1 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 先 求 出 地 步 转移 概率 矩阵 己 (z) 王 马 . 由 于 
0 1 


0 
有 一 | 由 《9 一 1 一 旋 ) 
1La p- 


有 相 蜡 的 特征 值 二 1, 一 加 一 9, 由 线性 代数 知识 ,可 将 书 表 示 成 对 角 和 矩阵 


[Al 01 「『] 0 
RE 
LO 从? 0 妃 一 9 


的 相似 和 矩阵. 具体 做 法 是 : 求 出 :az 对 应 的 特征 向 量 
罗 间 国人 
1 | 1 了 


1/V2 | 
1 1NZ| 


心 


百 王 [Le ,ez 一 | 


则 忆 = 瑟 4 玉 -!. 于 是 ,容易 算得 
忆 " 一 (BA 万 -1)" 王 再 4 一 


0 1 
人 
0 这 十 (四 9) 7 7 ( 轧 一 9)” 
1 1 1 (2. 4) 
0 
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一 -一 一 一 -一 一 


(iD) 由 (2.4) 式 可 知 , 当 p 一 0.9 时 ,系统 经 二 级 传输 后 的 传真 率 与 三 级 传输 
后 的 误 码 率 分 别 为 
和 | 


己 ) (2) 一 Foo(2) 一 十 (0， 9 一 0. 1) 一 0. 820， 


P (3) 一 P， (3) 一 元 一 斑 (0. 9 一 0. 1)3 一 0.244; 


(ii)》 根据 贝 叶 斯 公式 , 当 已 知 系统 经 ?级 传输 后 输出 为 1, 原 发 字符 也 是 1 


的 概率 为 


1)P{(X ,一 1 X 王 ] 
P( 和 一 1 X 一 二 一 全 全 一 仙人 2 一] 


疡 《0) 古 )1 (77) 
”有 (0)E， (zz) 十 轧 (0 太 ii 《72) 


一 aa(p 一 9)” 
i 于 (2 一 DC 二 97 口 


对 于 只 有 两 个 状态 的 马 氏 链 ,一 步 转移 概率 矩阵 一 般 可 表示 为 





0 1 
P= | “ | 0 
1IL 0 1 一 0 
利用 类 似 于 例 2 的 方法 ,可 得 )” 步 转移 概率 矩阵 为 
0 1 
人 1 忆 (72) 
尼 (71) 一 本 一 | | 
上 有 1 所 天 已 儿 妈 ) 
本 
=- 寺 5| “|+ 2 | “| ] ,2 ,pw. (2. 5) 
这 是 解决 两 个 状态 的 马 氏 链 问题 的 有 用 公式 . 
《3 遍历 性 


对 于 一 般 的 两 个 状态 的 马 氏 链 ,由 (2.5) 式 可 知 , 当 0<a,p<1I 时 ,P (2z) 有 


极限 


成 
im 于 oo(7) 一 im Pio(m) 一 -一人 


沁 成 
im Po Km 一 lim Ph (7 一 了 一 一. 


上 述 极 限 的 意义 是 :对 固定 的 状态 ), 不 管 链 在 某 一 时 刻 从 什么 状态 (i=0 
或 1) 出 发 ,通过 长 时 间 的 转移 ,到 达 状 态 ， 的 概率 都 趋 近 于 ri ,这 就 是 所 谓 的 所 





$3 遍历 人 性 。 329 ， 
历 性 . 又 由 于 轴 十 =1, 所 以 (mm )=r 构 成 一 分 布 律 , 称 它 为 链 的 极限 分 
布 . 另外 ,如 若 我 们 能 用 其 他 简便 的 方法 直接 由 一 步 转移 概率 求 得 极限 分 布 
则 反 过 来 , 当 ) 思 1 时 就 可 得 到 ) 步 转移 概率 的 近似 值 : P, (>z) 一 mi， 
一 般 , 设 齐 次 马 氏 链 的 状态 空间 为 了 , 若 对 于 所 有 w ,wj ET, 转移 概率 P, (7) 
存在 极限 
jim 忆 (20 一刀 (不 依赖 于 ?zi) 


区 ) 江 2 开 ) 
或 书 (7) 一 天 ”一 一 一 一 一 一 ， 
(mn 一 十 co ) 
Frl 7rs Ti 


则 称 此 链 具 有 遍历 性 . 又 若 2 好 一 1, 则 同时 称 一 (ri …) 为 链 的 极限 


分 布 . 

齐 次 马 氏 链 在 什么 条 件 下 才 具 有 遍历 性 ? 如 何 求 出 它 的 极限 分 布 ? 这 问题 
在 理论 上 已 经 圆满 解决 ,但 叙述 它 需 要 较 多 篇 幅 . 下 面 仅 就 只 有 有 限 个 状态 的 
链 , 即 有 限 链 的 遍历 性 给 出 一 个 充分 条 件 ， 

定理 ” 设 齐 次 马 氏 链 (X, na 人 1) 的 状态 空间 为 [一 (aaz,…,avw}, 了 是 它 
的 一 步 转移 概率 矩阵 ,如 果 存 在 正 整 数 关 ,使 对 任意 的 ai,awET, 都 有 


Pi (7 ) 一 0、 1 7 一 1 2， 八 ， 全 
则 此 链 有 具有 遍历 性 , 且 有 极 限 分 布 人 一 (Ti ,7 ,。yTN ) , 它 是 方程 组 
一 7P 或 即 r, 一 记 pmp ,一 1,2,…,N (3. 2) 
的 满足 条 件 
> 0, > 一 1 (3.3) 
7 
的 唯一 解 . 
证 明 栈 ， 


依照 定理 ,为 证 有 限 链 是 遍历 的 ,只 需 找 一 正 整 数 , 使 闷 步 转移 概率 矩阵 
P"” 无 雯 元 . 而 求 极 限 分 布 z 的 问题 ,化 为 求解 方程 组 (3. 2) 的 问题 . 注意 ,方程 组 


(3.2) 中 仅 N 一 1 个 未 知 数 是 独立 的 ,而 唯一 解 可 用 归 一 条 件 > 一 1 确定 . 


在 定理 的 条 件 下 ， 马 氏 链 的 极限 分 布 又 是 平稳 分 布 . 意 即 ， 若 用 地 作为 链 的 
初始 分 布 , 即 P(0) 一 zr, 则 链 在 任 一 时 刻 zE Th 的 分 布 p(z) 永 远 与 r 一致 .事实 
上 ,由 (1.7) (2.3) 和 (3. 2) 式 ,有 
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p(2) 一 PPO)P(CD 一 PP" 一 PP 一 … 一 iD 一 和. 
例 1 试 说 明 》1 例 3 中 , 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 是 遍历 的 ,并 求 其 极 
限 分 布 (平稳 分 布 ). 


解 ”为 简便 计 , 以 符 叶 "X "代表 转移 概率 矩阵 的 正 的 元 . 于 是 ,由 1 例 3 
中 的 一 步 转移 概率 和 矩阵 已, 得 


0xXo00o1roxoo00 XXXx00 
xxxo0llxxxo0oo0 xXXxx0 
P(2) 一 疡 王 | 0 Xxxollioxxxo|l=|xxxxx|， 
[100XxxXxxllooxxx 0 XXXX 
[toooxojlioooxojl looxxx 


交 芝 芝 人 下 全 机] 








xxXxxXxxo|l|xxxxol |xxxxx| 
P(4) 一 忆 一 | xxXxxx|llxxxxxl=|xxxxx|， 

0XXXxXxlloxxxxl | xxxxx 

00xxxjlooxxxj| |xxxxx| 


即 忆 C47) 无 零 元 . 由 定理 , 链 是 遍历 的 . 再 根据 (3. 2 和 (3. 3) 式 , 写 出 极限 分 布 x= 
《lyTr2 ,7 ) 满 足 的 方程 组 
ri 一 (1/3)rz?， 
zz 一 Xi 十 (1/3)rz 十 (1/3)zrs， 
zs 一 (1/3)rxs 十 (1/3)rs 十 (17/3)rl ， 
mr 一 (1/3)rs 十 (17/3)z, 十 rr ， 
1 一 (1/3)xl， 
Tl 十 rz 十 ra 十 r 十 rs 一 1 
先 由 前 四 个 方程 , 解 得 :3m 一 到 三 ms 一 m 一 3. 将 它们 代 人 归 一 条 件 , 即 最 后 一 
个 方程 , 解 之 ,得 唯一 解 :mm 一 太 王 1/11,m 一 m 一 四 一 3/11. 所 以 极限 分 布 为 一 
(L11,3/11,3/11,3/11,1/11). 这 个 分 布 表 明 :经 过 长 时 间 游 动 之 后 , 醉 汉 Q 
位 于 点 11I<i 二 5) 的 概率 约 为 3/11, 位 于 点 1 或 5 的 概率 约 为 1711. 硬 
例 2 试 说 明 》1 例 4( 排 队 模型 ) 中 的 链 是 遍历 的 ,并 求 其 极限 分 布 . 
解 ”依照 例 1, 由 1 例 4 中 的 一 步 转移 概率 矩阵 已 ,可 算得 P(3) 一 疡 无 堆 
元 . 根据 定理 , 链 是 遍历 的 . 而 极限 分 布 r= (mm ,re ,me ) 满 足下 列 方程 组 : 
0 一 (人 天 全 
xi 一 go 十 [TCD)IEOR 十 2(1 一 g)zr ， 
zz 一 9(] 一 力 )xi 十 [zc 十 (1 一 加 )(1 一 g)]zxos 十 加]1 一 I)r， 
fs 一 0(C1 一 旋 J 有 TIL 一 户 )]xs， 
rr 十 Ti 十 rz 十 ff 一 1 


解 之 ,得 唯一 解 
zxo 一 加 (] 一 g)37C， 和 一 大 0(1 一 q) 7]C， 
rz 一 力 o@ (1 一 9)(1 一 训 )MC， ms 一 和 (1 一 力 )7]C， 
其 中 C 王 姑 (1 一 gg 十 芝 gC1i 一 9 十 3 (1 一 g)(1 一 ) 十 人 (1 一 力 )。 
假若 在 此 例 中 ,z 因 一 g 王 1/2, 则 可 算得 三 177 和 六 0. 14,m 一 疙 二 ma 一 2/7 和 
0. 29 , 即 此 时 极限 分 布 为 z=(1/7,2/7,2/7,2/7). 这 就 是 说 ,经 过 相当 长 的 时 间 
以 后 ,系统 中 无 人 的 情形 约 占 14% 的 时 间 , 而 系统 中 有 一 人 、 二 人 、 三 人 的 情形 
约 各 占 295 的 时 间 . 口 
例 3 设 一 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
0 12 0 了 /2 
1x2- 人 让 为 





卫 一 
1 
1]/2 0 12 0 
斌 讨论 它 的 遍历 性 . 
解 ” 先 算得 
史 0 12 0 3 
| BA 
172 0 1/2 0 
| 0 1/2 0 | 


进一步 可 验证 : 当 ”为 奇数 时 ,P(z) 王 P(1) 王 Pi;7 为 偶数 时 ,P(z) 一 P(2). 这 表 
明 对 任 一 固定 的 j( 一 1,2,3,4) ,极限 lim P， (2) 都 不 存在 . 按 定 义 ,此 链 不 具 遍 
历 性 . 口 

马 氏 过 程 的 内 容 除 了 讨论 最 简 情 形 一 一 马 氏 链 之 外 ,还 研究 状态 离散 .时间 
连续 的 马 氏 过 程 和 状态 .时 间 都 是 连续 的 马 氏 过 程 ,它们 都 有 比较 完善 的 理论 ， 
而 且 讨 论 的 主题 也 都 是 从 各 自 场 合 的 C 一 开 方 程 出 发 ,研究 转移 概率 的 确定 方 
法 和 性 质 .本 书 除 前 面 介绍 的 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 这 两 个 具体 的 马 氏 过 程 模型 
外 不 再 作 一 般 的 介绍 . 

小 结 





马尔 可 夫 过 程 的 主要 特征 是 它 具 有 无 后 效 性 ( 马 氏 性 ) ,通俗 地 说 ,就 是 在 已 知 过 程 “ 现 
在 "所 处 状态 的 条 件 下 ,其 "将 来 "状态 的 概率 分 布 不 依赖 于 “过 去 ?所 处 的 状态 .读者 应 了 解 无 
后 效 性 的 严格 定义 是 由 条 件 分 布 函 数 给 出 的 ， 

泊 松 过 程 是 时 间 连 续 、 状 态 离 散 的 马 氏 过 程 : 维 纳 过 程 是 时 间 、 状 态 都 连续 的 马 氏 过 程 . 

本 章 主 要 讨论 时 间 和 状态 都 是 离散 的 马 氏 链 {X,,nm=1,2,…} ,约定 状态 空间 TI 一 {ai， 
aaER( 也 可 一 一 对 应 地 用 a, 的 足 标 表示 成 T 一 {1,2,…)). 马 氏 性 可 用 条 件 分 布 律 表 
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示 为 :对 任意 的 整数 0 所 三 一 二 二 … 一 上 一 < 和 二 2 和 ea. ET 
也; Xw+a 一 友信， 一 05 ,入 。 一 Qi yo 有， 一 Qi ,太一 Qi》 
一 己 ( 且 + 一 Qi 六 一 0 上 
右 端 表示 已 知 链 在 时 刻 处 于 状态 4 条 件 下 ,在 时 刻 阅 十 转移 到 状态 ai 的 概率 . 若 这 个 概 
率 只 与 1,j 和 时 间 差 交 有 关 , 记 为 Pi (z)，, 即 
Pi (1) 一 局 (以 + 一 Gaj|X。 一 Ci)， 
则 称 链 为 齐 次 马 氏 链 ( 以 下 限于 讨论 齐 次 链 ), Pi (m) 为 怀 步 转移 概率 ,P(z) 一 (P, (z)) 为 半 步 


转移 概率 矩阵 ,这 个 矩阵 的 每 一行 元 之 和 等 于 1, 即 》\P, (mn) = 1, 往 后 可 用 它 来 校 验 计算 


P(z) 的 正确 性 ,特别 重要 的 是 一 步 转移 概率 
帮 一 忆 )(1) 一 已 (X+i 一 aj|Xw 一 ai)} 

和 一 步 转移 概率 抢 阵 P 一 PC1)= 一 (bi). 了 的 元 br 可 根据 具体 链 从 一 个 状态 经 一 个 单位 时 间 
转移 到 其 他 各 状态 的 概率 来 确定 (包括 统计 估计 方法 )， 

确定 步 转移 概率 是 马 氏 链 理论 中 的 关键 问题 , 在 齐 次 链 情形 ,由 著名 的 C 一 开 方程 可 
推出 

P(m) 一 [P(1)]" 一 疡 ， 

即 ” 步 转移 概率 完全 由 一 步 转移 概率 所 确定 . 计算 疡 要 用 到 线性 代数 中 矩阵 对 角 化 的 知识 ， 
也 可 利用 现成 的 计算 软件 ,读者 只 要 对 了 为 二 阶 矩 阵 的 情形 会 求 就 可 以 了 ( 见 82 公式 
人 人 

马 氏 链 的 主题 之 一 是 给 出 有 限 维 分 布 律 的 计算 方法 . 

一 维 分 布 律 : 记 (0)= 王 PIXo 一 di) 一 1,2,…( 初 始 分 布 )， 


记 (m) 一 PIX, 一 oj)} 一 >， 访 (0)Pi (na)， jj 一 1,2，， 
1 一 1】 


!. 维 分 布 律 :对 任意 半 个 时 刻 嫩 二 所 二 … 一 四 EN 和 a. ET 
1 
综合 起 来 看 , 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 律 (或 者 说 马 氏 链 运动 的 统计 规律 ) 完 全 由 初始 分 布 和 一 步 
转移 概率 所 确定 . 
马 氏 链 的 另 一 主题 是 讨论 Pi (z) 当 > 十 ce 时 的 极限 问题 .我 们 只 限于 讨论 T={a， 
ay…ax} 即 有 限 链 的 情形 . 如 对 任意 的 ai ,ai ET, 都 有 
im 天) 一 mi 与 1 无 关 )， 


就 称 此 链 具 有 遍历 性 . 因 是 有 限 链 ,所 以 当 链 又 具 唤 历 性 时 ,对 >,Pi(n) = 1 取 极 限 ”~ 


j 一 ] 


+ co 总 有 > = 1, 于 是 z 二 Cn ,mm 和 srv) 构成 一 分 布 律 , 称 为 链 的 极限 分 布 或 平稳 


分 布 . 
马 氏 链 的 遍历 性 表示 一 个 系统 经 过 长 时 间 转 移 后 达到 平衡 状态 , 即 当 nm 之 1 时,P, (nz) 
ATi 与 起 步 状态 a, 无 关 . 
有 限 链 具 有 遍历 性 的 充分 条 件 是 :存在 正 整数 , 使 对 一 切 ai ,ai ET 都 有 
了 Pi (7 一 0， 


习 题 和 
或 即 存在 科 , 使 步 转移 概率 矩阵 已 (mm) 三 疡 无 零 元 ( 当 书 的 阶 数 不 高 时 ,寻求 加 的 方法 见 
8$3 例 1), 而 极限 分 布 xz=(r ,rz rw) 是 方程 组 


ZX 一 全 
1. 盖 0， > 一 1 
的 唯一 解 ， 
是 重要 术语 及 主题 
无 后 效 性 ( 马 氏 性 ) 齐 次 马 氏 链 宗 步 转移 概率 与 ! 步 转移 概率 矩阵 《一 KK 方程 马 


氏 链 的 有 限 维 分 布 律 ”遍历 性 极限 分 布 (平稳 分 布 ) 
习题 


1. 从 数 1,2,…,N 中 任 取 一 数 , 记 为 Xi 再 从 1,2,…,X 中 任 取 一 数 , 记 为 X, ;如 此 继 
续 , 从 1,2.,…,X， ,中 任 取 一 数 , 记 为 X,. 说 明 {X,,n 二 1) 构 成 一 齐 次 马 氏 链 ,并 写 出 它 的 状 
态 空间 和 一 步 转移 概率 矩阵 . 

2. 说 明 第 十 二 章 S1 例 5 中 的 随机 过 程 都 是 齐 次 马 氏 链 , 并 写 出 它们 的 状态 空间 和 一 步 
转移 概率 矩阵 ， 

3. 设 X, 一 1,Xi ,XXX 是 相互 独立 且 都 以 概率 户 (0 一 pp 一 1) 取 值 1,. 以 概率 g 一 1 


一 户 取 值 0 的 随机 变量 序列 , 令 S,= > ,Xi ,证 明 {S,,m 三 0} 构 成 一 马 氏 链 ,并 写 出 它 的 状 


态 空间 和 一 步 转移 概率 矩阵 ， 

4. (传染 模型 ) 有 N 个 人 及 某 种 传染 病 ,假设 

(1) 在 每 个 单位 时 间 内 此 六 个 人 中 怡 有 两 人 互相 接触 ,有 旦 一 切 成 对 的 接触 是 等 可 能 的 ， 

《2) 当 健康 者 与 患 病 者 接触 时 ,被 传染 上 病 的 概率 为 a . 

(3) 患 病 者 康复 的 概率 是 0, 健康 者 如 果 不 与 患 病 者 接触 ,得 病 的 概率 也 为 0， 

现 以 X, 表示 第 ?个 单位 时 间 内 的 患 病人 数 . 试 说 明 这 种 传染 过 程 , 即 1X,,* 三 0} 是 一 
马 氏 链 ,并 写 出 它 的 状态 空间 及 一 步 转移 概率 矩阵 . 

5. 设 马 氏 链 { X, ,全 0 ) 的 状态 空间 为 [= 11,2,3} ,初始 分 布 为 入 (0)=1/4, 加 (0) 一 1/ 
2,p;(0) 王 1/4, 一 步 转移 概率 矩阵 为 


1 2 3 
ITiy av/ 4 0 
站 区 1 Wi 
4 


(1) 计算 卫 {X 一 1,XREE DRX 2 

(2) 证 明 己 { 厌 ,一 2,Xo 王 2 和 一 1 一 肌 力 2。 

(3) 计算 Pi:(2) 王 已 {X =21 称 三 1 志 

(4) 计算 刀 (2) 王 P{1X;: 一 2}. 

6. 证 明 82 中 公式 (2. 5)， 

7. 设 任 意 相继 的 两 天 中 ,雨天 转 睛 天 的 概率 为 1/3, 晴 天 转 雨 天 的 概率 为 1/2. 任 一 天 晴 
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或 雨 是 互 为 逆 事 件 .以 0 表示 晴天 状态 ,以 1 表示 雨天 状态 ,X, 表示 第 ”天 的 状态 (0 或 1)， 
试 写 出 马 氏 链 {X, ,xm 全 1 ) 的 一 步 转移 概率 抢 阵 .又 若 已 知 5 月 1 日 为 晴天 , 问 5 月 3 日 为 晴 
天 ,5 月 5 日 为 雨天 的 概率 各 等 于 多 少 ? 

8. 在 一 计算 系统 中 ,每 一 循环 具有 误差 的 概率 取决 于 先前 一 个 循环 是 否 有 误差 .以 0 表 
示 误 差 状 态 , 以 1 表示 无 误差 状态 . 设 状态 的 一 步 转移 概率 和 矩阵 为 

0 1 

0F0. 75 0.25 
| 0.5 | 
试 证 明 相 应 齐 次 马 氏 链 是 遍历 的 ,并 求 其 极限 分 布 ( 平 稳 分 布 ). 

(1) 用 定义 解 . 

(2) 利用 遍历 性 定理 解 . 

9. 试 证 第 5 题 中 的 马 氏 链 具 有 刀 历 性 ,并 求 其 极限 分 布 . 

10. 设 齐 次 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
qd 记 0 
一 |g 0 | q 一 1 一 如 ,0 一 记 一 1， 
0 9 户 
试 证 明 此 链 具 有 遍历 性 ,并 求 其 平稳 分 布 . 

11. 设 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


LE 
了 一 区 1 | 











0 0 1 
试 证 此 链 不 是 遍历 的 . 


第 十 四 音 ”平稳 随 机 过 程 


平稳 随机 过 程 是 一 类 应 用 相当 广泛 的 随机 过 程 . 本 章 在 介绍 平稳 过 程 概念 
后 ,着重 在 二 阶 符 过 程 的 范围 内 讨论 平稳 过 程 的 各 态 历 经 性 .相关 上 申 数 的 性 质 
以 及 功率 谱 密 度 吨 数 和 它 的 性 质 . 


$1 平稳 随机 过 程 的 概念 


在 实际 中 ,有 相当 多 的 随机 过 程 , 不 仅 它 现在 的 状态 ,而 且 它 过 去 的 状态 ,都 
对 未 来 状态 的 发 生 有 着 很 强 的 影响 . 有 这 样 重要 的 一 类 随机 过 程 , 即 所 谓 平稳 随 
机 过 程 , 它 的 特点 是 :过 程 的 统计 特性 不 随时 间 的 推移 而 变化 .严格 地 说 ,如 果 对 
于 任意 的 zz 一 1,2, ,ET 和 任意 实数 户 , 当 十 大, 十 六 ,十 
疡 筷 开 时 ,” 维 随机 变量 

人 
和 (里 (三 十 瑚 ) ,其 (a 十 严 ) 里 ( 志 十 大) ) 属国 的 
具有 相同 的 分 布 函数 , 则 称 随机 过 程 {XC),iET) 具 有 平稳 性 ,并 邮 时 称 此 过 程 
为 平稳 随机 过 程 ,或 简称 平稳 过 程 . 

平稳 过 程 的 参数 集 工 , 一 般 为 (一 co ,十 co)、 0 (0, 土 1, 士 2 } 或 
(0,1,2,…). 当 定义 在 离散 参数 集 上 时 ,也 称 过 程 为 平稳 随机 序列 或 平稳 时 间 序 
列 . 以 下 符 无 特殊 声明 , 均 认 为 参数 集 T= (一 co ,十 cc). 

在 实际 问题 中 ,确定 过 程 的 分 布 函 数 , 并 用 它 来 判定 其 平稳 性 ,一 般 是 很 难 
办 到 的 .但 是 ,对 于 一 个 钙 研 究 的 随机 过 程 , 如 果 前 后 的 环境 和 主要 条 件 都 不 随 
时 间 的 推移 而 变化 , 则 一 般 就 可 以 认为 是 平稳 的 . 

便 温 条 件 下 的 热 品 声 电 压 过 程 以 及 第 十 二 章 $1 例 2、 例 3 都 是 平稳 过 程 的 
例子 . 强 震 阶段 的 地 震波 幅 、 船 舶 的 颠 艇 过 程 . 照 明 电网 中 电压 的 波动 过 程 以 及 
各 种 噪声 和 干扰 等 等 在 工程 上 都 被 认为 是 平稳 的 . 

与 平稳 过 程 相反 的 是 非 平 稳 过 程 .一般 ,随机 过 程 处 于 过 渡 阶 段 时 总 是 非 平 
稳 的 . 例如 ,飞机 控制 在 高 度 为 姑 的 水 平面 上 飞行 ,由 于 受到 大 气 消 流 的 影响 , 实 
际 飞 行 高 度 互 ( 纪 应 在 天 水 平面 上 下 随机 波动 , 互 ( 世 可 看 作 是 平稳 过 程 , 但 论 及 
的 时 间 范 围 必须 排除 飞机 的 升降 阶段 (过 渡 阶 段 ), 因 为 在 升降 阶段 内 由 于 飞行 
的 主要 条 件 随 时 间 而 发 生变 化 ,因而 瑟 (i) 的 主要 特征 也 随时 间 而 变化 着 ,也 就 
是 说 在 升降 阶段 内 过 程 五 ( 蕊 是 非 平 稳 的 . 不 过 在 实际 问题 中 , 当 仅 仅 考 虑 过 程 
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的 平稳 阶段 时 ,为 了 数学 处 理 的 方便 ,我 们 通常 把 平稳 阶段 的 时 间 范 围 取 
网 下 5， 

接着 ,考察 平稳 过 程 数 字 特 征 的 特点 . 

设 平稳 过 程 Xi) 的 均值 困 数 ELX(Ct)J 存 在 .对 = 一 1, 在 (1.1) 式 中 , 令 /一 
一 如 ,由 平稳 性 定义 ,一 维 随机 变量 X(CG) 和 X(Co) 同 分 布 .于 是 ELX(i)]== 
ELX(0)] , 即 均值 数 必 为 常数 , 记 为 px. 同样 ,X(b 的 均 方 值 亢 数 和 方差 图 数 
亦 为 常数 ,分 别 记 为 亦 x 和 cx. 据 此 ,依照 图 12 一 4 的 意义 ,可 以 知道 ,平稳 过 程 
的 所 有 样本 曲线 都 在 水 平 直线 z(b) 一 px 上 下 波动 ,平均 偏离 度 为 ocx. 

又 若 平稳 过 程 Xi) 的 自 相 关 函 数 RxGa,) 王 ELXC)X(Ca) 存 在 ,对 7 一 
2, 在 (1.1) 中 , 令 几 = 一 磋 , 由 平稳 性 定义 ,二 维 随 机 变量 (X (),，X(2)) 与 
(X(C0),X(G2 一 太 )) 同 分 布 . 于 是 ,有 

RxGhyb) 一 ELXC)XC)] 一 ELXCO)X(Ca 一 局). 
等 式 右 端 只 与 时 间 差 考 一 辣 有 关 , 记 为 民 x( 人 (一 二 )， 即 有 
民 x (bi， 妇 ) 一 慌 x(t 一 三 ) 本 全 


或 Rx(tt 十 r) 一 已 [X(CDX(C 十 r)] 一 Rx(r)， 
这 表明 :平稳 过 程 的 自 相关 函数 仅 是 时 间 差 所 一 如一 z 的 单 变量 函数 ( 换 句 话说 ， 
它 不 随时 间 的 推移 而 变化 )， 


又 由 第 十 二 章 (2.7) 式 , 协 方差 林 数 可 以 表示 为 
Cx(r) 一 已 {[LX(t) 一 px]LX(C 十 rz) 一 px])} 一 Rx(r) 一 / 帮 . 
特别 地 , 令 r 一 0, 由 上 式 , 有 
吃 一 Cy(0) 一 Ry(0) 一 /发 

如 前 所 述 , 要 确定 一 个 随机 过 程 的 分 布 函数 ,并 进而 判定 其 平稳 性 在 实际 中 
是 不 易 办 到 的 .因此 , 通 篆 只 在 二 阶 矩 过 程 范围 内 ,考虑 如 下 一 类 广义 平稳 过 程 . 

定义 ”给 定 二 阶 和 矩 过 程 {X(CD ,ziET) ,如 果 对 任意 it 十 rET， 

ELX(i) 一 px( 常 数 )， 
ELX(CD)X(C 十 r) 门 一 RyCr)， 
则 称 {X(z ,ze T) 为 宽 平 稳 过 程 或 广义 平稳 过 程 . 相对 地 ,前述 按 分 布 函数 定义 
的 平稳 过 程 称 为 严 平稳 过 程 或 狭义 平稳 过 程 . 

由 于 宽 平 稳 过 程 的 定义 只 涉及 与 一 维 、 二 维 分 布 有 关 的 数字 特征 ,所 以 一 个 
严 平 稳 过 程 只 要 二 阶 和 矩 存 在 , 则 它 必 定 也 是 宽 平 稳 的 . 但 反 过 来 ,一 般 是 不 成 立 
的 .不 过 有 一 个 重要 的 例外 情形 , 即 正 态 过 程 . 因为 正 态 过 程 的 概率 密度 是 由 均 
值 范 数 和 自 相 关 函 数 完全 确定 的 ,因而 如 果 均 值 函 数 和 自 相 关 函 数 不 随时 间 的 
推移 而 变化 , 则 概率 密度 也 不 随时 间 的 推移 而 变化 . 由 此 一 个 宽 平 稳 的 正 态 过 程 
必定 也 是 严 平 稳 的 . 

今后 ,我 们 讲 到 平稳 过 程 一 词 时 , 除 特别 指明 以 外 ,总 是 指 宽 平 稳 过 程 . 
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另外 , 当 我 们 同时 考虑 两 个 平稳 过 程 Xi 和 Y(i 时 ,如 果 它 们 的 互相 关上 郴 

数 也 只 是 时 间 差 的 单 变量 函数 , 记 为 Rer(r), 即 
Rxy(tt 十 rz) 一 已 LXCD)Y(CL 十 rz)] 一 Rev(Cr)， (1.3) 

那么 我 们 就 称 XCo 和 Y(i) 是 平稳 相关 的 ,或 称 这 两 个 过 程 是 联合 ( 宽 ) 平 稳 的 . 

易 见 ,在 第 十 二 章 中 ,2 例 2、 例 3 都 是 平稳 过 程 , 由 于 例 3 又 是 正 态 过 程 ， 
所 以 它 也 是 严 平稳 的 .而 $2 例 1 以 及 8$3 中 的 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 都 是 非 平稳 
过 程 . 下面 再 举 数 例 . 

例 1 设 (Xekt 一 1,2,…} 是 互 不 相关 的 随机 变量 序列 , 且 五 (Xe) 王 0， 
下 (X) 一 性 , 则 有 


C ,一 !， 
Rv(CR,Z) 一 下 (XX) 一 
0, 玉 天/. 
即 相 关 函 数 只 与 & 一 / 有 关 , 所 以 它 是 宽 平 稳 的 随机 序列 如 果 入 ， ， 入 2 人 多 
是 独立 同 分 布 的 , 则 易 证 序列 也 是 严 平稳 的 . 口 


例 2 设 x(CbO) 是 一 周期 为 工 的 图 数 ,8 是 在 (0,T) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变 
量 , 称 和 (oO=sG 十 B) 为 随机 相位 周期 过 程 . 试 讨 论 它 的 平稳 性 . 
解 ”由 假设 ,9 的 概率 密度 为 


1/ 了 ， 0 一 0 一 了 
0O)=| 


0， 其 他 . 
于 是 ,Xi 的 均值 郴 数 为 


7 ] 1 fear 
ELX(O] = E[sGt 十 9] 一 | :+9 于 dg 一 寺 | sp)dy 
利用 Cg) 的 周期 性 ,可 知 
本 
ECX(z)] 一 于 | SCo)do = 常数 . 


而 月 相关 盯 数 
Ritt 十 r) 王 LsGt 十 B)s(Ct 十 r 十 日 ) ] 


1 
= | Re 二 -二 0)， 示 d0 
如 


tf 二 了 
一 去 SP)sCP 十 r)dr. 


同样 ,利用 so2)sC2 十 z) 的 周期 性 ,可 知 自 相关 函数 仅 与 rx 有 关 , 即 
RRxv(tot 十 z) 一 于 | sp)s(g 十 Ddp-ee Re(n， 


所 以 随机 相位 周期 过 程 是 平稳 的 . 特别 ,随机 相位 正弦 波 是 平稳 的 (第 十 二 章 8 2 
例 2). 口 
例 3 考虑 随机 电报 信和 号. 信和 号 X(i) 由 只 取 十 了 或 一 工 的 电流 给 出 (图 14 一 1 
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画 出 了 xX(o 的 一 条 样本 曲线 ). 这 里 

P(XCD) 一 十 丰 ) 王 PINXC) 王 一 由 一 17/2， 
而 正 负 号 在 区 间 (t,t 十 rz) 内 变化 的 次 数 Nb 
十 rz) 是 随机 的 , 且 假 设 NGtt 十 z) 服 从 泊 松 





分 布 , 亦 即 事件 
Ai 一 (NG 十 r) 一 凶 } 
的 概率 为 
P(AD) 一 已 人 er>， R 一 0, 1 2，……， 
其 中 1) 二 0 是 单位 时 间 内 变 号 次 数 的 数学 期 图 14 一 1 


望 . 试 讨论 XCo) 的 平稳 性 . 
解 显然 ,ELX(C)]=0. 现在 来 计算 ELX(CDX(C 二 zz) , 先 设 r* 盖 0, 我 们 注 
意 , 如 果 电 流 在 (tt 十 rz) 内 变 号 偶数 次 , 则 X(C 和 XC 二 r) 必 同 号 且 乘 积 为 正 ; 
如 果 变 号 奇数 次 , 则 乘积 为 一 下 .因为 事件 
{ 和 (CD)X(C 二 rz) 一 王 ) 
的 概率 为 P(A,) 十 P(A,) 十 P(A,) 十 …, 而 事件 
{(XCtD)XCL 十 rz) 一 一 并 ) 
的 概率 为 P(A, ) 十 已 (4A,) 十 ,…, 于 是 


ec 十 ca 
ELX(CDX(C 十 rz)] 一 下 > P(Ak) 一 下 >7P(A) 
下 一 0 人 = 
四 本 十 oo (一 Ar ) 了 二 
六 ee 一 RE 怀 : 
往 意 , 上 述 结 果 与 上 无 关 . 而 若 r* 一 0 时 ,只 需 令 王 上 十 rz, 则 有 
ELX(CD)X(C 二 rz) 一 LXC)X(C 一 r) RD| ， 
一 12eaz 
故 这 一 过 程 的 自 相 关 函 数 为 
Rx(Cr) 一 下 LXCLDXCETzr) 
一 三 e 一 2izl 
它 只 与 rz 有关. 其 图 形 如 图 14 一 2 所 示 . 因此 随 图 14 一 2 
机 电报 信号 X(Ci) 是 一 平稳 过 程 . 


《2 各 态 历经 性 


虽 下 


本 节 主 要 讨论 ,根据 实验 记录 确定 平稳 过 程 的 均值 和 自 相关 函数 的 理论 依 
据 和 方法 . 
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首先 注意 ,如 果 按 照 数 学 期 望 的 定义 来 计算 平稳 过 程 X(i) 的 数字 特征 ,就 
需要 预先 确定 X(ti) 的 一 族 样本 汞 数 或 一 维 、 二 维 分 布 函数 ,但 这 实际 上 是 不 易 
办 到 的 . 事实 上 ,即使 我 们 用 统计 实验 方法 ,例如 可 以 把 均值 和 自 相 关 函 数 近 似 
地 表示 为 


六 
] 
AAAX 全 一 克之 闷 () 


内 
和 Rx ( 丰 一 让 ) 冯 二 zi(G)ze 人 天)， 
全 


那 也 需要 对 一 个 平稳 过 程 重 复 进行 大 量 观 察 , 以 便 获 得 数量 很 多 的 样本 枯 数 
Zett),R 一 1,2,…,N, 而 这 正 是 实际 困难 所 在 ， 

但 是 ,平稳 过 程 的 统计 特性 是 不 随时 间 的 推移 而 变化 的 ,于 是 我 们 自然 期 
望 在 一 个 很 长 时 间 内 观察 得 到 的 一 个 样本 曲线 ,可 以 作为 得 到 这 个 过 程 的 数字 
特征 的 充分 依据 .本 节 给 出 的 各 态 历经 定理 将 证 实 : 对 平稳 过 程 而 言 , 只 要 满足 
一 些 较 宽 的 条 件 ,那么 集 平 均 ( 均 值 和 自 相 关 函 数 等 ) 实 际 上 可 以 用 一 个 样本 函 
效 在 整个 时 间 轴 上 的 平均 值 来 代替 . 这 样 ,在 解决 实际 问题 时 就 节约 了 大 量 的 工 
作 量 . 

在 叙述 各 态 历 经 性 之 前 ,我 们 先 简要 地 介绍 一 下 往 后 多 处 要 碰 到 的 有 关 随 
机 过 程 积分 的 概念 . 

给 定 二 阶 矩 过 程 {X(CD),zET} ,如 果 它 的 每 一 个 样本 函数 在 [a ,站 CT 上 的 
积分 都 存在 ,我 们 就 说 随机 过 程 X(i) 在 [ca,O 上 的 积分 存在 ,并 记 为 


三 
Y= | Xpdr (2. 1) 


显然 ,Y 是 一 随机 变量 . 

但 是 ,在 某 些 情 形 下 ,对 于 随机 过 程 的 所 有 样本 函数 来 说 ,在 [a,5] 上 的 
积分 末 必 全 都 存在 . 此 时 ,引入 所 谓 均 方 意义 上 的 积分 , 即 考虑 [a,O 内 的 一 组 
分 点 

& 一 丰 二 和 二 三 二 < 机 一 0 
且 记 
人 大 一 万 一 全 人 1 2 
如 果 有 满足 
lim 已 {[Y 一 > XCrD)Ai 人 三 0 


IE 其 Qi; 1 
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的 随机 变量 Y 存在 ,我们 就 称 Y 为 X(C) 在 [ce,5] 上 的 均 方 积分 也 ,并 仍 以 符号 
(2.1) 记 之 .可 以 证 明 : 二 阶 矩 过 程 X(b) 在 La,o 上 均 方 积分 存在 的 充分 条 件 是 
自 相 关 函 数 的 二 重 积分 , 即 


| | Rs (syt)dsdi 
存在. 而 且 此 时 还 成 立 有 
本人 攻 | EL[xco]dz (2. 2) 


就 是 说 ,过 程 X(2) 的 积分 的 均值 等 于 过 程 的 均值 函数 的 积分 . 
现在 引入 随机 过 程 X(oO 沿 整个 时 间 轴 上 的 如 下 两 种 时 间 平 均 : 


了 
| (2. 3) 
Ts 一 人 
和 
了 
人 六 | KE (2. 4) 
T--+co 2 了 J 末 


分 别称 为 随机 过 程 X(b 的 时 间 均 值 和 时 间 相 关 函 数 . 我 们 可 以 沿用 高 等 数学 中 
的 方法 求 积 分 和 求 极 限 ,其 结果 一 般 来 说 是 随机 的 . 

以 下 就 来 讨论 时 间 平 均 与 集 平 均 之 间 的 关系 . 先 看 一 个 例子 . 

例 1 计算 随机 相位 正弦 波 X(i) 一 aucos(ot 十 日) 的 时 间 平 均 (X(C)》 
和 (X(CD)X(Ctr) )， 


开 
解 人 
了 一 十 ce 人 了 一 了 


-lim 2cos @sin w 了 -0 
了 -十 co 包 王 
(和 (it) 和 (十 rz)》 


浊 
一 jnm 了 w cos(wt 十 昌 )coslLw(t 十 r) 十 日 jd: 
了 一 十 和 一 了 


一 方 cos wr. 器 ] 
将 例 1 的 结果 与 第 十 二 章 》2 例 2 算得 的 结果 比较 ,可 知 
Hpx 一 下 [LX(C) 一 (X(Cr))》， 
Rx(r) 一 王 [X(CbX(CL 二 rzr) |] 一 (X(CE)X(L 十 z)》， 


中 设 XI ,大 2 Xi 是 一 随机 变量 序列 ,如 果 存 在 随机 变量 Xo ,使 
im 开 {[X 一 Xo} 一 0， 
则 称 X。 是 X, 的 均 方 极限 , 记 为 1 im.X,* 王 Xo. 本 章 出 现 的 涉及 随机 过 程 的 极限 和 积分 都 应 在 均 方 意义 
下 理解 . 俱 我 们 约定 仍 以 记号 ”lim” 替 代 “1i. m,.”, 请 读者 注意 . 有 关 这 方面 的 进一步 知识 ( 即 随 机 分 析 的 
内 容 ) 超 出 本 书 的 要 求 . 
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这 表明 :对 于 随机 相位 正弦 波 , 用 时 间 平 均 和 集 平均 分 别 算得 的 均值 和 自 相 关 明 
数 是 相等 的 . 这 一 特性 并 不 是 随机 相位 正弦 波 所 独 有 的 .下面 引入 一 般 概念 . 
定义 ” 设 X(i) 是 一 平稳 过 程 ， 
] 如 果 
(X(t) 一己 [X(t] 一 px (2.5) 
以 概率 1 成 立 , 则 称 过 程 X(bo 的 均值 具有 各 态 历经 性 . 
2 如 果 对 任意 实数 r， 


(X(t)X(t 十 r) 一己 CLXCDXCt 二 rz 一 Rx(r) (2.6) 
以 概率 1 成 立 , 则 称 过 程 X(ti) 的 自 相关 函数 具有 各 态 历 经 性 . 特别 当 r=0 时 ， 
称 均 方 值 具有 各 态 历经 性 . 


3 如 打 X(Cb) 的 均值 和 自 相 关上 末 数 都 具有 各 态 历经 性 , 则 称 X(b) 是 ( 宽 ) 各 
态 历经 过 程 ,或 者 说 X(b) 是 各 态 历经 的 . 

定义 中 "以 概率 1 成 立 ? 是 对 X(i 的 所 有 样本 函数 而 言 的 . 

各 态 历 经 性 有 时 也 称 作 遍历 性 或 埃 尔 古 德 性 (ergodicity). 

按 定 义 , 例 1 中 的 随机 相位 正弦 波 是 各 态 历经 过 程 . 

当然 ,并 不 是 任意 一 个 平稳 过 程 都 是 各 态 历经 的 . 例如 平稳 过 程 

人 (ti) 一 了 ， 

其 中 立 是 方差 异 于 零 的 随机 变量 ,就 不 是 各 态 
历经 过 程 .事实 上 ,(X(i)) 一 (Y) 王 Y, 亦 即时 间 
均值 随 Y 取 不 同 可 能 值 而 不 同 . 因 Y 的 方差 异 
于 零 ,这 样 (X(C) 就 不 可 能 以 概率 1 等 于 常数 
FLXCt)] 一 下 LY |. 见 图 14 一 3. 

一 个 平稳 过 程 应 该 满足 怎样 的 条 件 才 是 各 
一 癌 题 . 

定理 一 (均值 各 态 历经 定理 ) 平稳 过 程 X(b) 的 均值 具有 各 态 历 经 性 的 充 
要 条 件 是 





im 二 | 1 一 天)LRx(o 一 成]dr= 0 (2. 7) 


证 和 xn) 的 专 全 入 二 


尼 {(X(D))} 一 人 上 lim 二 | _XCode|， 


交换 运算 顺序 ,并 注意 到 ELX(DO]j=Apxy 即 有 


E{(X(CD)) 一 Jim 二 | 瑟 IXC]UE 


而 4X(zi) > 的 方差 为 
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DL(X(i) )] 一 互 {[L(X(Cb》 一 px) 
L | Xpd| 1- 
JE 人 弛 | -Xpd| 六 局 


， ] 了 了 
一 im 忆 | 志 了 | Xe ) dz | xc ) dt 下 Ap 克 


jinm 


下 
T--+eo | | _ECXen )X(i ) dadz 一 / 必 . 
由 X(i) 的 平稳 性 ,ELXGD)X(a)] 王 Rx(ia 一 训 ), 上 上 式 可 改写 为 


于 于 
DL(X(pD)] = Jim | | _Rxde 二 (2.8) 


为 了 简化 上 式 右 端 的 积分 ,引入 变量 蔡 代 mm 一 扣 十 如 和 严 王 一 二 十 考 . 此 变换 的 雅 可 比 (Jaco- 
bi) 式 是 


Qtlytz) 
driyry) 2 


而 积分 区 域 按 图 14 一 4 转换 . 于 是 (2. 8) 式 中 的 二 重 积 分 用 新 变量 可 表 成 


了 太 
| | RRx(ba 一 丰 )di dt = 由 Ren 于 。 dr dr， ， 
-TJ -- 了 < 2 





《2. 9) 


T2 


人 0 儿 






SS 





CT0) 





(]) (2) 


14 一 4 


其 中 心 为 图 14 一 4(2) 所 示 的 正方 形 .注意 到 被 积 函 数 Rx(r ) 是 mr 的 偶 函 数 ( 见 下 节 性 质 
2 ), 且 与 rm 无 关 , 因 而 积分 值 为 图 14 一 4(2) 中 阴影 区 域 G 上 积分 值 的 4 倍 , 即 


于 工 
| | RRx(tz 一 二 )di dz 一 Ricr) 本 dr， 
-了 TJ -- 了 J 


计 杰 2 了 Try 2 了 了 
屋 ?| dc | 9 ?| (2 下 一 -JRv(z)dr 
把 这 个 式 子 代 人 (2. 8) 式 就 有 


D[(X(D)] = lim -2 
了 2 


= lim 示 |， (1 一 否 )CRx(o 一 成]dr (2. 10) 
由 第 四 章 》2 方差 的 性 质 4 知道 
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(X (ti)) 一 已 {(XCt)》} 
以 概率 ] 成 立 的 充 要 条 件 是 
D[(X(i))] 王 0， 
但 现 已 算得 民 {(X(t)))} 王 ETX(C)], 故 知 
(X(t)) 一 下 [X(z)] 


以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
D[(X(ti) 门 一 0. 2 


而 由 (2. 10) 式 ,条件 (2. 
lim 一 二 ) [CRx(r) 一 / 必 ]dr 一 候 ， 


由 此 定理 得 证 . 口 
推论 在 limRx(n 存 在 条 件 下 , 若 lim Rx(r) 一 / 必 , 则 (2.7) 式 成 立 , 均 值 


其 有 各 态 历 经 性 ;各 lim Rx(r) 天 Aix, 则 (2. 7) 式 不 成 立 , 均 值 不 具有 各 态 历 经 


性 . (证 略 ) 

注意 ,对 例 1 中 的 随机 相位 正弦 波 而 言 ，lim Rx(r) 不 存在 ,但 它 的 均值 是 
各 态 历经 的 . 

在 定理 一 的 证 明 中 将 X(Cb) 换 成 XCDX(C 十 r) ,就 可 得 

定理 二 ( 自 相 关 函 数 各 态 历经 定理 ) 平稳 过 程 Xi) 的 自 相 关上 函数 Rx(Cr) 
具有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 


lim 天 | 1 一 于 )[LB(n) 一 KoD]dn = 0， (2. 12) 


其 中 BC 人 )X(t 十 r 十 z ) ]. 

在 (2. 12) 式 中 令 r=0, 就 可 得 到 均 方 值 具有 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 . 

如 若 在 定理 二 中 以 X(CDY(Ct 二 rz) 代替 XCDXC 二 rr), RewCr) 代 替 RRv(Cr) 来 进 
行 讨 论 ,那么 还 可 以 相应 地 得 到 互相 关 函 数 的 各 态 历经 定理 ， 

在 实际 应 用 中 通常 只 考虑 定义 在 0 委 上 一 十 cc 上 的 平稳 过 程 .此 时 上 面 的 所 
有 时 间 平 均 都 应 以 0 委 ! 近 十 cc 上 的 时 间 平 均 来 代替 . 而 相应 的 各 态 历 经 定理 可 
表示 为 下 述 形式 : 


定理 三 im 了 革 | X(t)dt = 机 X(DO] 二 名 
以 概率 ] | 
im 示 未 未 )LRx(r) 一 / 必 ]dr 一 0. 《7 
定理 中 


开 
lim 示 | XCDXCG 二 rdt = ELXCDX(E 十 z] 一 Rx(r) 
以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
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各 态 历经 定理 的 重要 价值 在 于 它 从 理论 上 给 出 了 如 下 保证 :一 个 平稳 过 程 
Xi), 若 0 一 上 一 十 ceo, 只 要 它 满 足 条 件 (2.7) 和 (2. 12) , 便 可 以 根据 “以 概率 1 
成 立 “的 含义 ,从 一 次 试验 所 得 到 的 样本 果 数 z(bi) 来 确定 出 该 过 程 的 均值 和 自 
相关 吧 数 , 即 


， ] 了 7 2 ] _ 7 
lim 示 |， (1 一 全 )[LB(n ) 一 R8Y(r)]dr 二 (2. 12) 


. 有 罗 
im 于 | xDdt 一 px (2. 13) 
和 
1 开 
Jim 示 | ZCt)tr 十 zr)dt 一 尺 x(Cr)。 (2. 14) 
这 就 是 本 节 开 头 所 预告 的 论 斯 . 


如 果 试 验 记录 z(z) 只 在 时 间 区 间 [0,T] 上 给 出 , 则 相应 于 (2. 13) 和 (2. 14) 
式 有 以 下 无 偏 估计 式 ， 


了 
地 z(t)di， (2. 15) 


。 T-- 
Rx(Cr) 汉民 (Cr) 一 天 -| zt)zGt 十 rr)dt 
革 一 友 0 





T 
一 二 | Tt)zt 一 7T)dt0 去 rz 一 人 (2. 16 ) 


不 过 在 实际 中 一 般 不 可 能 给 出 z(b) 的 表达 式 , 因 而 通常 通过 模拟 方法 或 数 
字 方 法 来 测量 或 计算 估计 式 (2.15) 和 (2. 16). 现 介绍 如 下 

1 模拟 和 目 相 关 分 析 仪 .这 种 仪器 的 功能 是 当 输 入 样本 函数 z(i) 时 , 筷 Y 记 
录 仪 自动 描绘 出 自 相 关 函 数 的 曲线 . 它 的 方 框图 如 图 14 一 5 所 示 . 另 有 一 种 求 自 
相关 函数 的 近代 方法 一 一 遍历 转换 技术 ,本 书 不 作 介绍 . 
x 人 (有 xf(Dx( 寺 -7) 











一 上 
记录 仪 
Rr) 对 r 





图 14 一 5 
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-一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一- 一 一 一 


2” 数字 方法 . 如 图 14 一 6, 把 [0,T] 等 分 为 N 个 长 为 At 一 六 的 小 区 间 , 然 后 


在 时 刻 六 一 (4 一 序 )Atk=1,2，，N, 对 zi) 取样, 得 N 个 函数 值 zx 一 ZCt ) ,大 
=1,2 ,…,NG@. 把 积分 (2. 15) 近 似 表示 为 基本 区 间 Ar 上 的 和 ,就 有 无 偏 估计 


六 RM 
ES 





14 一 0 


相应 于 (2. 16) 式 ,我 们 可 以 写 出 当 二 =rAt 时 , 自 相 关 杖 数 的 无 偏 估计 


N-r 
] 
改 v(rv) 示 二 之 zerat RxT) 
1 AN 一 r 
四 7 志 mezer， 
认 2 7 < 八 . 滞 - 17》 


由 这 个 估计 式 算 出 自 相 关 函 数 的 一 系列 近 
似 值 ,从 而 拟 合 出 自 相 关 函 数 的 近似 图 形 ， 
见 图 14 一 7. 14 一 7 

最 后 指出 ,各 态 历经 定理 的 条 件 是 比较 宽 的 ,工程 中 碰 到 的 大 多 数 平 稳 过 程 
都 能 够 满足 . 不 过 ,要 去 验证 它们 是 否 成 立 却 是 十 分 困难 的 . 因此 在 实践 中 , 通 
和 贡 事先 假定 所 研究 的 平稳 过 程 具 有 各 态 历 经 性 ,并 从 这 个 假定 出 发 ,对 由 此 而 
产生 的 各 种 资料 进行 分 析 、` 处 理 , 看 所 得 的 结论 是 否 与 实际 相符 . 如 果 不 符 , 则 
要 修改 假设 , 另 作 处 理 . 


CT T 


中 设 函 数 z0b),0 委 上 过 工 的 和 傅 里 叶 (Fourier) 变换 (iw) 只 在 频率 域 |w| 近 ww 上 存在 (Cow. 为 正常 
数 ) ,而 在 其 他 频率 上 为 堆 . 依照 抽样 定理 ,应 选取 取样 间隔 At 不 超过 奈 奎 斯 特 (Nyquist) 区间 一 
( 或 取 N> 皇 - ) 才能 保证 zi 一 1,2,…,N 包含 函数 z(D 在 0<t 过 工 上 的 全 部 信息 . 注意 ,这 里 所 指 的 
“频率 "w 是 角 频 率 , 它 与 实际 的 频率 了 之 间 有 关系 式 :o 一 2r 矿 
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《3 相关 函数 的 性 质 


在 第 十 二 章 2 中 指出 ,用 数字 特征 来 描绘 随机 过 程 , 比 用 分 布 函 数 ( 或 概 
率 密 度 ) 来 得 简便 .上 一 节 中 又 指出 ,对 于 具有 各 态 历 经 性 的 平稳 过 程 , 可 以 根据 
各 态 历 经 定理 ,对 随机 过 程 的 一 个 样本 果 数 使 用 数学 分 析 的 计算 手续 去 求 它 的 
均值 和 相关 上 晒 数 . 在 这 种 场 人 台 下 ,利用 均值 和 相关 函数 去 研究 随机 过 程 更 是 方 
便 . 特别 是 对 于 正 态 平稳 过 程 , 它 的 均值 wx 和 相关 上 数 Rx(r) 完 全 刻画 了 该 过 
程 的 统计 特性 . 因此 ,这 两 个 数字 特征 的 重要 性 更 突出 地 显现 出 来 . 为 了 成 功 地 
使 用 数字 特征 去 研究 随机 过 程 , 下 面 着 重 研 究 一 下 相关 函数 的 性 质 . 以 下 假设 
Xi) 和 Y(zi) 是 平稳 相关 过 程 ,Rx(Cr),Rvr(r) 和 Rer(Cr) 分 别 是 它们 的 自 相 关 函 数 
和 互相 关 项 数 . 

1” RRx(0) 一 [X2 (ti 一 之 0. 

这 由 (1. 2) 式 即 可 得 到 .在 下 一 节 将 看 到 , 量 Rx(0) 表 示 平 稳 过 程 X(t) 的 
“平均 功率 ” 

2 Rx( 一 rz) 一 RxCr), 即 Rx(Cr) 是 r 的 偶 函 数 . 而 互相 关 函 数 既 不 是 奇 函 数 ， 
也 不 是 偶 困 数 ,但 满足 Rxyr( 一 rz) 一 Rvx(zr). 

这 分 别 可 由 (1.2) 和 (1. 3) 式 得 到 . 依据 这 个 性 质 ,在 实际 问题 中 只 需 计算 或 
测量 Rx(r),Ry(Cr),RxyrCr) 和 Rx(r) 在 r 三 0 的 值 . 

3 关于 自 相 关 函 数 和 自 协 方差 函数 有 不 等 式 ， 

|IRx(Gr)| 委 Rx(0) 和 |Cx(Czr)i 委 Cx(0) 一 为、 

这 可 根据 自 相 关上 函数 、 自 协 方差 函数 的 定义 以 及 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 直 接 
推出 . 

此 不 等 式 表 明 : 自 相关 ( 自 协 方差 ) 函 数 都 在 *=0 处 取 到 最 大 值 C. 

类 似 地 ,可 以 推 得 以 下 有 关 互 相关 函数 和 互 协 方差 函数 的 不 等 式 ; 

|Rxr(Cz)| 入 RxCO)RAOTIESOENIESESG (CO)C (0)， 
应 用 上 还 定义 有 标准 自 协 方差 函数 和 标准 互 协 方差 函数 : 


DER 和 2 
Cx(O) wWCx(CO)Cy(0) 


由 上 述 不 等 式 性 质 知 : |ox (rz) | 委 1 和 Ioxr (rz)| 委 1. 且 妆 px (rz) 0 时 ,和 X() 和 
Y(zi) 不 相关 . 


@ 但 并 不 排除 在 r 天 0 处 也 可 取 到 最 大 值 . 例如 ,随机 相位 正弦 波 的 自 相 关 函 数 Rx( 上 一 汪 cos wr 


2 到 式 


在 r 一 一 一 0, 士 1, 士 2,… 时 均 取 到 最 大 值 . 
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4 Rx(r) 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 数组 , 握 ,… 沁 ET 和 任意 实 值 琐 数 g (0) 
都 有 


R 全 一 三 )g(G)g( 人 二) 
事实 上 ， 根据 自 相关 函数 的 定义 和 均值 运算 性 质 ， 即 有 


SS 一 避 )g(5)g() 一 YE[XCGDXCb)]g(CbD)gCD) 
1 一 ] zj] 
一 巨 { > XGD)XCGD)gCG)g()} 
ij 一 ] 


一 E{[> xcog() 下 }> 0. 
1 一] 


对 于 平稳 过 程 而 言 , 自 相关 函数 的 非 负 定性 是 最 本 质 的 . 这 是 因为 理论 上 可 
以 证 明 : 任 一 连续 范 数 , 只 要 具有 非 负 定 性 ,那么 该 函数 必 是 某 平 稳 过 程 的 自 相 
关上 基 数 . 

5” 如 果 平 稳 过 程 X(Ci) 满 足 条 件 P{XC+T)=XCGD)) 一 1, 则 称 它 为 周期 是 
To 的 平稳 过 程 .周期 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 必 是 周期 函数 , 旦 其 周期 也 是 T. 

事实 上 ,由 平稳 性 ,ELX(CD 一 XCG+T)]=0. 又 根据 第 四 章 8$ 2 方差 的 性 
质 ,条 件 P{(XC 十 To )= 王 X(D)) 一 1 与 ELXCTTTD) 一 X(C])} 一 0 等 价 .于 是 ,由 
柯 西 一 施 瓦 茨 不等式 

{ELX(CD(CX(C 二 rz 十 To) 一 X(Ct 十 r))) 
委 ELX2:(biJ]EEILXCTz 十 Ti ) 一 XCt 十 zr)]2) 
右 端 为 零 , 推 知 
下 {(XCDLXC 二 rz 十 T) 一 X(C 十 rz)]) 一 0， 

展开 即 得 Rx(r 十 Tu ) 一 RRx(r)， 

另外 ,在 实际 中 ,各 种 具有 零 均 值 的 非 周期 性 噪声 和 于 扰 一 般 当 |r| 值 适当 
增 大 时 ,X( 十 rz) 和 X() 即 呈现 独立 或 不 相关 ,于 是 有 

Jim 1Rx(r) 一 jim Cx(z) 一 0. 
下 面 讲 一 个 应 用 的 例子 
设 某 接收 机 输出 电压 V(i) 是 周期 信号 SC 和 噪声 电压 Nb 之 和 , 即 
Vi) 一 SCL) 十 NGCG)， 
又 设 SG 和 Ni) 是 两 个 互 不 相关 (实际 问题 中 一 般 都 是 如 此 ) 的 各 态 历经 过 
程 , 且 ELNCD)j=0. 根据 第 十 二 章 (2. 12) 式 ,V(i) 的 自 相 关 函 数 应 为 
Rv(r) 一 Rs(r) 十 Rv(z). 

由 性 质 5 ,Rs(r) 是 周期 函数 ,又 因为 一 般 噪 声 电 压 当 |zr| 值 适当 增 大 时 ,X(z 十 
rz 和 (呈现 独立 或 不 相关 , 即 有 
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lmkx(r) 一 0. 
于 是 ,对 于 充分 大 的 zx 值 ,我 们 有 
Ruv(r)<zR。(Cr)， 
如 果 现 在 将 V(ti) 作 为 自 相 关 分 析 仪 (图 14 一 5) 的 输入 , 则 对 于 充分 大 的 
值 , 分 析 仪 记录 到 的 是 周期 函数 Rs(zr) 的 曲线 ,如 果 只 有 了 品 声 而 无 信号 , 则 对 充 
分 大 的 r 值 ,记录 到 的 Rs(Cr)0. 所 以 从 分 析 仪 记录 到 的 典 线 有 无 明显 的 周期 
成 分 就 可 以 判断 接收 机 的 输出 有 无 周期 信号 . 这 种 探查 信和 号 的 方法 称 为 相关 接 
收 法 . 
例如 ,特别 假设 接收 机 输出 电压 中 的 信号 和 噪声 过 程 的 自 相 关 函 数 
分 别 为 


2 6 
Rs(r) 一 宁 cos rw， 民 R Cr) 一 b2erelrl 《ao 全 0)， 


且 品 声 平 均 功 率 ( 见 下 一 节 (4. 10) 式 )RNw(0) 王 娠 远大 于 信和 号 平均 功率 Rs(0) 王 
呈 此 时 , 依 关系 式 Rv(r) 
2 
Rv(z) 一 林 cos rw 十 82er-eir 


2 


玉林 cosrw， z 充分 大 (3. 1 ) 


来 看 , 自 相关 分 析 仪 记录 到 的 RvCr),r>0 -了 
的 图 形 当 r 充 分 大 后 应 呈现 正弦 曲线 , 亦 即 

从 强 噪声 中 检测 到 微弱 的 正弦 信号 . 如 图 14 一 8 

图 14 一 8. 


Y4 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 


在 很 多 理论 和 应 用 问题 中 ,常常 利用 傅 里 叶 (Fourier) 变 换 这 一 有 效 工 具 来 
确立 时 间 函 数 的 频率 结构 .本 节 的 目的 就 是 讨论 如 何 运 用 这 一 工具 以 确立 平稳 
过 程 的 频率 结构 一 一 功率 谱 密 度 . 

《一 ) 平 称 过 程 的 功率 谱 密 度 


设 有 时 间 函 数 z(b ,一 ce 二 上 一 十 co 中 ,我 们 知道 ,假如 z(bO 满 足 狄 利克 雷 
(Dirichlet) 条 件 , 且 绝对 可 积 , 即 


| | xz | de < 1 


中 为 了 便于 理解 诸 物理 术语 ,可 把 z(i) 设 想 为 加 于 1 0Q 电阻 上 的 电压 . 
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一 一 


那么 z(i) 的 傅 里 叶 变 换 存 在 或 者 说 具有 频谱 
下 (ww) 一 | zcpe ”dz 





且 同 时 有 健 里 叶 逆 变 换 
人 去 | 网 


下 (w) 一 般 是 复数 量 ,其 共 斩 函 数 : (wo) 王 民 (一 四 .在 zG 和 下.(o) 之 间 成 立 
有 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 
] 


4 十 co 
| 人 过 | 二 
一 拉 2 一 So 


等 式 左 边 表示 z(bi) 在 (一 ce ,十 ce) 上 的 总 能 量 , 而 右边 的 被 积 函 数 | 下 .(w) | 
相应 地 称 为 z(Cz) 的 能 谱 密 度 . 这 样 , 帕 塞 瓦 尔 等 式 又 可 理解 为 总 能 量 的 谱 表 
示 式 . 

但 是 ,在 工程 技术 中 ,有 很 多 重要 的 时 间 范 数 总 能 量 是 无 限 的 ,而 且 条 件 
(4. 1) 也 不 满足 .正弦 晃 数 就 是 一 例 ,平稳 过 程 的 样本 函数 一 般 来 说 也 是 如 此 . 这 
时 ,我 们 通常 转 而 去 研究 z(0) 在 (一 cc， St 


] : 
im 5 了 旨 (zi)dz. 


在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 都 假定 这 个 平均 功率 是 存在 的 . 
为 了 能 利用 傅 里 叶 变 换 给 出 "平均 功率 的 谱 表 示 式 ”, 我 们 首先 由 给 定 的 
xi) 构造 一 个 截 尾 函数 


的 | 村 过 他 
(zi) 一 人 和 .学 
和。 |z| 之 全 
易 知 ,zr(ti) 是 满足 条 件 (4. 1) 的 . 现 记 zzr(b) 的 傅 里 时 变换 为 
十 cn 了 
人 | Ge = | (Derw dt， (4. 3) 


并 写 出 它 的 帆 塞 瓦尔 等 式 
| 二 二 | Ne 
一 7 国王 

将 上 式 两 边 除 以 2 工 ,并 注意 到 (4. 得 


十 ce 
二 | z:Dd 一 7 下 | 且 2 定 0 (4.4) 
令 T 一 十 coyz(i) 在 (一 co， 于 
im 二 | 9 过 | 1 lim 5 款 | Fe(oyT) jzdu. (4.5) 


相应 于 能 谱 密度 ,我 们 把 (4. 5 二 二 坝 放 训 式 下 zi) 的 平均 功率 谱 密 
度 , 仙 称 功率 谱 密度 ,并 记 为 
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< | 雪 。 | 2 
Sr(w) im 7 了 | Fw, 了) (4. 6) 


而 式 (4. 5) 右 端 就 是 平均 功率 的 谱 表 示 式 . 
现在 我 们 把 平均 功率 和 功率 谱 密 度 的 概念 推广 到 平稳 过 程 XCi) ,一 cc 一 :一 
十 ce. 为 此 ,相应 于 (4.3) 和 (4. 4) 式 写 出 


于 
FwyT) = | Xewd: (4.7) 
和 
六 | WO 了 | ER (4. 8) 


显然 ,(4.7) 和 (4. 8) 式 中 诸 积 分 都 是 随机 的 . 这 时 ,我 们 将 (4. 8) 式 左 端的 均值 的 
极限 , 即 量 


Jim .BE 于 人 CD)d| (4. 9) 


定义 为 平稳 过 程 X(z) 的 平均 功率 . 
交换 (4. 9) 式 中 积分 与 均值 的 运算 顺序 ,并 注意 到 平稳 过 程 的 均 方 值 是 常数 
， 于 是 


由 mm (2 (Dd| = Jim 5 _E[Xe(D]dr 一 邹 X ， (4. 10) 


即 平稳 过 程 的 平均 功率 等 于 该 过 程 的 均 方 值 或 Rx(0). 
接着 ,把 式 (4. ee 10) 式 的 左 端 ,交换 运算 顺序 后 可 得 


路 一 丈 | lim 5 已 {| Fx (wy 了 ) 瑟 dow。 《4。 


一 co T 一 十 co 


相应 于 (4. 5) 一 (4.6) 式 ,我 们 把 (4. 11) 式 中 的 被 积 式 称 为 平稳 过 程 Xi) 的 
功率 谱 密 度 ,并 记 为 Sxx (ow) 或 Sx(wo) , 即 


1 
5x(to) 一 im 5 人 IFx(oyT)| 《过 
利用 记号 Sx(o),(4. 11) 式 可 简写 为 
十 se 
呈 一 去 | NA (4. 13) 
开 J 一 co 


此 式 称 为 平稳 过 程 X(i) 的 平均 功率 的 谱 表 示 式 . 

功率 谱 密 度 Sx(w) 通 常 也 简称 为 自 谱 密度 或 谱 密度 中 , 它 是 从 频率 这 个 角 
度 描 述 X(z) 的 统计 规律 的 最 主要 的 数字 特征 .由 (4. 13) 式 知 , 它 的 物理 意义 是 
表示 X(ti) 的 平均 功率 关于 频率 的 分 布 . 


中 ”可 以 指出 ,平稳 过 程 的 总 能 量 为 无 限 ,而 且 能 谱 密 度 也 不 存在 , 故 在 平稳 过 程 理论 中 * 谱 密度 "一 
词 总 是 指 功率 谱 密 度 . 


4 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 。 3 了 357 。 


如 采 我 们 已 知 平稳 过 程 X(t2 的 谱 密 度 ,那么 在 任何 特定 频率 范围 (w ,ws* ) 
内 的 谱 密 度 对 平均 功率 的 贡献 为 
(ow ) 王 X rs 元 | Ox(w)dow. 


以 上 定义 的 谱 密 度 Sx(w) 又 称 为 “双边 谱 密 度 ”, 意 思 是 对 w 的 正 负 值 都 是 
有 定义 的 .但 实际 中 负 频 率 是 无 意义 的 ,为 了 适应 实际 测量 ,考虑 定义 在 [0， 
十 ceo) 上 的 平稳 过 程 XC) ,并 按 前 面 的 思想 和 步骤 ,定义 “ 单 边 谱 密度 ”， 


亲本 示 已 [0 
JT-= 十 co 


crewo=| 《4. 14) 


& 0， WwW 一 0， 
于 
此 处 了 x(wy 了 ) = | XCt)e dt. 
0 


可 以 证 明 , 单 边 谱 密 度 与 双边 谱 密 度 
的 关系 是 : 
Zo9x(ow) ， 由 之 0， 
ceo=| 
0 ， <0， 
匈 图 14 一 9 所 示 . 这 相当 于 利用 Sx(ow) 的 
偶 函 数 性 质 中 ,把 负 频 率 范 围 内 的 谱 密度 
折算 到 正 频 率 范 围 内 . 14 一 9 
实用 上 ,从 定义 单 边 谱 密度 的 (4. 14) 式 出 发 ,设计 有 专门 的 仪器 和 计算 方法 
用 以 模拟 平稳 过 程 的 谱 密度 或 进行 数值 计算 . 
〈《_) 谱 密 硫 的 性 质 
谱 密 度 Sx(wo) 有 以 下 重要 性 质 : 
1 Sx(w) 是 w 的 实 的 . 非 负 的 偶 函 数 . 
事实 上 ,在 (4. 12) 式 中 , 量 
| FEx(oyT)| 一 Fy(oyT)E (一 癌 7 开 ) 
是 w 的 实 的 , 非 负 的 偶 函 数 ,所 以 它 的 均值 的 极限 也 必 是 实 的 、 非 负 的 偶 函 数 . 
2 Sx(w) 和 自 相 关 函 数 Rx(r) 是 一 傅 里 叶 变 换 对 , 即 


二 | RxeCDedr， 四 5) 





关 
二 过 |- S (Cao)eisrdw， (4. 16) 


它们 统称 为 维 纳 一 辛 钦 (Wiener-Khinchin) 公 式 . 


@ 见 本 节 ( 二 ) 中 性 质 1”， 
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为 了 推导 公式 (4. 15) ,我 们 将 (4.7) 式 代 和 人 《4. 12) 式 ,得 
gx(w) 一 im IE (xc )ew0 di| xcoer dz: 六 
把 括号 内 的 积分 乘积 改写 成 重 积 分 形式 ,交换 积分 与 均值 的 运算 顺序 ,并 注意 到 到 {XGa ) 和 (2) 一 
Rx (一 右 ), 即 有 
Si 二 lim 志 |- | 尼 {X(6 ) 和 (如 ))ereta-2dti dt 
T- 一 Hsu 24J-TJ 一 7 


轴 区 本 医 8 
一 im 志 | | _Rxde 一 如 J ef 性 - 志 1 ) dt dz ， 


接着 ,依照 $2 定理 一 的 证 明 , 作 变 量 幸 代 ri 一 志 十 背 和 到 三 一 所 十 才 , 可 以 得 到 


2 了 
Sx(w) 一 im | 人 
了 -= 十 coy 一 2 丁 





2 
一 lim | RECDedr (4. 17) 
T--+soJ -= 
|z| 
1 一 一 一 及 区 )， 上 
趟 中 se 演 )Rx(o，1 
0， | r| 盖 2 本 


当 7 一 十 co 时 ,注意 到 RX(r) 一 Rx(Cr) 对 每 一 个 r 都 成 立 , 于 是 由 (4. 17) 式 就 可 得 到 公式 
Sx(o) = | Rx(Dedr 


最 后 一 步 在 理论 上 要 求 | ”1 Rr(r) | dr <+ cc. 


如 此 ,可 以 得 出 如 下 结论 :平稳 过 程 在 自 相 关 函 数 绝 对 可 积 的 条 件 下 , 谱 密 
度 就 是 日 相关 图 数 的 传 里 叶 变 换 , 即 维 纳 一 辛 钦 公 式 (4. 15) 成 立 . 而 公式 (4. 16) 
则 是 Sx(o) 的 傅 里 时 闭 变 换 . 

在 (4. 16) 式 中 令 r=0, 再 次 得 到 表示 式 (4. 13). 

此 外 ,由 于 RxGr) 和 Sx(w) 都 是 偶 函 数 ,所 以 利用 欧 拉 (Eujler) 公 式 , 维 纳 一 
注 钦 公式 还 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


十 co 
二 ?| 人 (4.18) 
0 


十 ce 
人 玫 x(zr) 一 二 | Syv(ow)cos w rdw， 《4. 19 ) 
间 


维 纳 一 注 钦 公式 又 称 为 平稳 过 程 自 相 关 函 数 的 谱 表 示 式 , 它 揭 示 了 从 时 间 
角度 描述 平稳 过 程 X(b) 的 统计 规律 和 从 频率 角度 描述 X(z) 的 统计 规律 之 间 的 
联系 . 据 此 ,在 应 用 上 我 们 可 以 根据 实际 情形 选择 时 间 域 方法 或 等 价 的 频率 域 方 
法 去 解决 实际 问题 . 

维 纳 一 辛 钦 公式 的 计算 一 般 比 较 复 杂 , 常 要 用 到 其 他 门类 的 数学 知识 ,好 在 
已 经 制备 有 健 里 叶 变 换 手 册 可 供 查 用 . 表 14. 1 列 出 了 若干 个 自 相 关 函 数 以 及 对 
应 的 谱 密度 . 

例 1 已 知 平稳 过 程 XCo) 的 自 相 关 函 数 为 


一 一 一 一 -一 一 一 一 
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民 x(r) 一 eolcos mwor， 
求 X(oO 的 谱 密度 Sx(w). 
解 ” 由 公式 (4. 15) 和 欧 拉 公式 ,有 


下 -2 
xyx(ow) 一 | ercos wor。eTicdr 


十 co laso 一 up 
4 已 1 下 一 | 
| De wrdr 


一 到 [| ealzrl emite oo)rd7r 十 | ealri eindr | 
这 两 个 积分 分 别 是 e "的 传 里 叶 变 换 在 w 一 woyw 十 om 处 的 值 ( 见 表 14.1 第 1 
栏 ), 所 以 


一 下 | es 
5xkow) 一 了 | 、 ARE 








人 
| 了 EPE RE 
它 的 图 形 见 表 14 一 1 第 3 栏 .本题 的 解法 ,实际 上 是 利用 表 14 一 1 第 1 工 栏 的 对 应 










关系 ,验证 第 3 栏 的 对 应 关系 . 口 
表 14 一 1 
民 Xtr) 
-al | -2_ 
1 C2 十 忆 “ 


一- -一 一- 一 一 -~ 


从 -- 


姓 如 
5+w=-O7 ”0 
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续 表 
R 民 xy(r) gx (中 ) 
Sin CO 1 
4 TIT 中 
T 一 Il 0 他 
一 国 
9 
T 阿 
] 
扫 汪 Re 
T 他 
Cos WwW 
7 个 上 
-0 O 人 切 
例 2 已 知 谱 密度 
有 f 十 4 
gx(ow) 十 100w 十 9， (4 20 ) 
求 平稳 过 程 X(Ci) 的 自 相 关 函 数 和 均 方 值 . 
解 ”用 查 表 方法 . 先 把 Sx(ow) 改 写成 部 分 分 式 之 和 
、 _ of 一 4 3 5 
95x to 一 [十 1CW 二 时 8 (十 -二 


由 于 傅 里 叶 逆 变换 (4. 16) 也 是 线性 变换 ,所 以 可 对 上 式 右 端 两 项 分 别 查 表 14 一 1 
第 1 栏 后 相 加 ,经 整理 得 所 要 求 的 自 相 关 函 数 


Rx(c) 一 项 (9er 十 5e ar) 


而 均 方 值 为 
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二 二 
一 RR (0) 7 DJ 


形 如 (4. 20) 的 谱 密 度 属 于 有 理 谱 密 度 . 根据 谱 密 度 性 质 1 ,有 理 谱 密度 的 
一 般 形 式 应 为 
S o2 十 az aow2 一 十 .十 ao 
on 十 5 -20 十 十 到 


式 中 S 二 0; 又 由 于 要 求 均 方 值 有 限 , 所 以 由 (4. 13) 式 还 要 求 mw, 且 分 母 应 无 
实数 根 . 有 理 谱 密度 是 实用 上 最 常见 的 一 类 谱 密 度 . 

另外 , 当 我 们 已 经 算得 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 的 估计 Rx(r),r=0,1,2,…， 
7 时 ,那么 经 由 维 纳 一 辛 钦 公式 可 以 得 到 谱 密 度 的 估计 . 这 种 估计 式 很 多 , 例 
如 ,利用 积分 的 梯形 近似 公式 ,相应 于 (4. 18) 式 可 以 写 出 如 下 谱 密度 的 原始 
估计 : 

Sx(o) 一 At[LRx(0) 十 2》, Rx(r)cos wrr 十 Rr(r)cos wro]， 
0<ow 生 oc( 式 中 量 rr ,Al 和 ow. 参见 第 345 页 的 2 ,在 实际 应 用 时 ,还 需 利 用 有 
关 随 机 数据 分 析 方 法 对 原始 估计 作 进 一 步 的 加 工 . 

最 后 需要 指出 的 是 ,在 实际 问题 中 常常 碰 到 这 样 一些 平 稳 过 程 ,它们 的 自 相 
关 国 数 或 谱 密 度 在 常 义 情形 下 的 傅 里 叶 变换 或 道 变换 是 不 存在 的 (例如 随机 相 
位 正弦 波 的 自 相 关 函 数 ), 但 与 通常 频谱 分 析 中 遇 到 的 情况 一 样 , 如 果 人 允许 谱 密 
度 和 目 相 郑 数 含 有 函数 , 则 在 新 的 意义 下 利用 8 函数 的 傅 里 叶 变 换 性 质 , 有 
关 实 际 问题 仍 能 得 到 圆满 解决 . 

上 面 所 说 的 6 图 数 是 单位 冲 激 函数 (CO 的 简称 , 它 是 一 种 广义 函数 . 狄 拉 克 
(Dirac) 最 早 给 出 了 SC 的 如 下 定义 ， 

| 一 0,! 尖 0， 


| 0 


通 帝 用 图 14 一 10 中 的 单位 有 向 线段 来 表示 .8 函数 的 基本 性 质 是 :对 任 一 在 r= 
0 连续 的 范 数 Ar) ,有 6 


| aoD7odr= Fo) 
一 般 , 若 函数 F(r) 在 rz=m 连续 ,就 有 
| sc 一 aoDdr = Fn) (筛选 性 ) 
据 此 ,可 以 写 出 以 下 傅 里 时 变换 对 : 
| soDeedr= 1 下 


oOx(ow) ae 
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人 二 | 1 (4. 21) 
2XJ 一 
tm 1 1 fr 本 
| 二 。ererdr 一 po) 一 > 工 二 了 工 | So)yeeedo， (4,22) 
一 5o 2 区 2 2 一 CT 


(4,. 22) 式 表明 : 当 自 相关 国 数 Rx(r) 王 1 时 , 谱 密 度 Sv(w) 一 2r6(w). 其 次 ， 
还 可 求 得 正弦 型 自 相 关上 图 数 Rx(r) 王 acos wor 的 谱 密 度 为 
Sx(ow) 一 arL6(w 一 oo ) 十 SCw 十 ou ) ]. (4. 23 ) 
事实 上 ， 


十 em Los 
__ 疏 __， 二 
9xy (wow) 一 | ccos core erdr 一 人 | (ez 十 eaor)e wdr 


一 全 [| erdr 十 | ie 
2 [LJ---= 


利用 变换 式 (4. 22) 即 得 (4. 23) 式 . 

由 上 可 见 , 自 相关 昌 数 为 常数 或 正弦 型 函数 的 平稳 过 程 ,其 谱 密度 都 是 离散 
的 ( 见 表 14. 1 第 5、7 栏 ). 

例 3 求 和 目 相 关 阴 数 


2 
R Cr) 一 订 cOs coz 十 荆 ee 


[ 见 (3. 1) 式 j 所 对 应 的 谱 密度 Sv(o). 
解 ”利用 传 里 叶 变换 的 线性 性 质 , 并 参照 (4. 23) 式 和 表 14. 1 第 1 栏 , 即 可 
知道 所 要 求 的 谱 密度 为 


ov (w) 一斑 o [L6(o 一 oo ) 十 G(o 十 oo 让 十 一 一 一 2a0 


c2 十 mw 卫 机 丁 本 
应 的 谱 密 度 图 如 图 14 一 11 所 示 . 此 图 说 明了 谱 密 度 是 如 何 表明 噪声 以 外 的 周 
op 


机 


SOw)| 252/a 


图 14 一 11 


和 白 品 声 ”均值 为 零 而 谱 密 度 为 正常 数 , 即 
9x (ww) 一 So ,一 ce<w< 十 ce (Su 二 0) 
的 平稳 过 程 X(Cz) 称 为 白 噪 声 过 程 , 简 称 白 噪声 . 其 名 出 于 白光 具有 均匀 光谱 的 
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缘故 ， 
利用 变换 式 (4, 22), 可 算得 日 噪声 的 目 相 关 函 数 为 


RE 二 | SCo)ez du= 守 | eurdw 一 Su5Cr)， 


见 表 14.1 第 6 栏 . 由 上 式 可 知 , 白 噪声 也 可 定义 为 均值 为 零 . 自 相 关 函 数 为 8 函 
数 的 随机 过 程 , 旦 这 个 过 程 在 二 天 所 时 ,X(G) 和 X(Ca) 是 不 相关 的 . 

百 蝶 声 是 一 种 理想 化 的 数学 模型 , 它 的 平均 功率 Rx(0) 是 无 限 的 . 实用 上 ， 
如 果 某 种 噪声 (或 干扰 ?在 比 实际 考虑 的 有 用 频带 宽 得 多 的 范围 内 具有 比较 " 平 
坦 ” 的 谱 密 度 , 那 就 可 把 它 近 似 地 当 作 和 白 品 声 来 处 理 . 白 噪 声 在 数学 处 理 上 具有 
简单 方便 的 优点 . 

与 白 购 声 相 关联 的 另 一 类 所 谓 带 限 白 噪声 ,其 谱 密度 的 特点 是 仅 在 某 些 有 
限 频 率 范 围 内 取 异 于 零 的 常数 . 例如 低 通 和 白 噪 声 , 它 就 是 由 下 面 的 谱 密 度 所 定 


义 的 : 
六 吕 | | 委 》 
seo=| ee 
0， |wo| 全 an， 
相应 的 目 相 关上 数 为 
民 xkz) 王 去 | gx(o)eer 一 元 | Soewr duw 
2rJ -。， 
So 9 和 ”一 一 0， 
有 T 
so eliar 


os 9oawl (到 5] 
二 人 9 


当 rz 一 2 一 士 1, 士 2, “时 ， 有 RRx(Cr) 一 0. 这 表明 低 通 白 噪声 X(i) 在 ta 全 了 一 
时 ,XG5) 和 X(a) 是 不 相关 的 . 表 14.1 第 4 栏 给 出 了 S=1 的 图 形 . 


(三 ) 互 谱 密度 及 其 性 质 


设 X(C) 和 Y(ti) 是 两 个 平稳 相关 的 随机 过 程 .我 们 定义 
Se(w)= lim BE{Fx( 一 wyTDFr(oyT)) (4. 24) 
为 平稳 过 程 Xb 和 Y(ti) 的 互 谱 密 度 , 式 中 Fx(wo,T) 依 (4,.7) 式 确定 ， 
由 (4. 24) 式 可 知 互 谱 密度 不 再 是 wo 的 实 的 、 正 的 偶 函 数 ,但 它 具 有 以 
下 特性 
l"” Sew(o)= 一 Sowo). 即 So) 和 Sr(o) 互 为 共 恩 函数 ， 
2 在 互相 关 枉 数 Rsvr(Cr) 绝 对 可 积 的 条 件 下 ,还 有 如 下 维 纳 一 辛 钦 公 式 ， 


十 ce 
人 | R (zyererdr， (4. 25) 








3 


一 一 


27 1r cU1iT 


< 
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十 co _ 
二 二 | S，(o)esrdw， (4. 26) 


证 明 方 法 与 公式 (4.15) 和 (4. 16) 相 同 . 

3” ReLSxyr(ow)] 和 ReLSyx(o) 是 wow 的 侦 函 数 ,ImtSx(wo)] 和 ImLSrx (w)] 是 
w 的 奇 函 数 . 这 里 ReL jj 表 示 取 实 部 ,ImL 表示 取 虚 部 . 

事实 上 ,把 (4. 25) 式 改写 成 


十 co 十 cc 
9xyr(w) 一 | Rerw(Cr)cos wrdzr 一 | RewCr)sin wrdr 


即 可 推 知 . 

4 互 谱 密度 与 自 谱 密 度 之 间 成 立 有 不 等 式 

|Smw (oo)j < Sxv(w)Sv(w)， 

证 明 略 . 

实际 应 用 中 , 当 考 虑 多 个 平稳 过 程 之 和 的 频率 结构 时 ,要 运用 互 谱 密度 . 例 
如 , 设 Zi 一 XC) 二 YCG) ,其 中 XC) 和 Y() 是 平稳 相关 的 . 这 时 ,Z(i) 的 自 相 关 
困 数 是 玫 zz(r) 一 Rxx(r) 十 RyyrGr) 十 Rrxr(Gr) 十 Ryy(r), 根 据 维 纳 一 辛 钦 公 式 ， 
Z。(ti) 的 目 谱 密度 为 

Szz(ow) 王 Sxx(w) 十 Sxwy(w) 十 Svx(o) 十 Sw(o) 
一 Sxx(w) 十 Sw(w) 十 2Re[Sw(w)]. 

互 谱 密度 并 不 像 自 谱 密度 那样 具有 物理 意义 ,引入 这 个 概念 主要 是 为 了 能 
在 频率 域 上 描述 两 个 平稳 过 程 的 相关 性 (例如 ,对 具有 有 零 均值 的 平稳 过 程 X(Cb) 
和 区 人世 而 言 , 根 据 性 质 2 ,Se(o)=0 与 XC) 和 Y(i) 不 相关 是 等 价 的 ). 

相关 范 数 和 谱 密 度 的 一 个 重要 应 用 是 分 析 线 性 系统 对 随机 输入 的 响应 , 它 
的 具体 内 容 由 有 关 专 业 课 程 加 以 介绍 . 

小 结 





本 章 讨论 的 平稳 过 程 {X(CD,rET} 是 指 宽 平稳 过 程 , 它 的 特点 是 均值 为 常数 , 自 相关 函 

数 是 时 间 差 的 单 变量 函数 , 即 对 于 任意 tt 十 rE 工 
ELX(i)] 王 px( 常 数 )， ELX(CtD)X(CL 十 r)] 一 RR Cr) 

与 上 无 关 ; 否 则 称 过 程 不 具有 平稳 性 或 为 非 平稳 过 程 ,参数 集 工 取 (一 co ,十 ceo) .[0, 十 co)， 

如 果 两 个 平稳 过 程 Xi 和 Y(ti 的 互相 关 函 数 只 是 时 间 差 的 单 变量 函数 , 即 

ELX(CDY(C 十 z)] 一 Rxy(Cr)， 

就 称 X(ti) 与 Y(ti 是 平稳 相关 的 ,否则 称 两 过 程 不 平稳 相关 . 

容易 看 出 ,判定 平稳 性 ,平稳 相关 性 仅仅 涉及 随机 过 程 的 均值 函数 、 自 相关 函数 和 互相 关 
浮 数 的 计算 . 

随机 过 程 的 时 间 均 值 


开 


ER 
《大 (t) 》 一 im 二 和 (td 


误 
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和 时 间 相 关 需 数 


《Xi (tiA(t 十 Tr))》 一 im 于 | _XCDXC 十 z)di 


一 般 来 说 具有 随机 性 .它们 的 计算 涉及 随机 过 程 的 极限 运算 与 积分 运算 ,读者 不 必 去 追究 它 
们 的 理论 根据 ,完全 可 以 按 高 等 数学 中 的 方法 来 计算 ,但 在 计算 过 程 中 出 现 的 随机 变量 应 视 
作 常 数 ( 见 $2 例 1). 

利用 集 平 均 来 计算 数字 特征 是 十 分 困难 的 . 为 了 考察 是 否 可 以 从 平稳 过 程 {X(Ci),zET) 
的 一 个 样本 函数 中 获取 该 过 程 的 统计 信息 ,我 们 引入 了 各 态 历经 性 . 例如 

已 t((X(Cti) 一 px 一 ] 

成 立时 , 称 均值 具有 各 态 历经 性 ;还 有 自 相 关 函 数 的 各 态 历 经 性 . 均 方 值 的 各 态 历 经 性 以 及 各 
态 历 经 过 程 等 . 

判断 一 个 平稳 过 程 ( 或 其 数字 特征 ) 是 否 具 有 各 态 历经 性 有 两 种 方法 :一 种 是 根据 各 态 历 
经 性 的 定义 ,直接 计算 .作出 比较 .进行 判断 .一 般 来 说 若 时 间 平 均 (。》 带 有 随机 性 , 则 相应 的 
数字 特征 一 定 没 有 各 态 历经 性 . 一 种 是 根据 各 态 历经 性 定理 及 其 推论 来 作 判断 . 

对 于 各 态 历 经 过 程 , 按 定 义 可 从 一 个 样本 函数 zx(t) 获 得 数字 特征 ( 若 参 数 集 为 [0， 
十 co))， 


AX 一 im 于 | zt)dt， 民 x(r) 一 了 mm 了 | Z(Ct)T(t 十 T)dt， 


相关 盯 数 是 平稳 过 程 在 时 间 域 上 的 主要 数字 特征 ,常用 的 性 质 有 :Rx(0) 王 下 [X2: (1)] 这 
0,Rx( 一 rz) 一 Rx(r),Rxy( 一 rz) 一 Rrx(r) 以 及 |Rx(r)1 二 RRv(C0) 等 . 
Ex 一 Rx(0) 表 示 平 稳 过 程 X(Cbo 的 平均 功率 ,而 由 平均 功率 的 谱 表示 式 


1 | 
训 ) 一 二 | Sx(ow)dw， 
邢 JD0 


我 们 引 人 了 平稳 过 程 X(Co 在 频率 域 上 的 数字 特征 一 一 功率 谱 ( 谱 密度 )Sy (w). 
谱 密 度 Sx(w) 是 w 的 实 的 、 非 负 的 偶 函 数 , 它 与 自 相关 函数 Rx (r) 构 成 傅 里 叶 变 换 (FT) 
对 , 即 


Sx(w) = | Rr(oDemdr (一 ?| Re(oDcoswrdr， 


十 co 十 co 
民 x(r) 一 元 | Sx(w)ewzdou 【一 二 | Sxkow)cos owTrdw). 
开 J 一 T Jo 


它们 统称 为 维 纳 一 辛 钦 公 式 . 理论 书 上 , 常 以 第 一 式 , 即 Rx(r) 的 FT 直接 定义 谱 密度 . 除了 
Sx(ow) 之 0 外 ,读者 可 从 维 纳 一 辛 钦 公 式 自 行 导出 Sx(ow) 的 性 质 及 平均 功率 谱 表 示 式 ,由 此 认 
识 该 公式 的 重要 性 . 维 纳 一 辛 钦 公式 揭示 了 时 间 域 上 相关 函数 与 频率 域 上 谱 密度 之 间 的 转 
换 关 系 . 

互 谱 密度 没有 物理 意义 , 它 仅仅 是 作为 频率 域 上 的 数字 特征 而 引进 的 . 我 们 主要 掌握 互 
谱 密 度 的 维 纳 一 辛 钦 公式 ,并 了 解 互 谱 密度 的 性 质 . 

为 了 计算 平稳 过 程 的 谱 密度 (或 互 谱 密度 ) ,一般 总 是 先 求 出 相关 函数 ,再 进行 FT( 维 
纳 一 辛 钦 公式 ) 得 到 谱 密 度 . 
是 重要 术语 及 主题 

( 宽 ) 平 稳 过 程 ”平稳 相关 时间 均值 和 时 间 相 关 函 数 各 态 历经 性 各 态 历经 过 程 
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相关 函数 及 其 性 质 ”功率 谱 ( 谱 密度 ) 维 纳 一 辛 钦 公式 ” 白 品 声 ” 互 谱 密度 
习 定 


1. 设 有 随机 过 程 X(bi) 王 Acos(wt 十 日) ,一 co 一 :一 十 ce ,其 中 4 是 服从 瑞 利 分 布 的 随机 变 
量 ,其 概率 密度 为 


| a>>0， 
(al) 一 40 
加 a<0， 
日 是 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 且 与 4 相互 独立 的 随机 变量 ,w 是 一 常数 , 问 X(ti 是 不 是 平稳 
过 程 ? 

2. 设 Xi 与 了 (ti 是 相互 独立 的 平稳 过 程 . 试 证 以 下 随机 过 程 也 是 平稳 过 程 

(1) DZ, ( 引 一 X(CDDY(t)， (2) 2D (bi) 王 和 Ci) 十 Y(Ct)。 

3. 设 1X(CD) ,一 ce 一 1 近 十 co /是 平稳 过 程 ,Rx(r) 是 其 自 相 关 函 数 ,a 是 常数 ,试问 随机 
过 程 

Y(ti 王 Xi 十 a) 一 X(Ct) 

是 不 是 平稳 过 程 ? 为 什么 ? 

4. 设 {NC0t 二 0)} 是 强度 为 的 泊 松 过 程 ,定义 随机 过 程 Y(bi 王 NI 二 L) 一 Ni ,其 中 
常数 了 二 0. 试 求 Y(t 的 均值 水 数 和 自 相 关 盯 数 ,并 问 Y(t) 是 否 是 平稳 过 程 ? 

5. 设 平稳 过 程 {X(i ,一 cc 到 上 十 cc 的 自 相 关 函 数 为 Rxr (rz)=e 1 (1 二 alzrl), 其 中 
常数 a>0, 而 有 LX(Cb]j 一 0. 试问 X(CO 的 均值 是 否 具 有 各 态 历经 性 ? 为 什么 ? 

6. 第 1 题 中 的 随机 过 程 XCi) 一 Acos(wt 十 日) 是 否 是 各 态 历 经 过 程 ? 为 什么 ? 

7.〈1) 设 Cx(Cr) 是 平稳 过 程 X(b) 的 协 方 差 函 数 . 试 证 : 若 Cx(r) 绝 对 可 积 , 即 


| | Cxke | dz < 十 co， 


则 X(z 的 均值 具有 各 态 历经 性 . 
(2) 证 明 第 十 四 章 8$1 例 2 中 的 随机 相位 周期 过 程 X(D) =-s(t+@) 是 各 态 历 经 过 程 . 
8. 设 Xi) 是 随机 相位 周期 过 程 ,下 图 表示 它 的 一 个 样本 函数 x(i) ,其 中 周期 工 和 波幅 A 
都 是 常数 ,而 相位 如 是 在 (0,T) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 
(1) 求 px RE 和 区 全 7). 





加 十 人 +27 
题 8 图 


9. 设 平稳 过 程 X(Ci) 的 自 相 关 图 数 为 Rv(r) ,证 明 ， 
P{ | X(t 十 o 一 X(CD | ea) 之 2[LRx(0O) 一 Rx(oD]/o ， oa>0， 


习 题 ”367 。 


10. 设 X(b) 为 平稳 过 程 , 其 自 相 关 函 数 Rx(r) 是 以 T 为 周期 的 函数 .证 明 :X(i) 是 周期 
为 Tu 的 平稳 过 程 . 

11. 设 X(b 是 雷达 的 发 射 信 号 , 遇 目 标 后 返回 接收 机 的 微弱 信号 是 aX(t 一 rm ),a< 妇 1l,r 
是 信号 返回 时 间 , 由 于 接收 到 的 信号 总 是 伴 有 噪声 的 , 记 噪 声 为 N(Ci) ,于 是 接收 到 的 全 信 
号 为 

Y(iD 一 aX(t 一 zl ) 十 NGCD). 

(1) 著 X(t 和 NG) 是 平稳 相关 ,证 明 X(i 和 了 (ti 也 平稳 相关 . 

(2) 在 (1) 的 条 件 下 ,假设 六 (Do 的 均值 为 零 且 与 X(i) 是 相互 独立 的 , 求 Rxyr(r)( 这 是 利用 
-互相 关 杖 数 从 全 信和 号 中 检测 小 信号 的 相关 接收 法 ). 

12. 平稳 过 程 {X(b) ,一 ce 一 tt< 十 co } 的 自 相 关 函 数 为 

Rx(r) 一 4eTirlcos Fr 十 cos 3rr， 

求 :(1) X(bi) 的 均 方 值 .(2) X(b) 的 谱 密度 . 

13. 已 知 平稳 过 程 X(ta 的 谱 密度 为 


Sr(w 一 Sr 
求 X(b) 的 均 方 值 . 
14. 已 知 平稳 过 程 X(b) 的 自 相 关 酝 数 为 
(， jc 
1 一 阁 委 攻 
Ra] 人 
0， | | 这 下， 
求 谱 密度 Sx(ow). 


15. 已 知 平稳 过 程 X(Ci) 的 谱 密 度 为 


s8(w) 二 20(1 一 e|)， 10， 
sw-| 0 


其 他 ， 
求 X(b) 的 自 相 关 函 数 . 
16. 记 随 机 过 程 
立 ( 妇 一 X(t)cos(ouot 十 日) ， 一 co 一 1 一 十 co， 
其 中 X(bi 是 平稳 过 程 ,@ 为 在 区 间 (0,2x) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,w。 为 常数 , 且 X(z) 与 日 相 
互 独立 . 记 X(bo 的 自 相 关 函 数 为 Rx (r) ,功率 谱 密度 为 Sx(w). 试 证 : 
(1) Y( 世 是 平稳 过 程 , 且 它 的 自 相 关 函 数 


Ry (一 二 Rx(r)cos 四 


《2) Y(b) 的 功率 谱 密 度 为 
Sr(w)= 工 [Sx(o 一 ww) 十 Sx(o 十 mw)] 
17. 设 平 稳 过 程 X(bt 的 谱 密 度 为 Sx(ow) ,证 明 :Y(i) 一 X(Ci) 十 X(Ct 一 T) 的 谱 密度 是 


Sy(w) 一 23Sx(ow)(1 十 cos 了 T)， 


18. 设 Xi 和 Y(b 是 两 个 平稳 相关 的 过 程 ,证 明 
Re Srvx (WwW) 一 Re gxvr(o) 9 Im Svx (o) 一 一 [Im Sxr(ow). 
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19. 设 两 个 平稳 过 程 
区 (t) 一 Qcos(aot 十 田 )， Y(t) 一 psin(aot 十 B) ， 一 co 二 1 一 十 co， 
其 中 wp，un 均 为 常数 ,而 轧 是 (0,2r) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 试 求 互 相关 上 盟 数 Rxyr (r)， 
Rvx (rz) 和 互 谱 密度 Sxy(w),Syx (ww). 
20. 设 XCo 和 Y(i) 是 两 个 相互 独立 的 平稳 过 程 ,均值 kk 和 Any 都 不 为 零 ,定义 
2Kt) 一 X(t) 十 了 (tr)， 
试 计 算 Sxyr(w) 和 Sxz (ww). 


选 做 习题 


概率 论 部 分 


1. 一 打靶 场 备 有 5 支 某 种 型 号 的 枪 , 其 中 3 支 已 经 校正 ,2 支 未 经 校正 . 某 人 使 用 已 校正 
的 枪击 中 目标 的 概率 为 户 ,使 用 未 经 校正 的 枪击 中 目标 的 概率 为 加. 他 随机 地 取 一 支 枪 进行 
射击 ,已 知 他 射击 了 5 次 ,都 未 击 中 , 求 他 使 用 的 是 已 校正 的 枪 的 概率 ( 设 各 次 射击 的 结果 相 
互 独立 )， 

2. 某 人 共 买 了 11 个 水 果 , 其 中 有 3 个 是 二 级 品 ,8 个 是 一 级 品 . 随机 地 将 水 果 分 给 A、B、 
C 三 人 ,各 人 分 别 得 到 4 个 .6 个 .1 个. 

(1) 求 C 未 拿 到 二 级 品 的 概率 . 

(2) 已 知 C 未 拿 到 二 级 品 , 求 A, 忆 均 拿 到 二 级 品 的 概率 ， 

(3) 求 4, 忆 均 拿 到 二 级 品 而 C 未 拿 到 二 级 品 的 概率 . 

3. 一 系统 工 由 两 个 只 能 传输 字符 0 和 1 的 独立 工作 的 子 系统 工 与 L: 串联 而 成 (如 题 3 
图 ), 每 个 子 系统 输入 为 0 输出 为 0 的 概率 为 训 (0 一 冯 一 1); 而 输入 为 1 输出 为 1 的 概率 也 是 
六. 今 在 图 中 a 端 输入 字符 1, 求 系统 工 的 上 端 输 


出 字符 0 的 概率 
4. 甲 乙 两 人 轮流 搓 一 颗 骨 子 ,每 轮 搓 一次, 谁 

先 掷 得 6 点 谁 得 胜 , 从 甲 开始 掷 , 问 甲 . 乙 得 胜 的 题 3 图 

概率 各 为 多 少 ? 


5. 将 一 颗 山 子 掷 两 次 ,考虑 事件 :A= ”第 一 次 掷 得 点 数 2 或 5”,B=“ 两 次 点 数 之 和 至 少 
为 7”, 求 P(4A),P(B), 并 问 事件 4, 忆 是 否 相 互 独立 ， 

6.4.、 卫 两 人 轮流 射击 ,每 次 每 人 射击 一 枪 , 射 击 的 次 序 为 4,B,4,B,A,…, 射 击 直 至 击 
中 两 枪 为 止 . 设 每 人 击 中 的 概率 均 为 加 , 且 各 次 击 中 与 否 相互 独立 . 求 击 中 的 两 枪 是 由 同一 人 
射击 的 概率 .提示 :分 别 考虑 两 枪 是 由 A 击 中 的 与 两 枪 是 由 吕 击 中 的 两 种 情况 , 若 两 枪 是 由 
4 击 中 的 , 则 射击 必然 在 奇数 次 结束 . 又 当 |zj 过 1] 时 ,1 十 2z 十 3z 十 … 一 17/(1 一 z)2.) 

7. 有 3 个 独立 工作 的 元 件 1 ,元件 2, 元 件 3, 它 们 的 可 靠 性 分 别 为 如 ,a ,加 3. 设 由 它们 组 


成 一 个 “3 个 元 件 取 2 个 元 件 的 表决 系统 ”, 记 为 2/3[G], 
这 -系统 的 运行 方式 是 当 且 仅 当 3 个 元 件 中 至 少 有 2 个 正 人 了 
常 工作 时 这 一 系统 正常 工作 . 求 这 一 2/3[G] 系 统 的 可 下 
千 性 . 蕊 -一 


8. 在 如 题 8 图 所 示 的 桥 式 结构 的 电路 中 ,第 守 个 继 电 
器 触 点 闭合 的 概率 为 总,i 一 1,2,3,.4,5. 各 继电器 工作 相互 题 8 图 


独立 . 求 : 

(1) 以 继电器 触 点 1 是 否 闭 合 为 条 件 , 求 A 到 B 之 间 为 通路 的 概率 . 

(2) 已 知 4 到 避 为 通路 的 条 件 下 ,继电器 触 点 3 是 闭合 的 概率 . 

9. 进行 非 学 历 考试 ,规定 考 甲 、 乙 两 门 课 程 ,每 门 课程 考试 第 一 次 未 通过 都 只 允许 考 第 二 
次 . 考生 仅 在 课程 甲 通过 后 才能 考 课 程 乙 ,如 两 门 课程 都 通过 可 获得 一 张 资 格 证 书 . 设 某 考 生 
通过 课程 甲 的 各 次 考试 的 概率 为 轧 , 通 过 课程 乙 的 各 次 考试 的 概率 为 妃 , 设 各 次 考试 的 结果 
相互 独立 . 又 设 考生 参加 考试 直至 获得 资格 证 书 或 者 不 准予 再 考 为 止 .以 X 表示 考生 总 共 需 
考试 的 次 数 . 求 X 的 分 布 律 . 

10. (1) 5 只 电池 ,其 中 有 2 只 是 次 品 , 每 次 取 一 只 测试 ,直到 将 2 只 次 品 都 找到 . 设 第 
2 只 次 品 在 第 X (X 一 2,3,4,5) 次 找到 , 求 X 的 分 布 律 ( 注 :在 实际 上 第 5 次 检测 可 无 需 进 
行 )， 

(2) 5 只 电池 ,其 中 2 只 是 次 品 ,每 次 取 一 只 ,直到 找 出 2 只 次 品 或 3 只 正品 为 止 . 写 出 需 
要 测试 的 次 数 的 分 布 律 ， 

11. 向 某 一 目标 发 射 炮弹 , 设 炮弹 弹 着 点 离 目 标的 距离 为 尺 (单位 :10 m), 尺 服从 瑞 利 分 
布 ,其 概率 密度 为 


| 


rr2125 ， r>0， 
P(r)=42 


6， r< 关 0. 


若 弹 着 点 离 目标 不 超过 5 个 单位 时 ,目标 被 摧毁 . 

(1) 求 发 射 一 枚 炮弹 能 摧毁 目标 的 概率 . 

(2) 为 使 至 少 有 一 枚 炮弹 能 摧毁 目标 的 概率 不 小 于 0. 94, 问 最 少 需要 独立 发 射 多 少 枚 
炮弹 ， 

12. 设 一 枚 深水 炸弹 击 沉 一 潜水 艇 的 概率 为 1/3, 击 伤 的 概率 为 1/2, 击 不 中 的 概率 为 
176. 并 设 击 伤 两 次 也 会 导致 潜水 艇 下 沉 . 求 施放 4 枚 深水 炸弹 能 击 沉 潜 水 艇 的 概率 .提示 
先 求 击 不 沉 的 概率 . ) 

13. 一 盒 中 装 有 4 只 白 球 ,8 只 黑 球 ,从 中 取 3 只 球 ,每 次 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 

(1) 求 第 1 次 和 第 3 次 都 取 到 白 球 的 概率 . (提示 :考虑 第 二 次 的 抽取 . ) 

(2) 求 在 第 1 次 取 到 白 球 的 条 件 下 ,前 3 次 都 取 到 白 球 的 概率 . 

14. 设 元 件 的 寿命 工 ( 以 小 时 计 ) 服 从 指数 分 布 ,分 布 函数 为 

1 一 ecoo3 ,t>0， 


Fi) 一 
0 ti<0、 


(1) 已 知 元 件 至 少 工作 了 30 小 时 , 求 它 能 再 至 少 工作 20 小 时 的 概率 . 

(2) 由 3 个 独立 工作 的 此 种 元 件 组 成 一 个 2/3[G] 系 统 ( 参 见 第 ? 题 ). 求 这 一 系统 的 寿 
命 X 盖 20 的 概率 ， 

15. (1) 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 fx (z) 一 于 er ,一 co<z<co, 求 X 的 分 布 


函数 . 
(2) 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 FFx(z), 另 有 随机 变量 


概率 论 部 分 ”363 ， 


|， 入 过 0， 
1-1，x<o， 
试 求 了 的 分 布 律 和 分 布 函数 . 
16. (1) 设 随 机 变量 X 服从 泊 松 分 布 ,其 分 布 律 为 
P{X= 有 一 和 ce， Am0,1,2，， 





&1L 
问 当 六 取 何 值 时 已 {X=&} 为 最 大 . 
(2) 设 随 机 变量 X 服从 二 项 分 布 ,其 分 布 律 为 
下 一 到 一 ae 
P(X= 驴 一 (jz 《 工 一 访 ) ， 炎 一 0 1,2， + 他， 


问 当 & 取 何 值 时 已 {X 一 &} 为 最大. 
17. 知 离 散 型 随机 变量 X 具有 分 布 律 





称 X 服从 取 值 为 1,2,…,z 的 离散 型 均匀 分 布 . 对 于 任意 非 负 实数 zx, 记 [z] 为 不 超过 zx 的 最 
大 整数 . 设 U 一 U(0,1) ,证 明 X 王 LazD 十 1 服从 取 值 为 1,2,… 光 的 离散 型 均匀 分 布 . 

18. 设 随机 变量 X~U( 一 1,2), 求 Y= |X| 的 概率 密度 . 

19. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 


0， 这 总， 
jx(z) 一 2 ， 0 之 zx<-1， 
7 9 1 福 二 < 一 cc， 


求 了 一 广 的 概率 密度 ， 


20. 设 随 机 变量 X 服从 以 均值 为 1/A 的 指数 分 布 . 验证 随机 变量 Y=[X] 服 从 以 参数 为 
1 一 e“ 的 几何 分 布 .这 一 事实 表明 连续 型 随机 变量 的 函数 可 以 是 离散 型 随机 变量 . 

21. 投掷 一 枚 硬币 直至 正面 出 现 为 止 , 引 入 随机 变量 

环 三 投掷 总 次 数 . 
= 全 若 首次 投掷 得 到 正面 ， 
0， 若 首次 投掷 得 到 反面 

(1) 求 X 和 Y 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 . 

(2) 求 条 件 概率 P{X=11Y=1},P{Y 王 2|X 一 1). 

22. 设 随 机 变量 X 一 x(A) ,随机 变量 Y 王 max{X,2)}. 试 求 X 和 YY 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 
布 律 . 

23. 设 X,Y 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 ,参数 分 别 为 hk ,hz , 求 给 定 X 二 Y= 的 条 件 下 
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X 的 条 件 分 布 . 

24. 一 教授 将 两 篇 论文 分 别 交 给 两 个 打字 员 打 印 .以 X,Y 分 别 表示 第 一 篇 和 第 二 篇 论文 
的 印刷 错误 . 设 X 一 r(),Y 一 r(p) ,X,Y 相互 独立 . 

(1) 求 X,Y 的 联合 分 布 律 . 

(2) 求 两 篇 论文 总 共 至 多 1 个 错误 的 概率 . 

25. 一 等 边 三 角形 AROT( 如 题 25 图 ) 的 边 长 为 1, 在 三 y 
角形 内 随机 地 取 点 Q(CX,Y) ( 意 指 随机 点 (X,Y) 在 三 角形 尺 
ROT 内 均匀 分 布 ). 

(1) 写 出 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 . 

(2) 求 点 Q 到底 边 OT 的 臣 离 的 分 布 函数 

26. 设 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 


GT) ， 六 Di07y>>0， 
(zy) 一 
(1) 求 边缘 概率 密度 Ax CCz)，Fr(y)， 


(2) 求 条 件 概率 密度 fxir(z|ly)，rix(y|z)， 
27. 设 有 随机 变量 QU 和 ,它们 都 仅 取 1, 一 1 两 个 值 .已 知 
P{U 一 1} 一 1/2， 
PtV = 一 1|U=1l)=1/3= PtV= 一 1|1U = 一 1). 

(1) 求 已 和 Y 的 联合 分 布 律 . 

(2) 求 z 的 方程 z: 十 Uz 十 V=0 至 少 有 一 个 实 根 的 概率 ， 

(3) 求 z 的 方程 rz: 十 (U 二 V)z 二 UV=0 至 少 有 一 个 实 根 的 概率 . 

28. 某 图 书馆 一 天 的 读者 人 数 X 一 r(A) , 任 一 读者 借 书 的 概率 为 如 ,各 读者 借 书 与 否 相互 
独立 . 记 一 天 读者 借 书 的 人 数 为 Y, 求 X 和 YY 的 联合 分 布 律 . 

29. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 均匀 分 布 U(0,1), 求 两 变量 之 一 至 少 为 另 一 变 
基 之 值 之 两 倍 的 概率 . 

30. 一 家 公司 有 一 份 保单 招标 ,两 家 保险 公司 竞标 . 规定 标书 的 保险 费 必 须 在 20 万 元 至 
22 万 元 之 间 . 若 两 份 标 书 保 险 费 相差 2 千 或 2 千 以 上 ,招标 公司 将 选择 报价 低 者 ,否则 就 重 
新 招标 . 设 两 家 保险 公司 的 报价 是 相互 独立 的 , 且 都 在 20 万 至 22 万 之 间 均 匀 分 布 . 试 求 招标 
公司 需 重 新 招标 的 概率 . 

31. 设 随机 变量 X 一 N(0,o),Y 一 N(0,o), 量 X,Y 相互 独立 , 求 概率 

P{(0<cs*X 一 oaY<2cloy }. 

32. NBA 篮球 赛 中 有 这 样 的 规律 ,两 支 实 力 相 当 的 球 队 比赛 时 ,每 节 主 队 得 分 与 客队 得 
分 之 差 为 正 态 随机 变量 ,均值 为 1. 5, 方差 为 6, 并 且 假 设 四 节 的 比分 差 是 相互 独立 的 . 问 : 

(1) 主队 胜 的 概率 有 多 大 ? 

(2) 在 前 半 场 主队 落后 5 分 的 情况 下 ,主队 得 胜 的 概率 有 多 大 ? 

(3) 在 第 一 节 主 队 赢 5 分 的 情况 下 ,主队 得 胜 的 概率 有 多 大 . 

33. 产 品 的 某 种 性 能 指标 的 测量 值 X 是 随机 变量 , 设 X 的 概率 密度 为 
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re 到 ， 并 0， 
0， 其 他 . 


P{Z > 6 一 去 ed 
34. 在 一 化 学 过 程 中 ,产品 中 有 份额 X 为 杂质 ,而 在 杂质 中 有 份额 立 是 有 害 的 ,而 其 余部 
分 不 影 啊 产 品 的 质量 . 设 X~U(0,0.1),Y 一 U(0,0.5), 且 X 和 YY 相互 独立 . 求 产 品 中 有 害 杂 


质 份额 Z 的 概率 密度 . 
35. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


xco=| 


本 辆 0 一 7z<y， 
0， 其 他 . 

(1) 求 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 . 

(2) 问 X,Y 是 否 相 互 独立 ， 

(3 求 X+Y 的 概率 密度 fx+y(zx)， 

(4) 求 条 件 概 率 密度 fxy(zly). 

(5) 求 条 件 概率 P{X 二 317Y 一 5)， 

(6) 求 条 件 概率 P{X>31Y= 一 5). 

36. 设 某 图 书馆 的 读者 借阅 甲 种 图 书 的 概率 为 户 , 借 阅 乙 种 图 书 的 概率 为 c, 设 每 人 借阅 
甲 、 乙 图 书 的 行动 相互 独立 ,读者 之 间 的 行动 也 相互 独立 . 

41) 某 天 恰 有 半 个 读者 , 求 借 阅 甲 种 图 书 的 人 数 的 数学 期 望 . 

《2) 某 天 恰 有 2 个 读者 , 求 甲 . 乙 两 种 图 书 中 至 少 借阅 一 种 的 人 数 的 数学 期 望 . 

37. 某 种 乌 在 某 时 间 区 间 (0,bm] 下 蛋 数 为 1 一 5 只 ,下 只 蛋 的 概率 与 r 成 正比 . 一 个 收拾 
岛 蛋 的 人 在 时 刻 tm 去 收集 鸟 蛋 ,但 他 仅 当 鸟 窟 中 多 于 3 只 蛋 时 才 从 中 取 走 一 只 蛋 . 在 某 处 有 
这 种 乌 的 乌 窝 6 个 (每 个 乌 窝 保存 完好 ,各 鸟 窝 中 蛋 的 只 数 相 互 独立 ). 

《1) 写 出 一 个 鸟 窝 中 鸟 蛋 只 数 X 的 分 布 律 . 

(2) 对 于 指定 的 一 个 鸟 窝 , 求 抬 蛋 人 在 该 乌 窝 中 拾 到 一 只 蛋 的 概率 ， 

《3) 求 拾 蛋 人 在 6 个 乌 窟 中 拾 到 蛋 的 总 数 Y 的 分 布 律 及 数学 期 望 . 

《4) 求 PLY<<4) ,了 (Yae 扩 

《5) 当 一 个 拾 蛋 人 在 这 6 个 鸟 窝 中 拾 过 蛋 后 , 紧 接 着 又 有 一 个 拾 蛋 人 到 这 些 鸟 窝 中 拾 
蛋 , 也 仅 当 乌 窟 中 多 于 3 只 蛋 时 ,拾取 一 只 蛋 , 求 第 二 个 拾 蛋 人 拾得 蛋 数 2 的 数学 期 望 . 

38. 设 袋 中 有 -只 日 球 ,N 一 "只 黑 球 .在 袋 中 取 球 za (mn 委 门 次 ,每 次 任 取 一 只 作 不 放 回 抽 
样 , 以 了 表示 取 到 白 球 的 个 数 , 求 E(Y). (提示 :引入 随机 变量 ; 

”15, 若 第 守 次 取 到 白 球 ， 
” (0o, 若 第 ;次 取 到 黑 球 ， 

则 Y 一 XI 十 X: 十 … 十 和 ) 

39. 抛 一 颗 骨 子 直到 所 有 点 数 全 部 出 现 为 止 , 求 所 需 投掷 次 数 Y 的 数学 期 望 . (提示 : 令 
X, 一 1,X: 一 第 一 点 得 到 后 ,等 待 第 二 个 不 同 点 所 需 的 等 待 次 数 ,Xi: 王 第 一 二 两 点 得 到 后 ,等 
待 第 三 个 不 同 点 所 需 的 等 待 次 数 , Xi ,Xs ,Xe 类 似 , 则 了 一 Xi 十 Xe 十 … 十 Xi 又 几何 分 布 


zi 一 1 ,2,… 71， 
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P{X 一 人 一 (1 一 四 1 力 , 一 1,2,… 的 数学 期 望 下 (X) 一 ) 


户 

40. 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 . 且 X,Y 分 别 服 从 以 le,1/8 为 均值 的 指数 分 布 . 求 
书 (X2 十 Ye-x). 

41. 一 酒吧 间 柜 台 前 有 6 张 隔 子 , 服 务 员 预 测 , 若 两 个 陌生 人 进来 就 座 的 话 , 他 们 之 间 至 
少 相 隔 两 张 玛 子 . (提示 : 先 列 出 两 人 之 间 至 少 隔 两 张 苔 子 的 不 同情 况 . ) 

(1) 若 真有 两 个 陌生 人 人 内 ,他 们 随机 地 就 座 , 问 服务 员 预 言 为 真 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 设 两 位 顾客 是 随机 就 座 的 , 求 顾 客 之 间 使 子 数 的 数学 期 望 , 

42. 设 随 机 变量 X ,X: ,… ,Xio 相 互 独立 , 且 都 服从 DC0,1) ,又 设 Y 一 Xi 。，X。…，。，Xio， 
求 概 率 P{IY 一 10-2 } 的 近似 值 . 

43. 来 目 某 个 城市 的 长 途 电话 呼唤 的 持续 时 间 X( 以 分 计 ) 是 一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 函 
数 是 


1] _z 1 _vrz 
1 一 一 3 一 一 心 [5] ， 工 2 ， 
ro-| 人 
0， 


工 过 属 ， 
(其 中 [二 ] 是 不 大 于 与 的 最 大 整数 )， 


(1) 画 出 F(Cz) 的 图 形 . 

(2) 说 明 X 是 什么 类 型 的 随机 变量 . 

(3) 求 P{1X 一 4),P{X=3},P{(X<4},P{(X>>6}. (提示 :P{X=a} 一 Fa) 一 Fa 一 0). ) 

44. 一 汽车 保险 公司 分 析 一 组 (250 人 ) 签 约 的 客户 中 的 赔付 情况 . 据 历 史 数 据 分 析 ,在 未 
来 的 一 周 中 一 组 客户 中 至 少 提出 一 项 索赔 的 客户 数 X 占 10%%. 写 出 X 的 分 布 , 并 求 X>250 
x0. 12( 即 X 二 30) 的 概率 . 设 各 客户 是 否 提出 索赔 相互 独立 . 

45. 在 区 间 (0,1) 随 机 地 取 一 点 X. 定 义 了 一 min{X,0.75)}. 

(1) 求 随机 变量 Y 的 值 域 . 

(2) 求 Y 的 分 布 函 数 , 并 画 出 它 的 图 形 . 

(3) 说 明 Y 不 是 连续 型 的 随机 变 量 ,Y 也 不 是 离散 型 的 随机 变量 . 


数理 统计 部 分 


46. 设 X ,X: 是 数学 期 望 为 6 的 指数 分 布 总 体 X 的 容量 为 2 的 样本 , 设 Y= V 式 , 试 
47\ 
证 明 己 ( 一 ) 一 4 
47. 设 总 体 X 一 No ) ,Xi ,Xs ,…,X, 是 一 个 样本 .X,S: 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 ， 


2 


试 证 EL(XS?)?] 一 ( 乞 十 忆 ) ( 基 二 ee ) (提示 ;注意 到 双 与 S* 相互 独立 , 且 有 人 一 所 ~ 





闪 (2 一 1).)》 
48. 设 总 体 X 具有 概率 密度 


数理 统计 部 分 。369 。 


马 到 ) | Z0， 
交 ) > 一 
0， zs 大 0， 


其 中 鳃 0 为 未 知 参数 ,Xi ,Xs ，…,X， 是 来 自 X 的 样本 ,zz，…zw 是 相应 的 样本 观察 值 . 

(1) 求 9 的 最 大 似 然 估计 量 . 

(2) 求 2 的 矩 估 计量 . 

(3) 问 求 得 的 估计 量 是 否 是 无 偏 估计 量 . 

49. 设 XXX 以 及 YY YY。 为 分 别 来 自 总 体 NGC , 呈 ) 与 NG ,到 ) 的 样本 ， 
且 它 们 相互 独立 .ma yp ao 均 未 知 , 试 求 mv e 的 最 大 似 然 估 计量 . 

50. 为 了 研究 一 批 贮存 着 的 产品 的 可 靠 性 ,在 产品 投入 贮存 时 , 即 在 时 刻 加 一 0 时 ,随机 
地 选 定 ? 件 产品 ,然后 在 预先 规定 的 时 刻  , 声 ,…', 二 取出 来 进行 检测 (检测 时 确定 已 失效 的 
去 掉 ,将 未 失效 的 继续 投入 贮存 ), 今 得 到 以 下 的 寿命 试验 数据 : 


检测 时 刻 ( 月 ) 让 tz … 友 
区 间 (z-， , 吉 ] (0: 妨 ] (ii yt De 《在 -1 下 《 友 oo ) 
在 ( 志 -1 , 志 
1 dd Qi "， c 3 > /db 十 s 王 
的 失效 数 王 


这 种 数据 称 为 区 间 数 据 . 设 产品 寿命 工 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 
Je 全 ， iD0， 
(zt) 一 卫 其 他 ， ) 盖 0 未 知 . 

(1) 斌 基于 上 述 数据 写 出 1 的 对 数 似 然 方 程 .( 提 示 :考虑 事件 “z 只 产品 分 别 在 区 间 (0， 
四 ] (三 下 ] (1 二 ] 失 效 四 ,dd 只 ,而 直至 六 还 有 * 只 未 失效 ”的 概率 . ) 

42) 设 中 二 ms 二 7 我们 可 以 用 数值 解法 求 得 1 的 最 大 似 然 估计 值 ,在 计算 机 上 计算 是 
容易 的 . 特别 , 取 检 测 时 间 是 等 间隔 的 , 即 取 上 六 王 友 ,一 1,2,…,. 验证 ,此 时 可 得 1 的 最 大 似 
然 估计 为 
1 十 一 

>7G 一 1)di 十 次 
51. 设 某 种 电子 器 件 的 寿命 (以 小 时 计 ) 工 服从 指数 分 布 ,概率 密度 为 

< 全 0 
四 其 他 ， 
其 中 4>0 未知. 从 这 批 器 件 中 任 取 半 只 在 时 刻 上 =0 时 投入 独立 寿命 试验 . 试验 进行 到 预定 
时 间 To 结束 . 此 时 ,有 A& (0<& 一 四 只 器 件 失效 , 试 求 的 最 大 似 然 估 计 . (提示 :考虑 “试验 直 
至 时 刻 To 为 止 , 有 只 器 件 失 效 , 而 有 ?一 上 只 未 失效 ”这 一 事件 的 概率 ,从 而 写 出 和 的 似 然 
方程 . ) 

52. 设 系统 由 两 个 独立 工作 的 成 败 型 元 件 串 联 而 成 (成 败 型 元 件 只 有 两 种 状态 :正常 工作 

或 失效 ) .元件 1 元 件 2 的 可 靠 性 分 别 为 户 ,加 ,它们 均 未 知 . 随机 地 取 N 个 系统 投入 试验 ， 








1 
从 六 利 
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当 系 统 中 至 少 有 一 个 元 件 失 效 时 系统 失效 , 现 得 到 以 下 的 试验 数据 :xz 一 仅 元 件 1 失效 的 系 
统 数 ;m: 一 仅 元 件 2 失效 的 系统 数 ;zz 一 元 件 1, 元 件 2 至 少 有 一 个 失效 的 系统 数 ;s* 一 未 失效 
的 系统 数 . ma 十 短 十 zz 十 5 一 人. 这 里 az 为 隐蔽 数据 ,也 就 是 只 知 系统 失 效 , 但 不 能 知道 是 由 
元 件 1 还 是 元 件 2 单独 失效 引起 的 ,还 是 由 元 件 1,2 均 失 效 引起 的 , 设 隐藏 与 系统 失效 的 真 
正 原 因 独 立 . 

(1) 试 写 出 户 ,z 的 似 然 函数 . 

(2) 设 有 系统 寿命 试验 数据 N=20,mm 一 5 一 3,m 一 1,5 一 11. 试 求 证 ,加 的 最 大 似 然 
估计 .提示 : 力 应 满足 方程 (请 一 1)(12 记 十 11 加 一 14) 一 0. ) 

53. (1) 设 总 体 X 具有 分 布 律 


太 2 3 
户 4 0 b 1 一 20 


0 一 0 未 知 , 今 有 样本 
光 共 村 下 
试 求 2 的 最 大 似 然 估 计 值 和 和 抢 估 计 值 . 
(2) 设 总 体 X 服 从 下 分布, 其 概率 密度 为 


1】 二 和 一 和 
ro 把 EC 亿 9 0， 


0， 其 他 . 
其 形状 参数 >0 为 已 知 ,尺度 参数 8p>0 未 知 . 今 有 样本 值 z ,zz,…,zrv,* 求 8 的 最 大 似 然 估 
计 什 . 
54. (1) 设 Z 一 In X 一 NG ), 即 服从 对 数 正 态 分 布 ,验证 ECX)=exp (jp 十 过 )， 


(2) 设 自 (1) 中 总 体 X 中 取 一 容量 为 ”的 样本 ri,zz,…，vzs, 求 已 (X) 的 最 大 似 然 估 计 . 
此 处 设 we: 均 为 未 知 . 
(3) 已 知 在 文学 家 芋 伯 纳 的 《An Intelligent Woman's Guide To Socialism》 一 书 中 ,一 个 句 
子 的 单词 数 近 似 地 服从 对 数 正 态 分 布 , 设 /及 v" 为 未 知 . 今 自 该 书 中 随机 地 取 20 个 句子 , 这 
些 句 子 中 的 单词 数 分 别 为 
52 24 75 07 15 22 063 26 16 32 
7 O mL 2 6 59 30 
问 这 本 书 中 ,一 个 句子 单词 数 均值 的 最 大 似 然 估计 值 等 于 多 少 ? 
55. 考虑 进行 定数 截 尾 寿 命 试 验 , 假 设 将 随机 抽取 的 ” 件 产品 在 时 间 :一 0 时 同时 投入 试 
验 . 试验 进行 到 关 件 (m<m) 产 品 失效 时 停止 , 关 件 失效 产品 的 失效 时 间 分 别 为 
0 委 王 委 情 委 … 魏 加. 
tm 是 第 靖 件 产品 的 失效 时 间 . 设 产品 的 寿命 分 布 为 韦 布尔 分 布 ,其 概率 密度 为 
| Z 盖 0， 
大 (z) 一 < 了 
0， 其 他 . 


数理 统计 部 分 ”377 。 


其 中 参数 8 已 知 . 求 参 数 7 的 最 大 似 然 估 计 . 
56. 设 某 大 城市 郊区 的 一 条 林 荫 道 两 旁 开 设 了 许多 小 商店 ,这 些 商店 的 开设 延续 时 间 ( 以 
月 计 ) 是 一 个 随机 变量 , 现 随 机 地 取 30 家 商店 ,将 它们 的 延续 时 间 按 自 小 到 大 排序 , 选 其 中 前 
8 家 商店 ,它们 的 延续 时 间 分 别 是 
3.2 3.9 5.9 0.5 16.5 20.3 40.4 50.9 
假设 商店 开设 延续 时 间 的 长 度 是 韦 布尔 随机 变量 . 其 概率 密度 为 


上 9 人 
六 (Zr) 一 < 7 

0， 其 他 ， 
其 中 ,6 一 0. 8. 

(1)》 试用 上 题 结 果 , 写 出 7 的 最 大 似 然 估 计 . 

(2) 按 (1) 的 结果 求 商 店 开设 延续 时 间 至 少 为 2 年 的 概率 的 估计 . 

S7. 设 分别 自 总 体 NG ,o 和 No ) 中 抽取 容量 mm ,za 的 两 独立 样本 ,其 样本 方差 分 
别 为 Si ,S;. 试 证 ,对 于 任意 常数 a,b (ae 十 pb 一 1) ,Z=aS; 十 5S; 都 是 的 无 偏 估计 ,并 确定 党 
数 ea,g, 使 DCZ) 达 到 最 小 . 

58. 设 总 体 X 一 NIn 咕 ), XI，X，…，X 是 来 自 X 的 样本 .已 知 样本 方差 S: 一 
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~ >)(X, 一 X): 是 o 的 无 偏 估计 . 验证 样本 标准 差 S 不 是 标准 差 v 的 无 偏 估计 . (提示 ， 





( 姑 一 1).S 2 2 
记 了 一 一 一, 则 Y 一 好 (nm 一 D) ,而 S 一 TREE TVY 是 了 的 函数 ,利用 六 (2 一 1) 的 概率 密度 


开 


了 Se 2 Ta 2)c 
可 得 E(S) (VDZ)"VY za 一 1T(Cz 一 1)72) 


s9. 设 总 体 X 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


大 ) 上” 蔗 盖 0， 
迷 /= 一 





天 0、) 





0， 其 他 . 
b>0 未 知 .从 总 体 中 抽取 一 容量 为 呈 的 样本 Xi ,Xs ,…，X，. 
(1) 证 明 22 一 一 好 (2m). 


(2) 求 2 的 置信 水 平 为 1 一 的 单 侧 置信 下 限 . 

(3) 某 种 元 件 的 寿命 (以 h 计 ) 服 从 上 述 指数 分 布 , 现 从 中 抽 得 一 容量 上 =16 的 样本 , 测 
得 样本 均值 为 5010 h, 试 求 元 件 的 平均 寿命 的 置信 水 平 为 0. 90 的 单 侧 置信 下 限 . 

60. 设 总 体 X~U(0,9) ,XXX 是 来 自 的 样本 . 

(]) 验证 了 一 max{( Xi ,X ,…,X, 的 分 布 函数 为 


0， y<0， 
ro-jr 0 雪 > 一 0， 
1 ， 7 全 0 
(2) 验证 =Y/6 的 概率 密度 为 


。372 。 选 做 习题 


am、 一 ~ 一 -一 一 


四 Mt ， 0 过 x 委 1， 
太一 国 其 他 . 
(3) 给 定 正 数 ,0 一 ac<1, 求 U 的 分 布 的 上 a/2 分 位 点 凡 z 以 及 上 1 一 aoV/ 2 分 位 点 六 -oz， 
(4) 利用 (2),(3) 求 参数 0 的 置信 水 平 为 1 一 的 置信 区 间 . 
(5) 设 某 人 上 班 的 等 车 时 间 X~U(0,9) ,9 未知. 现在 有 样本 zi 一 4. 2,zz 一 3. 5,z3 一 
1.7,z 一 1.2,zs 一 2.4, 求 0 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ， 
61. 设 总 体 和 服从 指数 分 布 ,概率 密度 为 


了 工 。-re， 工人 1， 
zx) 一 4 0 0 盖 (0， 
二 其 他 ， 


设 Xi ,X ,…,X, 是 来 自 X 的 一 个 样本 . 试 取 第 59 题 中 当 b 王 9 时 的 统计 量 刀 一 可 


-0 作为 检 


验 统计 量 ,检验 假设 感 , :9 一 和 ,也 :9 天 名 . 取 显 著 性 水 平 为 (注意 :ECX) 一 0)， 
设 某 种 电子 元 件 的 寿命 (以 小 时 计 ) 服 从 均值 为 2 的 指数 分 布 , 随 机 取 12 只 元 件 测 得 它 


们 的 寿命 分 别 为 
340 430 560 920 1380 1520 1660 1770 2100 2320 2350 2650 


试 取 显 著 性 水 平 c=0.05 ,检验 假设 刀 。:0=1450 , 瑟 , :0 天 1450， 

62. 经 过 十 一 年 的 试验 ,达尔 文 于 1876 年 得 到 15 对 玉米 样品 的 数据 如 下 表 ,每 对 作物 除 
授粉 方式 不 同 外 ,其 他 条 件 都 是 相同 的 . 试用 逐 对 比较 法 检验 不 同 授粉 方式 对 玉米 高 度 是 否 
有 显著 的 影响 (a= 一 0.05). 问 应 增设 什么 条 件 才 能 用 逐 对 比较 法 进行 检验 ? 


授粉 方式 
异 株 授粉 的 作物 高 度 (z,) | 23 亏 20 卫 器 昌 上 


下 下 下 


5 .2 2 尼 6 4 


63. 一 内 科 医 生 声称 ,如 果 病 人 每 天 傍晚 聆听 一 种 特殊 的 轻音乐 会 降低 血压 (舒张 压 ， 
以 mmHg 计 ). 今 选取 了 10 个 病人 在 试验 之 前 和 试验 之 后 分 别 测 量 了 血压 ,得 到 以 下 的 
数据 : 
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病人 1 2 3 4 5 6 8 9 10 
试验 之 前 (zi) 86 92  '95 84 80 78 98 95 94 96 


试验 之 后 (y) 84 83 81 78 82 74 86 85 80 82 


设 也 ,一 和 Xi 一 ( 一 1,2,…,10) 为 来 自 正 态 总 体 NCuxp , 吃 ) 的 样本 ,wp ,op 均 未 知 . 试 检 验 是 理 
可 以 认为 医生 的 意见 是 对 的 ( 取 au 一 0. 05). 
64. 以 下 是 各 种 颜色 的 汽车 的 销售 情况 ， 


颜色 红 黄 蓝 绿 棕 


车 辆 数 40 64 46 36 14 


试 检 验 顾 客 对 这 些 颜 色 是 否 有 偏爱 , 即 检 验 销 售 情况 是 否 是 均匀 的 ( 取 xc=0. 05). 
65. 某 种 闪光 灯 , 每 芒 灯 含 4 个 电池 ,随机 地 取 150 功 灯 ,经 检测 得 到 以 下 的 数据 : 
一 瘟 灯 损坏 的 电池 数 0 1 2 3 4 
灯 的 营 数 26 51 47 16 10 


试 取 u=0. 05 检验 一 总 灯 损 坏 的 电池 数 X 一 5(4,9)(9 未知 ). 
66. 下 面 分 别 给 出 了 某 城 市 在 春季 (9 周 ) 和 秋季 (10 周 ) 发 生 的 案件 数 . 


春季 51 42 57 53 43 37 45 49 46 


秋季 40 35 30 44 33 50 41] 39 36 38 


试 取 = 一 0. 03 用 秩 和 检验 法 检验 春季 发 生 的 案件 数 的 均值 是 否 较 秋 季 的 为 多 . 

67. 临界 闪烁 频率 (cit> 是 人 眼 对 于 内 烁 光源 能 够 分 辨 出 它 在 闪烁 的 最 高 频率 (以 Hz 
计 ). 超过 cff 的 频率 ,即使 光源 实际 是 在 闪烁 的 ,而 人 看 起 来 是 连续 的 (不 闪烁 的 ). 一 项 研究 
旨 在 判定 c 红 的 均值 是 否 与 人 眼 的 虹膜 颜色 有 关 , 所 得 数据 如 下 : 








临界 闪烁 频率 (cff) 
虹膜 颜色 棕色 绿色 蓝 色 
26.8 26.3 26.4 29. 1 25.7 29.4 
27.9 24.8 24. 2 27.2 28.3 
23.7 25.7 28.0 29.9 


295.0 24.5 26. 9 28. 5 
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试 在 显著 性 水 平 0.05 下 ,检验 各 种 虹膜 颜色 相应 的 c 红 的 均值 有 无 显著 的 差异 . 设 各 个 总 体 
服从 正 态 分 布 , 且 方差 相等 ,不 同 颜色 下 的 样本 之 间 相 互 独立 . 

68. 下 面 列 出 了 挪威 人 自 1938 一 1947 年 间 年 人 均 脂 肪 消耗 量 与 患 动 脉 粥 样 硬 化 症 而 死 
它 的 死亡 率 之 间 相 关 的 一 组 数据 . 


年 份 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944 1945 1946 1947 
脂肪 消耗 量 
14.4 16.0 11.6 11.0 10.0 9.6 9. 2 ] 必 .二 1114 工 2.8 
(千克 /人 年 ) 
死亡 率 y 


29.1 29.7 29.2 26.0 24.0 23.1 23.0 23.1 25.2 26.1 
(1/(105 人 年 )) 


设 对 于 给 定 的 z,Y 为 正 态 变量 , 且 方 差 与 zx 无关. 

(1) 求 回归 直线 方程 > 一 ax 十 pz. 

(2) 在 显著 性 水 平 =0.05 下 检验 假设 刀 , :2 一 0, 万 | :0 尖 0. 

(3) 求 y| := 

(4) 求 zx 一 13 处 w(z) 置 信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

(5) 求 z=13 处 立 的 新 观察 值 Y。 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 . 

69. 下 面 给 出 1924 一 1992 年 奥林匹克 运动 会 女子 100 米 仰泳 的 最 佳 成 绩 ( 以 s 计 ),( 其 
中 1940 年 及 1944 年 未 举行 奥运 会 ) 


年 份 1924 1928 1932 1936 1948 1952 1956 1960 
成 绩 83. 2 82.2 79. 4 18.9 74. 4 74. 3 72.9 09. 3 
年 份 1]1964 1968 1972 1976 1980 1984 1988 1992 


成 绩 67.7 66. 2 65. 8 61.8 60. 9 62.6 60. 9 60. 7 


(li) 画 出 散 点 图 . 
(2) 求 成 绩 关 于 年 份 的 线性 回归 方程 
(3) 检验 回归 效果 是 否 显 著 ( 取 wx=0. 05). 


随机 过 程 部 分 


70. 设 在 时 间 区 间 (0, 妇 内 来 到 某 商 店 的 顾客 数 Ni) 是 强度 为 1 的 泊 松 过 程 . 每 个 来 到 
商店 的 顾客 购买 某 些 货物 的 概率 是 训 , 不 买 货物 就 离 去 的 概率 是 1 一 户 ,上 且 各 个 顾客 是 否 购 买 
货物 是 相互 独立 的 . 令 Y(b) 为 (0, 菇 内 购买 货物 的 顾客 数 . 试 证 {Y(i ,zt0} 是 强度 为 Mb 的 泊 
松 过 程 . 

71. 设 随 机 过 程 


随机 过 程 部 分 人 


XI(t) 一 Qcos(Dt 十 加 ) ， 一 co 二 本 十 co， 
其 中 a 是 常数 ,随机 变量 9 一 C(0,2r) ,随机 变量 Q 具有 概率 密度 f(z), 设 FGz) 连 续 且 为 偶 
函数 ,@ 与 2 相互 独立 . 试 证 Xi) 是 平稳 过 程 , 且 其 谱 密 度 为 Sx(o) 一 arftw). (提示 : 要 运 
用 8 函数 的 筛选 性 . ) 


hi 


参 读 材料 随机 变量 样本 值 的 产生 


(一 ) 随机 数 和 伪 随 机 数 


在 概率 统计 的 应 用 中 , 常 需要 模拟 各 种 分 布 的 随机 变量 , 即 需要 产生 各 种 分 布 随机 变量 
的 简单 随机 样本 的 样本 值 . 某 一 分 布 随机 变量 的 样本 值 ,就 称 为 这 一 分 布 的 随机 数 . 例如 指数 
分 布 随机 变量 的 样本 值 就 称 为 指数 分 布 随机 数 . 特别 ,区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 样 
本 值 称 为 均匀 分 布 随 机 数 ,简称 随机 数 . 我 们 先 来 考虑 如 何 产生 均匀 分 布 随机 数 , 其 他 分 布 随 
机 数 ,一 般 可 以 由 均匀 分 布 随机 数 通过 变换 得 到 . 

产生 均匀 分 布 随机 数 的 方法 很 多 一 目前 使 用 最 广泛 的 方法 是 在 计算 机 上 利用 数学 的 递 
推 公式 来 产生 . 这 种 按 确定 性 算法 得 到 的 序列 ,不 可 能 是 真正 来 自 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 独 
立 同 分 布 样本 值 序列 ,我们 称 它 为 伪 随 机 数 . 

在 大 多 数 计算 机 中 都 装 有 产生 伪 随 机 数 序列 的 算法 程序 ,我 们 都 是 假设 由 这 些 程序 产生 
的 伪 随 机 数 序列 能 通过 独立 性 和 均匀 分 布 检验 ,可 作为 随机 数 序列 来 使 用 ,需要 时 用 特定 的 
命令 加 以 调用 就 是 . 

(二 ) 产生 离散 型 随机 变量 梓 本 值 的 万 法 

设 离散 型 随机 变量 X 具有 分 布 律 

P( 正 一 一 机 12 > 和 三 1. ( 关 1) 


现在 来 产生 X 的 随机 数 . 
先 产生 伪 随 机 数 x 令 


fz1， MK < 内， 
| zz， 轧 委 & 一 轧 十 加 ， 
X=4 ” (aa) 
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由 于 
抽 汪 二 二 P{ 之 包 0 盖 


之 / 旋 之 / 包 一 六 和 一 1 2 
所 以 X 具有 给 定 的 分 布 律 ， 站 
产生 随机 变量 X 的 样本 值 也 叫做 对 随机 变量 X 进行 模拟 或 抽样 ,上 述 模拟 离散 型 随机 
变量 的 方法 的 算法 为 : 
产生 伪 随 机 数 w 


车 tt<- 力 : , 今 太一 江 , 停 上 上 . 


参 读 材料 ”随机 变量 样本 值 的 产生 。377 。 


辣 U< 力 ; 十 思 ， , 今 及 一 工 , 售 幅 . 
若 xs 一 入 十 加 十 加 ，, 令 X 一 停止. 


例 1 设 随机 变量 X 具有 分 布 律 
及 一 





4 
0.20 0.15 0.25 0.40 






试 产 生 X 的 样本 值 . 
解 ” 取 算法 为 :产生 伪 随 机 数 xx 
若 “xzx<0. 20 , 令 X 王 1 ,停止 . 
. 若 x<0.35, 今 X 一 2, 停 止 . 
车 xx<0.60, 令 X 一 3, 停 止 . 


否则 , 令 太一 4. 口 
例 2 设 随 机 变量 X 具有 分 布 律 
P{X 一 让 一 一 ， i 于 12 (3) 
试 产生 X 的 样本 值 CX 称 为 取 值 为 1,2,…, 的 离散 型 均匀 分 布 随机 变量 )， 
解 在 (* ;) 式 中 , 令 羡 一 让 一 12，mmi 广 一 甸 一 … 一 记 一 一 ,就 得 到 (* ,) 式 .再 由 
(*:z) 式 的 最 后 一 个 式 子 ,得 
了 z 本 
若 -入 < 三 , 则 令 X 一 1 
即 若 ;一 1 委 mz xx 一 zi, 则 令 X 一 ;一 [max 十 1 一 1,2， 7 
因此 , 若 x 是 伪 随 机 数 , 那 么 X=[La zx] 十 1 就 是 分 布 (* :) 的 样本 值 . 辐 


例 3 试 产 生 以 ”,z 为 参数 的 二 项 分 布 (nz,zp) 的 样本 值 . 


解 设 局 LJ12 相互 独立 . 且 它 它们 都 在 区 间 (0， 1) 上 服从 均匀 分 布 . 今 
> 

Xi={o' 2 

则 有 PLX 一 = 一 PtU 一 加 一 训 ,PXI 一 0) 王 1 一 户 , 故 Xi 一 5(C1，, 力 )， 又 因 LU ,1 四 相互 


独立 . 故 有 X 一 之 /X， ~ nbp). 据 此 ,只 要 产生 个 伪 随 机 数 xi ,zx ,zu ,统计 其 中 使 得 
us< 力 ( 一 1,2,…, 7) 的 个 数 为 &, 则 得 X 的 样本 值 为 上 


三) 广 生 连 续 型 随机 变量 样本 值 的 方法 


先 证 明 一 个 定理 . 
定理 设 随机 变量 U 一 U(0,1),F(z) 是 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 , 且 F(z) 为 严格 单调 
增加 且 连 续 的 函数 , 则 随机 变量 下 (U) 具 有 分 布 函数 F(Cz) ,其 中 FI(Cz) 是 F(z) 的 反 函 数 . 
证 由 于 F(z) 严 格 单调 增加 且 连 续 , 因 此 其 反 函 数 F-:(z) 存 在 ( 即 有 FTF-i(Cz)] 一 z)， 
且 严 格 单调 增加 连续 , 即 得 随机 变量 FI:(U) 的 分 布 函数 为 
P(F-I(U) 近 z)} 王 P{F[F-I(UJ 们 过 RCz)) 
一 PtU 委 FCz)) 一 F(z)， 口 


。 378 ， 参 读 材料 ”随机 变量 样本 值 的 产生 


由 定理 , 若 要 产生 以 FCz)CFGz) 严 格 单调 增加 且 连 续 ) 为 分 布 隆 数 的 随机 变量 X, 只 需 
产生 U 一 5(0,1), 令 X=F (CC 就行 了 .又 者 要 产生 大 的 样本 值 zx, 只 需 产生 乙 的 样本 值 x， 
令 zx= 上 上 “(zd) 即 得 .这 一 产生 X 的 样本 值 的 方法 , 称 为 逆 变 换 法 . 这 种 方法 在 随机 变量 具有 
严格 单调 增加 且 连 续 的 分 布 困 数 FE(z) 且 下:(z) 能 够 用 显 式 表示 时 ,都 能 使 用 . 

要 说 明 在 上 述 定理 中 对 F(z) 在 (一 ,coe) 上 的 严格 单调 连续 的 要 求 可 放宽 为 下 (z) 在 某 
一 区 间 ( 有 限 或 无 限 ) 上 取 值 从 0 到 1, 且 在 此 区 间 上 严格 单调 增加 且 连 续 即 可 . 


例 4 设 随机 变量 X 具有 指数 分 布 , 其 分 布 函 数 为 
1 一 ea 元 0 


F(z) 一 人 0 其 介 ， 6>0， 
斌 产生 随机 变量 X. 
解 设 U~U(0,1), 令 U=1 一 ex? , 解 得 
X 一 一 glin(1 一 LUD). 
因为 当 U 一 U(0,1) 时 ,也 有 1 一 U 一 U(0,1) ,从 而 
一 一 0in U 


就 是 所 要 产生 的 指数 分 布 的 随机 变量 . 若 有 伪 随 机 数 x, 就 有 X 的 随机 数 一 bln x. 

例 5 设 随机 变量 X 具有 韦 布 尔 (Weibull) 分 布 ,其 分 布 函数 为 

F(z)= 人 p>0, 人 0. 

0 ， 其 他 ， 

试 产生 随机 变量 X. 

解 ” 设 UU(0,1), 令 U=1 一 er 解 得 

一 吼 一 ln(1 一 D) 了 4. 
因为 1 一 U 一 U(0,1) , 故 
瑟 一 吃 一 In 人 . 

就 是 所 要 产生 的 韦 布 尔 分 布 随机 变量 . 

例 6 正 态 随 机 变量 的 产生 

标准 正 态 变 莉 的 分 布 函 数 @(Cz) 的 反 函 数 不 存在 显 式 , 故 不 能 用 道 变换 法 产生 标准 正 态 
变量 .下 面 介 绍 一 种 近似 方法 . 

设 已 一 U(0,1), 一 1,2, ,上 且 它们 相互 独立 ,由 于 EU )=1/2,D(U ) 一 17/12, 由 中 心 
极限 定理 , 当 ? 较 大 时 近似 地 有 


_ 之 以 一 去 


| 
va A/ 二 


本 ~ (01)， 


取 ?一 12, 知 近似 地 有 
Z = 二 一 6 一 NGC0,1)， 
这 就 是 说 ,只 需 产生 12 个 伪 随 机 数 ww ,xs ,…，*zs ,将 它们 加 起 来 ,再 减 去 6, 就 能 近似 地 得 到 
标准 正 态 变量 的 样本 值 了 . 这 样 做 是 很 方便 的 . 
又 若 X 一 NGCno),Z 一 NO0,1) ,利用 关系 式 
X 一 Ap 十 cZ 
就 能 得 到 一 般 的 正 态 随机 变量 X 的 样本 值 口 


se 可/ 区。 
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cz 一 | Eee 
-es AAAZT 
对 0. 00 
0.0 | 0. 5000 | 0. 5040 | 0. 5080 
0.1 ;0.5398 | 0.5438 | 0. 5478 
0. 2 | 0.5793 | 0. 5832 | 0. 5871 
0.3 |0.6179 |0.6217 | 0.6255 
0.4 |0.6554 | 0.6591 | 0. 6628 
0.5 |0.6915 | 0. 6950 | 0. 6985 
0.6 |0.7257 | 0.7291 | 0.7324 
0.7 |0.758010.7611 | 0. 7642 
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 
0.9 10.8159 |0. 8186 | 0. 8212 
1.0 |0.8413 | 0. 8438 | 0. 8461 
1.1 |0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 
1.2 |0.8849 | 0. 8869 | 0. 8888 
1.3 | 0.9032 | 0. 9049 | 0. 9066 
1.4 |0.9192 | 0.9207 | 0. 9222 
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0. 9357 
].6 | 0.9452 | 0.9463 1 0. 9474 
1.7 |0.9554 | 0.9564 | 0.9573 
1.8 |0.9641 | 0. 9649 | 0. 9656 
1.9 |0.9713 | 0. 9719 | 0. 9726 
2.0 |0.9772 10. 9778 | 0. 9783 
2.1 |0.982110.9826 | 0. 9830 
2.2 |0.9861 10.9864 | 0.9868 
2.3 |0.9893 | 0. 9896 | 0. 9898 
2.4 |0.9918 | 0.9920 | 0. 9922 
2.5 |0. 9938 | 0. 9940 | 0. 9941 
2.6 |0.9953 | 0.9955 | 0. 9956 
2.7 |0.9965 | 0. 9966 | 0. 9967 
2.8 |0.9974 | 0.9975 | 0. 9976 
2.9 |0. 9981 | 0. 9982 | 0. 9982 
3.0 | 0.9987 | 0. 9987 | 0. 9987 
3.1 | 0.9990 | 0.9991 | 0. 9991 
3.2 | 0.9993 | 0. 9993 | 0. 9994 
3.3 | 0.9995 | 0. 9995 | 0. 9995 
3.4 |0.9997 | 0.9997 | 0. 9997 
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附 表 4 上 分 布 表 
信 

王 { 克 MD) 一 如 (2) 一 a 太 P) 
0. 20 0. 15 0. 10 0. 05 0. 0295 0.01 0. 005 
1. 376 1. 963 3.0777 6. 3138 12.7062 31.8207 63.6874 
1.061 1. 386 1. 8856 2. 9200 4. 3027 6. 9646 9. 9248 
0. 978 1. 250 1. 6377 2. 3534 3. 1824 4. 5407 5. 8409 
0. 941 1. 190 1.5332 2. 1318 2.7764 3. 7469 4. 6041 
0. 920 1. 156 1. 4759 2.0150 2. 5706 3. 3649 4. 0322 
0. 906 1. 134 1. 4398 1.9432 2. 4469 3. 1427 3.7074 
0. 896 1. 119 1. 4149 1. 8946 2. 3646 2. 9980 3. 4995 
0. 889 1. 108 1. 3968 1. 8595 2. 3060 2. 8965 3. 3554 
0.883 1. 100 1. 3830 1.8331 2. 2622 2. 8214 3. 2498 
0. 879 1. 093 1]. 3722 1. 8125 2. 2281 2.7638 3. 1693 
0.876 1.088 1. 3634 1.7959 2. 2010 2.7181 3. 1058 
0. 873 1.083 1. 3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 
0. 870 1.079 1. 3502 1. 7709 2. 1604 2.6503 3.0123 
0. 868 1.076 1. 3450 1.7613 2. 1448 2. 6245 2.9768 
0. 866 1.074 1. 3406 1. 7531 2. 1315 2. 6025 2.9467 
0. 865 1.071 1. 3368 1. 7459 2. 1199 2.5835 2. 9208 
0. 863 1.069 1. 3334 1.7396 2. 1098 2. 5669 2. 8982 
0. 862 1.067 1. 3304 1. 7341 2. 1009 2. 5524 2.8784 
0. 861 1.066 1. 3277 1.7291 2.0930 2. 5395 2. 8609 
0. 860 1.064 1. 3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453 
0. 859 1.063 1. 3232 1.7207 2.0796 2.5177 2.8314 
0. 858 1.061 1. 3212 1 人 2. 0739 2. 5083 2.8188 
0. 858 1. 060 1. 3195 1.7139 2.0687 2. 4999 2.8073 
0. 857 1.059 1.3178 1.7109 2. 0639 2. 4922 2. 7969 
0. 856 1.058 1.3163 1. 7081 2. 0595 2. 4851 2.7874 
0. 856 1. 058 1. 3150 1. 7056 2. 0555 2.4786 2.7787 
0. 855 1. 057 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
0. 855 1.056 1. 3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
0. 854 1.055 1.3114 1. 6991 2Z.0452 2. 4620 2.7564 
0. 854 1.055 1. 3104 1. 6973 2. 0423 2.4573 2. 7500 
0. 8535 1.0541 1. 3095 1]. 6955 2. 0395 2. 4528 2. 7440 
0. 8531 1.0536 1. 3086 1. 6939 2.0369 2. 4487 2.7385 
0.8527 1.0531 1. 3077 1.6924 2.0345 2.4448 2.7333 
0. 8524 1.0526 1. 3070 1. 6909 2. 0322 2. 4411 2.7284 
0. 8521] .0521 1. 3062 1.6896 2.0301 2. 4377 2. 7238 
0. 8518 1. 0516 1. 3055 1.6883 2.0281 2. 4345 2.7195 
0. 8515 1.0512 1. 3049 1.6871 2.0262 2. 4314 2.7154 
0.8512 1.0508 1. 3042 1.6860 2.0244 2. 4286 2.7116 
0. 8510 1.0504 1. 3036 1.6849 2.0227 2. 4258 2.7079 
0. 8507 1. 0501 1. 3031 1].6839 2.0211 2. 4233 2. 7045 
0. 8505 1.0498 1. 3025 1.6829 2. 0195 2. 4208 2 7012 
0. 8503 1.0494 1. 3020 1.6820 2.0181 2. 4185 2.6981 
0.8501 1.0491 1. 3016 1.6811 2.0167 2.4163 2.6951 
0. 8499 1.0488 1. 3011 1.6802 2.0154 2. 4141 2. 6923 
0. 8497 1.0485 1. 3006 1.6794 2.0141 2.4121 2.6896 
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附 表 8 均值 差 的 上 检验 的 样本 容量 
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。396 。 附 表 
附 表 9 秩 和 临界 值 表 
括号 内 数字 表示 样本 容量 (mi "712 ) 
(2.4) (4,4) 6377 
3 11 0.067 11 25 0.029 28 56 0.026 
人 12 24 0.057 30 54 0. 051 
3 13 0.047 (4,5) (6,8) 
(2,6) 1]2 28 0.032 29 6] 0. 021 
| 【9 0.036 13 27 0.056 32 58 0. 054 
4 14 0.071 (4,6) (6,9) 
27) 12 32 0.019 31 65 0.025 
了 17 0.028 14 30 0.057 33 63 0.044 
4 16 0.056 (4 ,7) (6,10) 
(2,8) 3 35 0.021 33 69 0.028 
19 0.022 15 33 0.055 35 67 0.047 
18 0.044 (4,8) 《77) 
《2,9) 14 38 0.024 37 68 0. 027 
3 21 0.018 16 36 0.055 39 66 0.049 
4 20 0.036 (4.9) (7.8) 
《2,10) 15 41 0.025 39 下 二 0. 027 
六 22 0.030 17 39 0.053 41 71] 0.047 
5 21 0. 061 (4,10) (7,.9) 
(3,3) 16 44 0.026 41 78 0.027 
6 15 0.050 18 42 0.053 43 76 0.045 
(3 .4) 《5 5) (7,10) 
6 18 0.028 18 37 0.028 43 83 0.028 
了 ff 0.057 19 36 0.048 46 80 0. 054 
《355)》 《5 ,6) (8 ,8) 
6 21 0.018 19 41 0.026 49 87 0. 025 
7 20 0.036 20 40 0.041 52 84 0. 052 
(3 6) 《557》 (8,9) 
23 0.024 20 45 0.024 5] 93 0.023 
22 0.048 22 443 0.053 54 90 0.046 
(3,7) (5 ,8) 《8,10) 
8 25 0.033 2] 49 全 | 98 0.027 
9 24 0.058 23 47 (CTY 95 0.051 
(3,8) 《5 ,9) (9,9) 
8 28 0.024 22 53 0.021 63 108 0.025 
9 27 0.042 25 50 1 天 iFL 105 0.047 
(3，,9) 《5，10) (9 10) 
9 30 0.032 24 56 0.028 66 114 0. 027 
10 29 0.050 26 54 0. 050 “69 刘 国 | 0. 047 
(3,10) (6,6) (10,10) 
9 33 0.024 26 和 0.021 79 到 : 冰 0. 026 
11 31 0.0560 28 50 0.047 83 127 0. 053 
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G) S={ 坏 
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;一 0,1,… ,100m) ,其 中 n” 为 小 班 人 数 ， 〈2) S 一 (10,11,…}. 


(3) S={00,100,0100,0101,0110,1100,1010,1011,0111,1101,1110,1111)} ,其 中 0 表示 
次 品 ,1 表示 正品 (4) S={(z,y)| 王 十 到 一 1)， 





(1) ABC. (2) ABC (3) AUBUC， (4) ABC， (5) ABC. 


(6) 4BUACUBC、 (7) 4AUBUC.， (8) ABUACU BC， 


.《1) P(4AUBUC) 一 5/78. 


(2) P(4UB)=11/15，P(45)=4/15,P(AUBUC)=17/20，P(ABC) 王 3/20，P(A4 瑟 
C) 一 7/60，P(4 互 UC) 一 7720. 
(3) (i)》 P(AB)=17/2，(ii) P(A 五 ) 一 378， 


113 1 1 1 252 
网 相 直 用 126: 《2) 17， 和 《1]) 17 《2) 20- 并 2431- 
[人 (一 )+( )( 
90 八 110 _\200 1 / 八 199 13 
(可 (2) 1 本 9 亢 ， 10. 0.000 002 4. 
200 200 
记 XX 为 最 大 个 数 ， P(X 一 1}=]， P(X=2} 一 世 ,P{X 一 3) 一 计 . 
1 4 10 1 1 
18650 13.(1) 交 ， (2) 药 ， 14，(1)》 0. 25， (2) 可， 15. 本。 16. 0.18 
(1) 王 (2) 二 (3) 了 (4) 了 18.(1) 0.3. (2) 0.6. 
刀 N 十 1 7 IN 
人 人 " 开 于 NT 2 53/199. 
2 3 2 记 196 
3/5. 21， 末 22. (1)。 户 本 庆 ， (2) 交合 -23595724 《1)0. 4. (2) 0. 4856. 
9 


配 . 26. (1) 0.785.， 〈2) 0. 372. 


(1) P(AB) 一 0.72. (2) P(AUB)=0.98. (3) 0. 26. 

(1) 0.57. (2) 0.0481， (3) 0. 0962. (4) 0. 6864. 

(1) 必然 错 . (2) 必然 错 . (3) 必然 错 . (4) 可 能 对 . 32. jp 一 0. 5043， 
(1)》 加 力 加 十 力 加 一 思 jjp， (2) 2 六 十 2 大 一 5 大 十 2 态 . 


5 16 16 M 


0. 9984,3 只 开关 36. 0.6 。 37. 证 ,机 , 末 ， 38. 二 全 
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(2) PIY 一 久 一 [ 呈 zrg 和 天 一 rr 十 1，… 
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(3) P{X 一 丰 ) 一 0.45(0.55) 导 状 一 1,2， 力 一 之 )P(X 一 28) 一 元， 





《3) 8/27,38/81. 





6. (1) 0.072 9. (2) 0. 008 56.(3) 0. 999 54.〈4) 0. 409 51. 
7.《〈]1) 0. 163.(2) 0. 353。8. 《1) 0. 321.(2JERORES 3， 
9. (1)0. 9" 0. 349.〈2)0. 581. (3)0. 590. (4)0. 343. (5)0. 692. 


10.(1) 蔬 . 2) 猪 对 的 概率 仅 万 分 之 三 ,此 概率 太 小 , 按 实际 推断 原理 ,认为 他 确 有 区 分 


能 力 . 
11. 0. 0025. 12. (1) 0. 0298. (2) 0. 5665._ 13. (1)》 0. 2231. (2) 0. 9179. 
14. (1) 0. 2388. (2) 20. 79 分 . 
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5000 
15. PLX<10) = > ] co. oo15)401 一 0. 0015)zo…， P(X 二 10) = 0.8622， 
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0， ITZ<.0， 二 3 过 zx<4， 
(1) 下 (Zz) 一 41 一 姑 ， 0 过 ZI<<1，(2) 丰 (z) 一 ， 
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中 工 > 之 5。 
0， ZT<0， 
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0， 其 他 . 
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(1) 下 (z) 一 2(z 十 一 一 2)， 1 和 zx 一 2， 





1 ， 工 之 2 
0， TZ< 0， 
2 
洒 ， 0<z<1， 
(2) FCz) 一 
人 1 和 zxz<2， 
1 ， 工 之 2. 
4 0， 1<0， 50 100 
雹 本 20 下 了 《二 ， 了 上 (50<T 一 100} 一 e 2 一 e 234 
已 AW TD 1 一 e 下 乡 ti 二 0， 
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232 24. PtY==[ je 一 e-D 和 4 一 0,1，…5,0.5167. 25. 了 
243 开 5 
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(1) P{2 王 X 和 5) 一 0.5328,P{ 一 4 一 X 委 10) 王 0. 9996,P{|1XI> 盖 2)}=0.6977,P{1X>>3}== 


0.5. (2) c 一 3. (3) d0. 436. 
(1) PtX 生 105)=0. 3383,P{100 天 X 委 120} 王 0.5952. (2) 129. 74. 
0. 0456. 29. ao 一 31.20 30.、0. 3204. 


0O， Z<0， 
ECz) 一 40. 2 十 0. 8z/30， 0 过 zx 一 30， 
1， Z 之 30， 
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en)2， 、 yy 一 0， 
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人 
(2) Pr(y) 引 二 
0， y<1. 
/ 2 一/ 
Se 和 
(3) 六 (7y) 一 元 “ 了 
加， y<0. 
1 1 3 
(1) 六 (yy)= 二 -一 FVy)，y 天 0. 
3 7 
1 _。- 
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2 1 1 2 Vi 
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je(y) 一 ] e- 访 oo-2 
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(2) P{X>Y} 一 十 ,P(Y 一 2 如 一 站 ,PXTY 一 3) 一 了 ,P{X<3 一 Y)= 子 . 





1 3 27 2 
3. (1 (2) 到 .3)37，4) -3 
二 2 ns 
。 下 一 下 (人 
Ai 十)z to 其 他 . 关 0， 其 他 . 
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10. 《1) 党 51 52 53 54 55 
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0 ， 其 他 . 9 。 
0， MU<TD， 
和 
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30. (0. 1587): 一 0.000 63， 
(1 一 e-“ 4)5，z0， 
0， z<0. 
(2) 1 一 (] 一 e 一 )5 一 0.5167. 


31.， (1)》 下 .(z) 一 


36.(]) P{X 一 217 一 2)} 一 0. 2， P{Y 一 31X=0)} 一 子 . 


V|o 1 2 3 4 5 
名 | 0 0.04 0.16 0.28 0.24 0.28 


(2) 


Ulo 1 2 3 
思 |0.28 0.30 0.25 0.17 


《3) 





第 四 章 





《3) 





2.1.0556. 3. 一. $，1500min. 


6. (1) FE(X) 一 一 0.2,E(X2) 一 2.8,E(3X2 十 5) 一 13.4。 (2) EGVCX+1))= 开 (1 一 e)， 


刘 


7. (1) 了 (人 (Y) 一 2， 兢 (了 Y) 一 1/3. (2) 兢 (max{ 人 X ,X， 一 下， 





下 (min{ X) 本 一 
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]， 


8. (1) ECX) 一 2,E(Y) 一 0.(2) 一 车 . (3) 5. 


9. (1) FE(X) 一 二 ,EC 一 二 ,ECXW 一 村 ,EN 十 Y) 一 瑟 


10. 


11. 


14. 


15. 
19. 
20. 


22. 


23. 
2S. 


206. 


27. 


31. 


32. 


33. 


30. 


(2) 下 () 一 1， 尼 (YY) 一 1，( 和 一 2 和. 


(1) ELX2/( 姑 十 好 站 一 也 (2) \/ 斑 o 


33. 64 元 12. 十 ap 十 大 ).， 13. 45 V， 


(1) ECX 十 Xs) 一 工 . (2) E(2X; 一 3X3) 一 读 . (3) ECX, X:) 一 二 


1.， 16. (mx 十 1)72. 18. ECX) 一 人 / 到， = 全 zc 
下 (X) 一 ap8,D(X) 一 a8 
ECX) 一 方 ,DC 一 二 六 21，FE(A) 一 8.67,D(A) 一 21.42. 





(1) 已 (Y) 王 7, DCY) 一 37. 25. 

(2) Z, 一 N(2080,65 ),Z: 一 NGC80,1525),P(X>>Y) 一 0.9798,P(X 二 Y>1400} 一 0. 1539. 

(1》 1200,1225. (2) 1282 kg. 24，39 狼 . 

(1) 天 (XI 二 17/4， 开 (XAY) 不 存在 ，E[ln(X2] 一 一 2, 下 (|Y 一 XI) 一 173. 

(2) osc 一 V677. 

(1) P{X 一 2,X: 一 2,X: 一 5} 一 0.00203 ,ECX, X; X) 一 8, 下 (XI 一 Xs) 一 0， 
FE(X, 一 2X;) 一 一 2. 

(2) 对 于 下 (2Z) ,三 种 情况 都 有 E(Z) 一 29， 
对 于 D(2):(DX, 了 独立 , 则 D(2)=109,(i)X,Y 不 相关 , 则 D(CZ) 一 109， 
(iii)oxr 一 0. 25, 则 CovC(X,Y) 一 1.5,D(Z) 一 94. 

(1) X,Y 不 相互 独立 ,也 不 是 不 相关 的 . (2) X,Y 不 相互 独立 ,但 不 相关 . 

(3) X,Y 不 相互 独立 ,但 不 相关 . (4) X,Y 不 是 不 相关 的 ,因而 一 定 也 是 不 相互 独立 的 . 

(5) 区 ， ee 也 是 不 相关 的 ， 


下 (X ) 一 与 ,ECY) 一 0， Cov(X,Y) 一 0. 


1 ER 了 
E(X) 一 E(Y) 一 坷 ,Cov(X， 轨 一 一 药 pmr= 下 0 





本 _ 加 | RS 
于 34. (1) min 顾 ( 太 ) 王 108， 3S$，F(Czyy) 一 -exp| 语 3 二 4 )] 
jp 六 38， (1) 可 ln 2.(2) wa. 


第 五 章 


1 0. 2119. 2. 《1) 0. 8944. 〈2) 0. 0019. 3. (1) 0. 1802. (2) 2 一 443.。 4。0. 0787. 


。406 。 习题 答案 


5，0. 0062. 6. 0. 1075. 7. (1) 0. 0003. (2) 0. 5 8. 0. 9525. 

9. (1) 又 一 N(2.2,1.42/52)，P{X 一 2)} 一 0.1515. (2) 0. 0770. 

10. 1. 3427 g/km。 11. (1) 0. 8968. (2) 0. 7498._ 12. 254. 13. 1537. 
14. (1) 0. 8944.， (2) 0. 1379. 


第 六 章 


1. 0. 8293. 
2. (1) 0. 2628. (2) 王 {max{Xi Xi，Xa， Xi X5) 盖 15) 一 0. 2923，P{min{t(Xi，X2，X3， Xi， 
X5)) 一 0. 5785， 


3: 一 0. 6744。 4. (1)C 一 1/3，(2) C 一 V3/2， 


1 
5. (1) frr ro) 一 了 | er 712) ， 忆 ( 素 <0) 一 1/2.， (2) 0.431. 
;一 ] 工 了 





6.(1) P{X 一 zl,X 一 ze X 一 了 一 力 之 一 (1] 一 力 一 乙 -1i 
天 直 > 办 一 内 一 人 
(2) ( ) (] 一 放 )s4 一 0，1 2， 
(3) E( 又 ) 一 户 ,D( 观 ) 一 一 户 (1 一 思 ), 尼 (S?) 一 户 (1 一 旋 )， 


7. 天 (X) 一 mn,D(X) 王 ?1/5, 瑟 (CS: ) 一 27. 


10 2 
一 他 imm1tzi 一 由 ) /(2o2) (2) 新 (z) 一 V5 5- Lo 


8. (1)Xi， 欠 > ，… “Xio 的 联合 密度 为 (2 Te 0 
9. (1) 思 一 0. 99. (2) D(S ) 一 2o4/15. 11，226. 3333. 
第 七 章 
1 2 一 74. 002 ,ac 0 86X10-， 
二 汪 ) _ f 忒 X 
2. 矩 估计 量 为 (1) 0 一 专 一 -. (2) =() . (3) 旋 一 E 
> 7 > 72 驴 
3. 最 大 似 然 估 计量 为 (1) 0 = 一 一. (2)0= Cs 《3) 一 二 


之 ,ln Xi 一 ?nc (过 In 


fm 


4. (1) 矩 估计 值 和 最 大 似 然 估 计 值 均 为 二. (2) 矩 估计 量 和 最 大 似 然 估计 量 均 为 大 一 


(3) 力 一 
(2) c 与 6 的 矩 估计 量 分 别 为 = 又 一 [ 工 > )CX, 一 X): ] 0 22 


6. 0. 499. 7. (1) 由 最 大 似 然 估 计 的 性 质 P{X 一 0} 一 e-.(2) 0. 3253. 


8. 站 一 e ,其 中 9 = 一 2/ > ln zi， (2) 0 一 1 一 G6(2 一 了)，(3) 8 一 (3z)/mm 一 1. 


1 一 1 
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10. (1]) 一 元 (2) < 一 一 . 12. Th ,T: 是 无 偏 的 .Ts: 较 厂 为 有 效 ， 
天 1 12 


~ 方 、_ 一 好 一 
13. (2)0 一 Xe 一 mmax(t 人 ， 克 2 (00) 一 二 0 14. 他 四 十 7 ) mi 十 和 








] 本 
一 人 人 1 ,2 天. 
有 : 


15. 记过 一 
G0 fi 一 1 

16. (1) (5.608,6. 392). (2) (5.558,6. 442) 
17. (1)》 (6.675,6.681),(6.8X10- ,6.5X10 一 ). 
《2) (6.661,6.667),(3.8X10- ,5.06X10”). 


18. (7.4,21. 1). 


SCX 0 SCX 0 
| 


19.， wmamy| 一 


生 乡 刘 9 - 26 和 隆 - 9 ， 交 2 二 
人 (5. 013 ,31. 626) ，(2. 239,5. 624) 


20.〈0.010,0.018).， 21. (一 0.002,0.006). 22. (一 6.04, 一 5. 96). 
23. 〈0. 222 ,3.601). 24. (0. 101,0. 244). 

2$. (1) cc 已 知 6.329; cc 未 知 6. 356. (2) 一 0. 0012. (3) 2. 84 

26. 40527. 27. 39 岁 零 4 个 月 . 


第 八 章 


1. 接受 如 2. 接受 万 。. 3. 认为 不 合格 .4. 认为 显著 大 于 10. 

s. 接受 万 。, 认 为 这 批 饶 头 是 符合 规定 的 . 6. 拒绝 再. 7. 拒绝 媚 。. 

8. 认为 早上 的 身高 比 晚 上 高 . 9. 拒绝 。 ,认为 A 比 忆 耐 穿 . 10. 接受 刀 ,. 

11. 拒绝 互 。, 认 为 提纯 后 的 群体 比 原 群体 整齐 . 12. 拒绝 妃 。, 认 为 偏 大 . 13. 接受 万 ,. 
14. 接受 刀 . 1S$， 接受 万 16， 接受 万 ,. 

17. 接受 囊 。 ,认为 两 者 方差 相等 ;接受 Ho ,认为 所 需 天 数 相同 . 

18. 接受 刀 。 ,拒绝 五 o ,认为 两 者 的 可 理解 性 有 显著 差异 .19. 接受 媚 ,. 20. zx 二 7 


21. (1) 接受 如 ,. (2) xz>7. 22. :一 (2 一 2 访 / WTA 于 4087]77 之 zx ， 
23， 认为 服从 泊 松 分 布 . 24. 接受 媚 ,. 25. (2) 接受 刀 ,. 26， 接 受 如， 
27. 拒绝 互 。 ,认为 有 显著 改变 . 28. (1) zj 一 0. 6419. (2) 接受 媚 ,. 
29. 接受 百 。 ,认为 无 显著 差异 .30. 拒绝 于 ,认为 型 号 A 比 型 号 B 使 用 时 间 长 . 
31. 接受 媚 。, 认 为 差异 不 显著 . 
32. (1) (iD 取 = 一 0.05 时 接受 Hoi(iD 取 a=0.1 时 拒绝 Bi;(iii) 拒绝 H。 的 最 小 显著 性 水 
平 为 0.0808. : 
(2) 户 值 二 0.4747. (3) 旋 值 =0.0271 ,拒绝 Eu。 (4) 户 值 二 0. 0110. 


第 九 章 


1. 各 总 体 均 值 间 有 显著 差异 ;(6.75,18. 45),( 一 7. 65,4.05),( 一 20. 25 ,一 8. 55)、 
2. 差异 显著 ;(0. 72,4. 28),(2. 55,6.45),(0.22,3.78). 3. 差异 显著 ， 4， 差异 显著 . 


。408 ， 习题 答案 


S. 差异 显著 ， 6. 只 有 浓度 的 影响 是 显著 的 . 7. 因素 A .因素 号 的 影响 均 不 显著 . 
8 y 一 24. 6287 十 0.058 86rz. 


9， (2) > 一 13. 9584 十 12. 5503x. (3) 到 一 0.0432， (4) 回归 效果 显著 ， 
(5)〈11. 82,13.28). (6) (20.03,20.44). 〈7) (19. 66,20. 81). 

10， (2) y 一 一 0. 104 十 0.988z. (3) (13. 29,14. 17). 

11， y 一 一 3.85493 十 1.83396z. 

12. (1I) 成 绩 关 于 奥运 次 数 的 回归 方程 >=9. 168 一 0. 1567z, 回归 效果 显著 , 预测 值 为 
26. 82 min. 
(2) 成 绩 关于 年 份 的 回归 方程 为 y 一 105. 4826 一 0. 0392z, 回 归 效 果 显 著 . 

13. (1) > 一 1.896 十 0.53846z. 〈2) 0 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 (0. 208,0. 869) 

14，y 一 32. 4556e-0086 731 8z . 

1$，y 一 19. 0333 十 1.0086z 一 0.020 381xz2 

16. (1) y 一 9.9 十 0. 575xi 十 0. 55zs 十 1. 15zx3.(2) y 一 9. 9 十 0. 575xzx 十 1. 15z;. 


第 十 二 章 
0， < 0， 0， Z< 一 1， 
1\、_ | 1 | 
1 (D F(z 亏 ) 一 1 瑟 ，0OSxz<l,F(ziD=41 太 ， 一 1Sz<2， 


5 Z 之 1. 汪 Z 之 2 
ZIi<0， 一 6 二 js 十 oo 
ZI 之 0， 5 


0， 

0， 

1 
(2) F(z ,zz 村 1) 一 7 0 入 i 生 1， 产 盖 一 1， 
了 工 
2 


9 2 1 一 1 和 2 <2， 


1 ， Tl1 之 1， zz 之 2. 
2，Hpr (划一 下 x(Zit),RRyr( yt) 一 开 x( 工 , 工 i 加 yt)， 


3 px (一 二 (1 一 er) >ORAG yt ) 一 和 yt 盖 10， 


Q&( 娘 十 刀 ) 
Apx (t 一 QyCx (加 ) 一 o2， 
，Apy ( 芭 一 px 人 (t 十 Pt，Cy(D) 一 Cx( 加)， 
.及 y (二 ， 妇 ) 一 民 x (三 十 at 十 a) 一 民 x (二 十 ay 丰 ) 一 民 x (GD 大 十 a) 十 民有 2)， 
，(Cz (二 ) 一 吐 十 (三 十 丰 )oolcz 十 三 四 o. 
， 开 x (和 "大 ) 一 Cx( 四 ?在 ) 一 (1 十 石 妇 )o. 
HZ(t 共 一 Qi)HUX(Ct) 十 DCt)Ay(t) 十 c(Ct)， 
Cz(z 请 ) 一 Q()Q(t)CX(CR 下 ) 十 六 (二 )8(b Cr (三 丰 ) 如 ET 人 


了 工 . 《1]》 mintf yo } | 9 2 《2) 妃 十 omin{ 记 yt ) ?1 9 2 之 0. 


PR 有 说 人 wm 


《3)o min{t yz ) ,之 0. 


习题 答案 ER 


第 十 三 章 
1 1 委 j 委 ti 
1 . 状态 空间 T 一 {1,2,…, Nb 一己 (X。 王 1|X， 一 1 三 zi 一 上 2， 作 . 

0， 7 一 1， 

] 

1/2 17/2 人 

卫 一 4 。 
1/Ai 1 1 
IN LN … 1 人 N … IN 


2 状态 空间 {TJ= 王 1,2,3,4,5,6)}. ， 

1/6 1/6 176 1/6 1/6 176 
1/6 1/6 … 1/6 0 2/6 1/6 1/6 1/7/6 176 
1/6 1/6 … 1/6 0 0 3/6 1/6 1/6 1/6 

(1) 呈 一 .《2) 卫 : 一 ， 
: 0 0 4/6 1/6 176 
1/6 1/6 … 1/6 


0 0 0 0 5/61/6 
吕 ” 必 ” 人 ] 
力 ， jJ 一 1 十 1， 
3， 状态 空间 了 一 (1,2，……}，, 力 1 一 如 7 一 1， 1 17 一 1, 2 
0， 其 他 . 
[9 刀 0 
0 0 
p_|9 人 入 
0 0 gg pa 0 
4. 状态 空间 [一 {0,1,2,…… 入 }， 
| 0 0 人 0 0 
0 1 一 ai Ci 0 0 DO 
Ta 0 本 记 ee 0 0 
0 习 0 1 一 waN-lL anN-1 
0 0 0 0 ] 
OO 
其 中 2 一 入 (CN 二 1 二 |,2， | 1] 
5 〈J) 1 /16.(3) 7/]16。GR 
0 1] 5 月 1 日 为 晴天 的 条 件 下 ,5 月 3 日 为 晴天 的 概 


P= | | 率 为 Puo(2) 王 0. 4167;5 月 5 日 为 雨天 的 概率 


3 为 Pi 二 0 5995. 


8. mi 一 ,7 一 (213,17/3)》. 9. 1 一 2,7 一 (4/25,9/25,12/25). 


人 习题 答案 


人 
10. m 一 2, 为 = 记 Tv29 (过 ) 省 一 1,2,3， 


| 一 万 下 和 
第 十 四 章 
1， 是. 3， 是 . 
人 人 |z| 委 工 ， ， 
g = 一 拖 中 7 一 上 一 3 7T- 一 U， 
2T2 ， | z| 盖 工 ， 


5 是， 6. 不 是 . 8.(1) A1/8,A:112; (2) A/8,A2 112. 
11. 《2 ) 民 xy(Czr) 一 ax(Cr 一 Ti ). 

和 
(w 一 T) 十 ] (ww 十 zx) 十 ] 


12. (1) 5。(〈2) SxCw) 一 4| ]+atato 一 3m+a(o+3m] 


1 4 王 4 sinz 5 
13. 本 (V2 一 1)， 14. Sx(w) 一 让 si 15. 1 
19. Rxv(r) 一 一 玉 vx (一 本 absin woryoxy(w) 一 一 yx (wW) 一 zi[a(o 十 ww) 一 5(o 一 wm) 了] 
20.，3Sxy (o) 一 2rpnxpny6(w),Sxz(o) 一 Sx(o) 十 2rpxpyB(w)， 
选 做 习题 


3(1 一 四) 
3 一 页) 十 2(1 一 访 75 


-。 21 一 加 )。 4。 甲 ,6/11, 乙 ,5/711. 
. PCA)= 王 1/3,P(B) 王 7/12,A, 卫 独立， 6 (1 一 户 )/(2 一 户 )， 
. 轧 加 (1 一 加 ) 十 思 (1 一 因 ) 十 (1 一 户 ) ps 十 力 zj. 
. 《1) 已 CE) 一 PCFIC) 加 十 忆 ( 下 |C (1 一 记 )， 
其 中 ,PFC 一 甸 十 访 访 十 思 态 一 大 思 访 一 四 加 旋 一 和 加 放 十 恩 加 轴 帮 ， 
已 (下 CD 一 户 思 十 思 zs pp 一 访 js jz ， 
(2) PC(Cs | 并) 一 [(1 一 gs 一 ggs 十 gilgzglqgs )b] /PCF). 


2. (1) 8/11.(2) 4/5.(3) 32/55. 


双 局 人 避 





加 7 力 ( 工 一 加 ) 十 (1 一 力 ) 力 力 〈(] 一 力 ) 力 (1 一 力 *) 
辣 痢 





4 
1 6 
如 1 1 0 


一 





IJ，(1) 0. 632、(2) 3， 12.z 一 0.989 97。 13，(1) 辣 . (2) 总 . 


14，0. 5488 ,0. 5730. 


习题 答案 


0， ?<< 一 1， 
一 一 1 过 y<1， 
] ， 9 之 1. 





16CDk 人 本 和 本 
LAj， ” 考 1 不 是 整数 ， 
| 若 (z 十 1) 六 是 整数 ， 
[Laz 十 1) 力 ] ， 者 (? 十 1) 妃 不 是 整数 . 
2/3， 0 一 y<1， 0， ys 三 0， 
18. Pr(y) 一 41/3， 1 委 y<-2， 19. Pr(Cy) 一 xy(y) 一 172， 0<y 坟 1， 
0， 其 他 . 1/(2 交 )， 1 一 > 一 co. 


21， (1) 





17/2 IT7A723 172 








i/2 1/2: 1/23 








CC 


说 点 )， 阿 

( 公 十 )， ) 名 十 ha ) 

0 
六 1 ?1! 


一 上 


24. (1) 了 P{X 王 xx,Y 王 yy 二 ,yy 一 0，1,2，. 


(2) P{X 二 Y<1)} 一 eat+m (1 十 十 po 


4 

本 (zyy)EDD， 
帮 旺 。 大 总 一 V3 

0， (zyy) 和 生姜， 


0， Vy<0， 


4 4 
Fy(2) 一 万 7 可 ,0<y<V3/2， 


可 ?>V372. 
26. (1) fx(z) 一 ee roo-| GT ee 
， 0， 其 他 . 
(2) 当 y>0 时 ,jxiy(zly) 一 人 as 
当 z>0 时 ,prxcola= 人 


27. 《1) 





(2) 1/2. (3) 5/6， 

人 & 一 0，1 2 
28，P{X 一 A,Y 一 让 ( 2) 的 
29. 1/2.， ”30. 0. 19. 31. 6(V2) 一 (0) 王 0.4207. 

32.、 (1) 0. 8897. (2) 0. 2818. (3) 0. 9874， 


元 [一 ee ws 一 上 E<z<e， 


Ke 


] 2 | 2 
冯 [e 到 (= )》 一 ee 斑 (z 十 上 ， z 之 8， 


0， 其 他 . 
一 20ln(20z)， 0 一 zz 一 0. 05， 
34. Ha 一 | 
0， 其 他 ， 
Be 3 ye 7， y>>0， 
35S. 《1]) Co=| 户 (y) 一 
0， 其 他 . 0， 其 他 . 


36. 
37. 


38. 


43. 


44. 


48. 


49， 


习题 答案 


Re 
(2) X,Y 不 是 相互 独立 的 . GorrCo 一 人 其 他 . 
(4) 对 于 y>ovpurtzlpD= 人 人 ee 
0， “其 他 . 


(5) P{X>3IY 一 5) 王 0.030 82. (6) PIX>>317Y 一 5} 一 275. 
(1) ?zz 力 .2) 2( 户 十 ac 一 加 a). 
《1]1) 





加 1/15 2/15 3/15 4/]15 5/15 


(2) 37/5.， (3) Y 一 6(6,3/5) ,天 (YY) 一 3.6. 
(4) PtY< 一 4)} 一 0.456,P(tY 王 4) 一 0. 233. (5) 天 (2Z) 一 2. 


2 2 和 
厅 7。 39， 14.7，40. Fa CT 十 坟 0 三 《2) 本. 42， 0. 7852. 


(2) 不 是 离散 型 也 不 是 连续 型 随机 变量 ,是 混合 型 随机 变量 . 


(3》 了 ttX= 一 4) 一 0, PLX 一 3) 一 0.316,P{X<4) 王 0.684，P{X>6)} 一 0. 135， 


0， y<<0， 
0. 1469. 45. (1) 值 域 为 (0,0.75]. (2) Fy(y) 一 4y， 0 委 y< 一 0. 75， 
】 ， y 之 0. 下 


最 大 似 然 估计 其 = 矩 估 计量 = 艺 ,是 无 偏 估计 量 . 





六 二 一 了 = 二 [ex- Zi+>or- | 


ti 王 ] 


50.》 的 对 数 似 然 方程 为 > 人 二 
2 
“ 吝 ". 
S1. 1 一 去 吕 二 
52， (1) 工 ( 轧 ， 加 ) 一 [(1 一 各) 加 ]% LI 一 加 )8 (1 一 加 加) [ 力 , p2 下 
(2) 力 ; 一 0. 7150 , 力 ; 一 0. 8290. 
53.〈1)6 的 最 大 似 然 估计 值 为 13/32,6 的 矩 估计 值 为 5/12.，(2) B= 工 /a. 
54.(2) E(X) = exp 亿 十 天/2 生 其 中 之 二 nz ,o2 一 工 > Cnz - 一 六 )2. 
1 fn] 
(3) 天 C(X) 一 28. 3067. 
VD 
55. ?= ( 关 ) ,其 中 Tv = > 友 十 (一 mr) 码 ， 
1 一 上 
5S6. (1)7 一 214. 930，(2) 一 0. 841. 
1 一 】 7 一 27m 入 
0 元 十 二 二 (257 323764 本 
60， 《3 ) 由。 一 《1 一 /2712 ,大 ， -ui2 一 (&A27LUnm. 


(4) 《1 一 wx/2) 一 tinax( 大 Xe } 忆 ) “max{X 大 2 vs 类)》。 


*。 5 了 。 


。， 14 。 


01 


02. 
04. 


.拒绝 囊 。, 认 为 春季 发 生 的 案件 数 的 均值 比 秋季 的 多 .67. 认为 有 显著 差异 . 
68. 


69. 


(5) (4. 22,8. 78). 


习题 答案 


.拒绝 域 为 籽 一 > 交 :20) 或 好 一 入 对- 人 2n); 拒 绝 域 为 邓 >39. 364 或 好 < 


12. 401 ,现在 达 一 24. 83 故 接受 五。. 
认为 无 显著 差异 ， 63. 拒绝 刀 o, 认 为 可 降低 血压 
认为 是 有 偏爱 的 . 65. 认为 X 一 5(4,0)， 


(1) > 一 13. 487 十 1.065z.， (2) 认为 回归 效果 显著 . (3)3 |.-, 一 27. 332. 
(4) 在 zx 一 13 处 w(z) 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 (27. 332 士 1. 244)， 


(5) 在 z=13 处 了 的 新 观测 值 Y, 的 置信 水 平 为 0. 95 的 预测 区 间 为 (27. 332 士 3. 487 )， 


《22 9774.0125 一 0.359152， 


《3) 回归 效果 是 非常 显著 的 ， 


